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Tema l

Nociones sobre la geometria y topologia dR?

1.1 Introduccién

Uno de los conceptos fundamentales de las mateméticas ésetm Introducido en la an-
tigliedad, el concepto se ha ido generalizando y profund@zaon el tiempo. El nimero es
esencial en el desarrollo de diversas disciplinas comodigd;ila Quimica, la Economia o la
Informatica. Las magnitudes fisicasstan definidas por un valor numérico, un error (también
numérico) asociado a las limitaciones del proceso de mgdida unidad adecuada a su dimen-
sion. Las matematicas estudian las magnitudes hacientta@tién de su naturaleza y de como
han sido medidas, es decir, no tienen en consideraciondesdaposibles errores. De forma ge-
nérica consideraremos que los valores numéricos carecgimeasiones y en los pocos casos
en que les asociemos una dimensién no utilizaremos un sisteranidades concreto.

El cero, los numeros natural®sy sus opuestos constituyen el conjunto de los nimeros en-
terosZ. Todas las razones de dos nimeros entgfgs(con ¢ # 0) dan lugar a los nimeros
racionales que se denotan @@r Los niumeros enteros son un subconjunto de los racionales,
Z C Q, ya que cualquier enterp se puede escribir como la razgril de dos nimeros en-
teros. Los numeros fraccionarios se pueden representdragssiones finitas o por fracciones
periédicas infinitas; por ejemplo

5) 10
5 =25 5 =3333..

Existen ademéas nimeros en forma de fracciones indefinidagdjgas que se denominan

irracionales. Ejemplos de estos nimeros son

1 n
V2, lim (1 + —> i
n—oo n
La union de ambos tipos de numeros, racionales e irrac®ndke lugar al conjunto de los
nameros realeR. Los niUmeros reales estan ordenados: para cualquierg@gise cumple una
y s6lo una de las siguientes relaciones y, z =y, z > y.

Otro hecho importante es g puede representarse geométricamente como una recta. Se
llama recta real o eje nimerico a una recta infinita en la ghesestablecido: i) un origen que
se denota habitualmente cor@gii) un sentido positivo (sefializado mediante una flechd) y i
una escala para medir longitudes. Normalmente la rectsegapresenta en posicion horizontal
y se considera positivo el sentido izquierda-derecha. @uaes positivo se representa mediante
un punto P situado a la derecha d@ y a una distancial(O, P) = x. Si es negativo se le
representa por un punt@ situado a la izquierda d@ y a una distancid(O, P) = —z. El cero
corresponde al propio origen.

Por este método cada nimero realsta representado por un puitale la recta real. Diremos
que el valor numérica (incluyendo el signo) es ladistancia orientadadel puntoP al origen.

'Elegimos este ejemplo ya que el curso estéa orientado a losakide ld_icenciatura en Fisica



2 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

w

X0

Figura 1.1: La recta real

La relacion es biunivoca: dos puntos distintos caractenzaneros reales distintos. Y por ello
los términos numero real y punto del eje real son sindnimasd {pa utilizaremos.

En lo que sigue utilzaremos las siguientes propiedadesadgilneros reales, que aceptaremos
sin demostracion:

1. Dados dos numeros reales arbitrarios< y, existen nimeros reales tanto racionales
como irracionales, que verifican que< z < y.

2. Todo numero irracional se puede expresar con grado deigiéecarbitrario mediante
numeros racionales.

1.2 El espacio euclideo R?

1.2.1 Producto escalar y distancia euclidea

De forma analoga existe una correspondencia biunivoca krstipuntos de un plano y pares
ordenados de numeros reales, que reciben el nombre de sadededel punto. Consideremos
dos rectas perpendiculares situadas sobre el plano a ldeoagemos ejes coordenaddse
Y'; elegiremos su interseccidd como origen de coordenadas, definiremos sobre ambos ejes
una escala adecuada y asociaremos el origen de coordemedeakpar(0,0). Dado un punto
P trazamos dos segmentos que pasan por él y son perpendicaliaeejes. Sus intersecciones
con los ejes definen dos puntos a los que corresponden valam&sricosz € yg, tal como se
muestra en la figurad.2 Los dos numeros del par ordenadg, o) se denominan coordenadas
cartesianas del puntB.

Y

\ 4

Figura 1.2 : Coordenadas cartesianas en el plano

Los puntos en el espacio se caracterizan de forma similalamtedernas de nimeros reales
ordenados. Elijamos tres rectas perpendiculares enfjaesge cortan en un punto del espacio.
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1.2. EL ESPACIO EUCLIDEO R¥ 3

Las tres rectas reciben el nombre de ejes coordendddSy 7 y su interseccior) el nombre

de origen de coordenadas. Definimos una escala adecuadalsshires ejes coordenados y
asociamos la tern@, 0, 0) al origen de coordenadas. Dado un punto P procedemos coe® ant
trazamos segmentos que pasan por dicho punto y son perplaneéca los ejes coordenados;
sus intersecciones con dichos ejes definen tres puntoger@ados por los nUmeras), yo Y

29, que reciben el nombre de coordenadas cartesianas del Bunto

La eleccion de los ejeX, Y y Z es arbitraria a excepcién de las dos reglas siguientes:

1. Los tres ejes son perpendiculares entre si.

2. Su sentido positivo queda establecido por los dedos plitgiice y corazon de la mano
derecha situada sobre la terna de ejes.

v

Figura 1.3 : Coordenadas cartesianas en el espacio

Cuando se introduce el concepto de distancia euclideadogrpuntos, la recta, el plano y el

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



4 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

espacio son ejemplos particulares de lo que se llaman espawtlideos

/Definicién 1.1 (Espacio Euclideo) \

El espacio euclideqy(— dimensional) RY, cong € N, es el conjunto formado por
todas la sucesiones = (1, xa,- - , £4) deg ndmeros reales.

Un elemento deR? se denomina frecuentemente un puntoRh R!, R? y
R3 se denominan la recta, el plano y el espacio respectivamémts nimeros
x1,T2,- -+ , T4 SON las coordenadas cartesianas de

Los elementos dR? se denominan también vectores®f ya que este espacio es
un espacio vectorial con las operaciones usuales:

T4+Y = (x1+y,m2+ Y2, g+ Yg),

\T = (Az1, Aza, -+, Axg),

y por tanto también sera correcto denominar a los nimeros:, - - - , x, COMpo-
nentes del vectorz .

En este espacio se introducen los conceptos de producttaesieados vectores
q
— —\ A
<3’5, y> = Z%’yi,
i=1
y se definen la norma euclidea de un veciok R?

EHENEEE ﬁ

y la distancia entre dos elementoske
d(Z.9) 2 |[¥-Z| = [D (& —y)?

En el caso particular d&® la norma coincide con el valor absoluto, es defir|| =

\ |z| y por tantod (z,y) = |z — y|. )

Dado que la norma y la distancia se definen de forma subsidihproducto escalar de dos

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



1.2. EL ESPACIO EUCLIDEO R¥ 5

elementos d&®Y, todas sus propiedades seran consecuencia directa depéedades de éste.
e ™
Teoremal.l (Propiedades del producto escalar)

SIT, T, T2eY, Y1, Y2 son elementos del espadiy y A € R, entonces se

cumple que:
1. Simetria{#, y) = (¥, T),
(OF.7) = (F37) = \(7.9),
2. Bilinealidad:{ (&, y1+ ¥2)=(Z,91)+(Z,¥2).
<5>1 + T, 7> = <5>17§>> + <5>27 7> .
3. Positividad:(#, @) >0 y (&, Z)=0 sys @ = 0.

.

Demostracionl.1

—> —> —> —>
Z, zzyz yzzz =\Y,

2. Envirtud de Ia propledad precedente bastara con demgsia

<>‘§)7 ?> =A <_)a ?> ;
<? Y1+ ?2> <§>, ?1> + <?, ?2> ;
En efecto,

para completar la demostracion del punto 2. En

A—)a_) Z/\zzyz = /\Zzzyz =A 5); ?>

<?,71 +72> = Z (Y1, +v2,) szyl —i—leyz = ?,?O + <?,72>
i=1

3. (¥, @) = Y! 27, y la suma de un nimero finito de sumandos positivos o cerceespse
positiva o nula; para que la suma sea cero todos y cada uns derftandos deben ser nulos.

- >
Las propiedades de la norma de un vector se deducen de faviaketpartir de las ecuaciones
enunciadas en el teoreral
4 N
Teoremal.2 (Propiedades de la norma)

Si @, y son elementos del espad’ y A € R, entonces

1 ||Z|| =0 vy H?H:O sys =0,
2. 3= =

3. (@, ><HHHH?JH

A=+ vl <[=]+ v,

\

Demostracionl.2

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



6 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

Dejando como ejercicio la demostracion de las dos primergsgdades, nos centraremos en las
dos dltimas.

3. Si® 6 ¥ son nulos la igualdad se satisface de forma trivial. Supmogagquex e y son no
nulos y linealmente dependientég (= A\ x); entonces

q
(@ Y) =Dz AZ%‘MVH—MWVMyH
=1

Por lo tanto
<m7 Yy > Si A\ > 07
(@, y)=—Z| V] <ll=lllyll, si r<o0.
Si, por el contrarioz e ¥ son linealmente independientes, es dégir- AT # 0 VA € R,
entonces
0<VF T = 0F - T - ) = ¥ [F + [T AT,

El miembro de la derecha define una parabola en la varkglgara que dicha pardbola no corte al
eje A = 0 debe cumplirse que

W@ 7) 4|7 <o,
5

de donde se deduce facilmente qud @ || | ¥/|| < (&, ¥) < || Z| || V|| Asi, cualquiera que
sea el caso la propiedad 3 es correcta.

= (@+v. @+ 9) = |7 + 7] +2(7. )
— — —
< =P+ |7+ 20 7] = (=]« 171D
Calculando la raiz cuadrada positiva de esta relacion ebtes inmediatamente la propiedad
enunciada en cuarto lugar.

1% + 9|

Tty

- >
Enunciamos a continuacion las propiedades fundamentalksdistancia euclidea, cuya de-
mostracion dejamos como ejercicio para el lector

Ve

Teoremal.3 (Propiedades de la distancia euclidea)

Bajo las mismas condiciones que en el teordn?ase verifica
1.d(Z,y)>0 y d(Z,y)=0 sys =7,

2.d(7@,y)=d(y, =),

y,®
3.d(®,7) <d(Z,y)+d(y, 7).

Ejemplo 1.1

Demostremos que la funciéh (E’, 5’) = |x1 — y1| + |72 — y2|, definida enR?, satisface todas las
propiedades de la distancia euclidea y que por tanto es diméciie alternativa de distancia &? (la
generalizacién a un numero arbitrario de dimensiones esdiata).

1. La positividad del; es evidented; (@, y') = |21 — y1| + |2 — y2| > 0. Ademas
d (Z,Y) =0 |z1 —y1|+ |z2 — 32| =0

|lT1 — 11| =0 < 2 —yp1=0 < x1=u o T =
|z —y2| =0 < 23—y2=0 < x9=1o

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



1.2. EL ESPACIO EUCLIDEO R¥ 7

2. di (@, ) = [or —yn| + |22 — yo| = ly1 — 21| + |2 — 22| = d1 (Y, @).
3. di (?,?) = |$1 —y1| + |.I'2 —ygl = |$1 —z1+21 —y1| + |$2 — 29 + 29 —ygl, Yy utilizando
que|A + B| < |A| + | B, resulta

- =
T, z

di (Z,Y) <|z1 — 21|+ |za — 22| + |21 — |+ |22 — 2| =di (T, 2) +di (Z. 7).

Una vez que el lector ha aceptaddiaen el «club de las distancias respetablggdemos estudiar
el aspecto de la circunferencia asociada a la nueva diatdreidefinicién general de circunferencia de
radio R (centrada en el origen de coordenadas) es

C= {(m,y)€R2 \. d(z,y,0,0) :R},

y particularizando para la distancia

C 2 {(x,y) eR? \. || +|y| = R}.

Por cuadrantes la expresion precedente se escribe como

1.:E+y:R*>y:fo. g
2.—$+y=R—>y:R+m.
3.—z—y:R—>y:—R—z.
4.m—y:R—>y=—R+x.

Asi, en cada cuadrante la circunferencia coincide con umeetp de recta. Uniendo los cuatro seg-
mentos concluimos que la circunferencia es un poligono de@lados perpendiculares entre si y que
forman &ngulos dé5 grados con los ejes.

\ 4

Figura 1.4 : Esto también es una circunferncia

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

1.2.2 Bases ortogonales en R¢

El siguiente teorema muestra que el angulo interno que foroa vectores del plano o del
espacio esta estrechamente ligado a su producto escalar

Ve

Teoremal.4 (Angulo entre dos vectores del espacio)

Seanu y v dos vectores del plano o del espacié g [0, 7] el angulo interno que
forman dichos vectores, entonces se cumple que

(%) =[] %] cose.

Demostracionl.4

Acudimos a la trigonometria para demostrar este teo-
z rema. Aplicando la ley de los cosenos al triangulo que
tiene un vértice en el origen de coordenadas y dos de
sus lados adyacentes definidos por los vectargsv’,
- tal como se muestra en la figura, obtenemos

=l

Eli

— =2 — 12 — 12 — 1 ||=
7 = @[|" = ||+ [¥]]" = 2[[=]| [ &[] cos®.

y por la definicion de norma

— =2 — —
v - = (v -

=) |7

resulta
(v-u,v-u)=(v,v)+(u,u)—2||u|||7V] cosb.
Ahora bien
(V-", v —u)=(v,v)+(u,u)—2(u, V),
con lo cual
(W, %)+ (0, %) - 2(W, 0 = (¥, 0) + (@, %) — 2| ||| 7| cos,
o lo que es lo mismo
(@, %) = @] 7] cost.
- >
Silos vectoresu y ¥ son no nulos podemos despejar
— —
cosf = <_>u,7v_>>
i

Para generalizar este resultado utilizamos que cualqgiezasea la dimension del espacio
euclideo se cumple que (vease la demostrati@n

-yl <& %) <[]y
y si los dos vectores son distintos del vector nulo tenemos

)

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E




1.2. EL ESPACIO EUCLIDEO R¥ 9

—
xr

L
Izl

~—

R
» Y
7|

P

—-1< <1

Teniendo en cuenta queos()| < 1y el teoremal.4 convenimos en definir el &ngulo interno
gue forman dos vectores no nulos como

Definicién 1.2

Seanz y y dos vectores no nulos @&¢; se define el agulo interno (agudé)xjue
forman estos dos vectores como

(#.v)

cosf & 771
1= | ||

Dos vectores no nulog’, ¥ € RY se dicen ortogonales si el angulo interno que forman es
0 = /2, lo cual, segln la definicién precedente, implica qag ') = 0.

/ )
Definicién 1.3 (Base dé&k?)

Todo conjunto formado porg vectores deR? linealmente independientes,
{ b,,1=1,2,... ,q}, es una base de dicho espacio vectorial. Puede demostrar-

se que cualquier vectox € R? puede descomponerse de forma Gnica como una
combinacion lineal de los vectores de la base, es decir

z = 0413)1 + 042?2 + - '-qu?q = Zai?z,
i=1
dondea;, o, . .., oy SON NUMeros reales. La combinacion lineal anterior se lla-
ma descomposicion del vectar segun la base y los nimeros se denominan
componentes (o coordenadas) del veciben la base dada.
N y

El hecho de que el vector se defina mediante las componen{es la base dada) se denota
habitualmente como

?: (Oél,OéQ,“‘,Oéq),

Yy NO sera necesario precisar a qué base nos referimos sigopesto no conduzca a ningdn

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



10 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

tipo de ambigiiedad.

/ )
Definicion 1.4 (Bases ortogonales)

—

Una base del espacio euclid&s, { b,,1=12,... ,q}, se dice que es ortogonal
Si sus vectores son ortogonales entre si dos a dos, es decir

- — .
(b b,)=0,si 1<itj<q
Si ademas se verifica que

- = 1, si i=j,
<b“b]>_5”_{o, si i+ 7,

la base es ortonormal.
N y

De forma més fundamental puede demostrarse que todo comjamectores ortogonales en-
tre si dos a dos es siempre un sistema linealmente indepéngligue en todo espacio vectorial
existen bases ortogonales.

A lo largo de este curso so6lo consideraremos bases de aste tjpe nos permite aplicar una
variedad de corolarios Utiles. Sabemos que todo vegtoe R? admite una descomposicion
Unica

Multiplicando escalarmente la igualdad anterior por etmegi resulta

(2.5 =Y (5,55 = as

J=1

2

)

-
b;

por lo que podemos despejar la componente

o = L =12, 0,

—
[+

y utilizando la relacion entre el producto escalar de dosoves y el &ngulo que forman

H?H H?Z cos 0; H?HCOS&
— — — L
|5 |5

donded; es el &ngulo agudo que forman el vectry el i-ésimo vector de la base. Si para otro
vectory tiene lugar la descomposicion

Y= Zﬁj?ﬁ

Jj=1

) )

entonces el producto escalar de ambos vectores puedeirssceitimo
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—
b

q q q
(Z,y) = <Zaibi,2ﬁj bj> = Oézﬂj<bz‘, bj> = B
i=1

i=1 j=1 ij=1

En particular la norma del vectar se escribe

7] =3
1

i=1

2
b,

Si la base es ortonormal las expresiones anteriores seifstanplbastante ya que todas las
normas se reducen a la unidad, es decir

0= (T, 0:), (T.9)=Y ai, |7 =D ok

4 N
Definicion 1.5 (Proyeccion ortogonal)

El vector

=
— — <$7bl>—> )
Plzalbzzﬁb,, 22172,...7q7
|+

. -, —>
se denomina proyeccién ortogonal del vecisrsobre el vectorbd ;

Para comprender el significado del vecﬁr;
consideremos, tal como se muestra en la figura,
los dos vectorest y 3}, Trazamos un segmen-
to de recta que pasa por el extremo del veakor
y que corta perpendicularmente a la recta definida
por el vector?i; el segmento dirigido que parte
del origen de coordenadas y termina en la inter-
seccion esl_ﬁi. No resulta muy dificil comprobar-
lo: el segmento dirigido en cuestién es paralelo al

vector unitario b i/‘ b ZH y tiene como longitud

P,

(orientada)|| || cos 6;, esto es

Figura 1.6 : Proyeccion ortogonal _
(|2 cos 6:) ‘% 05, = P,
i

Trabajaremos habitualmente con la base estandar, cuyoergles se denotan poe; \. i =
1,2,---,q}. Se trata de vectores unitarios definidos de tal formaguesta dirigido segin el
sentido positivo del i-ésimo eje de coordenadas. Los vestde la base estandar forman por
definicién un sistema ortonormal, esto (9§>i, ?j> = ¢;;. Cuando trabajemos en el plano o
en el espacio, los tres vectores de la base estagidae » y € 3 se denotaran frecuentemente
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12 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

Ve —> - - s .
por los simbolosz’, 7' y k respectivamente. También es habitual en este caso deastar |
coordenadas cartesianas de un puntarpgr z en lugar dexy, z2, 3.

Ejemplo 1.2 (Angulos directores de un vectar)

P . . . , -
Llamamos angulos directores de un vector a los angulosingezntre éste y los vectords; de la
base. Segun hemos visto en la seccion precedente la dessioidpae un vector en una base se puede
expresar como

Curso 2007-2008 Célculo I, Grupos Ay E
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= _ ||§)Hcost9i H?HCOS@Q ||§)Hcost9q
- — ) — ) I — )
[5:] - [7 |
es decir,
||§)Hcost9i
Q= —h =7
|5
y como por otra parte
(=.%:)
Q= — 3
L

resulta que

=)

cosl; = ———"—.
R
Obviamente, si la base es ortonormal
T = (| @] cos by, ||| cosba, - - -, || Z|| cosby),
y
5),3)1>
cosl; = ~————~
(e

Utilizando estas expresiones obtendremos los angulostdiies del vectotr = (1,2, 3), en la base

estandaf’, 7, k . La norma del vector se calcula corffa’ || = v/1% + 22 + 3% = V/14. Prosiguiendo
con el calculo tenemos

1 1
T, v)=1 — cosh=-— — B =cos'|——)~1.30
(2.7) v ' V14
= 2 2
<m,g>:2 — cosfy = — — 0 =cos — | ~ 1.00
V14 V14
<§> E}> 3 cos 6 3 0 cos™! 3 0.64
E= — = — — — [ ~ (.
. v ' V14
- >

1.2.3 Volumen de un sistema de vectores

Como paso previo a la definicion del (hiper)volumen subtdmdglior un cierto conjunto de
vectores déR? debemos introducir el producto vectorial y el producto mixt
p

Definicion 1.6 (Producto vectorial eR?)

Dados dos vectores = (a1, az,a3) y b = (b1, b2, b3), definimos syproducto
vectorialcomo el nuevo vector:

> 7%
- v J a as [~ a as = a as |57
2 3 1 3 1 2
by by b
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Conviene notar aqui que la primera identidad tiene un marcashcter formal y solo adquiere
sentido real cuando el determinante se desarrolla porrzepai fila.

\
Teoremal.5 (Propiedades del producto vectorial)

El producto vectorial de dos vectores del plano o del espeeidica las siguientes
propiedades:

N
1 = — b X @ enconsecuencia x a = 0.

H H ||| H sen 6, dondeé es el angulo agudo que forman los
dos vectores. Por lo tanto la norma del producto vectoriaigesl al area del

. b
paralelogramo subtendida por los vectorasy b .

MNa)xb=ax\b)=\a x b).
ax(b+c
—
+b)x
—

b

N

!
ol

X X

el 9]

—
C.

—
C.

maye

N y

ol
-] of

N
b
N
X €
_>
c

algl@
g-l++

X (b x

ol
~—
I
/\

7

Demostracionl.5

Las propiedades 1, 3, 4 y 5 se deducen de forma directa a gar@s propiedades de los determi-
nantes; aconsejamos al lector que utilice sus conocinselg@lgebra (y cierta fuerza de voluntad) para
demostrarlas. La demostracion de la ultima propiedad segzelaomo problema al final del capitulo, con
lo que nos contentaremos aqui con demostrar la propiedadrm®n

2 2 2
— _ 7% | a2 a3 ay as ar as 2
x bH - — (agbs — asb
H“ by b by by | Tl by by | = (G20 —asb2)”+
= (ai + a3 + a3)(b] + b3 + b3) — (a1by + asbz + azbs)? (1.1)
2 2 2
—|@* [ - (@ %) = @] e senze

Comod es el &ngulo agudo formado por los dos vectoresiy > 0 sif € [0, 7] podemos escribir

|@ x| =[a]]|[e]seno.
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No resulta muy arduo convencerse de que el
miembro de la derecha nos proporciona el area
del paralelogramo definido por los dos vectores.
Imaginemos tal como muestra la figura, los dos
vectores reducidos al origen y completado el pa-
ralelogramo mediante otros dos vectores paralelos
a los originales. Si tomamos como base del pa-
ralelogramo al vector la altura del mismo vie-

ne dada trivialmente poH?H senf con lo cual

A = basex altura= ||| H?H sen 6.

Figura 1.7 : Area de un paralelogramo

4 N\
Definicion 1.7 (Producto mixto efk?)
— . .
Dados tres vectores’, b y ¢ del espacio, el numero real
(@b x @),
se llama producto mixto d&’, b y € (en dicho orden).
\\
- - \
Teoremal.6 (Propiedades del producto mixto)
Las propiedades basicas del producto mixto de tres vecie¢sespacioa =
—_—
(al,a2,a3), b = (bl, b2, bg) y? = (61,62, 63) son.
ay ag as
1. <E>,?XE>>= b1 bQ bg .
it C2 C3
2. El producto mixto es invariante bajo permutaciones cadi
(@, bxe)=(b,dxa)y=(c.axbv).
3. El producto mixto de tres vectores linealmente depetelien coplanares es
— —
nulo, es decir<a6> +68b,adxb > =0.
N S

Demostracionl.6

1. La primera propiedad se demuestra de forma directa a garé definicion

— — —
(@5 €)= (a7 +mT +ak, IR i IR - R
Coy C3 C1 C3 C1 Co
by b3 by b3 by b2 arogz 4
= al — ag = bl b2 b3
Co C3 C1 C3 C1 Co
C1 C2 C3
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16 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

2,3 Estas propiedades se deducen subsidiariamente derargrutilizando determinantologia ele-
mental.

- >

Ejemplo 1.3

Utilizaremos el producto mixto para demostrar que los vesta’ = (1,4, —7), b = (2,-1,4)y
¢ = (0,9, 18), son coplanares. Utilizando la forma determinantal detipato mixto tenemos

B 1 4 -7
<a’,bx?>: 2 —1 4 |=o0,
0 —9 18

y de acuerdo con la tercera propiedad del producto mixtoaledhs la coplanariedad de los vectores.

- >

Teoremal.7 (Volumen de un paralelepipedo)

EL producto mixto<6’, b x ?> es, salvo un signo, igual al volumen del para-

’ - ﬁ - .
lelepipedo construido sobre los tres vectoi@s b y ¢, reducidos a un origen
comun.

Segun afirma el teorema precedente, el volumen del pargletég? construido a partir de
- .
los tres vectore®t’ = (a1, az,a3), b = (by,be,b3)y € = (c1, 2, c3) viene dado por

_ a; as as
V(Q) = (<a’ b x?>‘ — b1 by by
c1 C2 C3
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Demostracionl.7

Considérese el sistema formado por los tres vectores
@, b y ¢ que parten de un mismo punto; dicho siste-
ma permite construir, tal como se muestra en la figura,

un paralelepipedo. Los vectorgsy ¢ forman la ba-
se del paralelepipedo cuyo areats- H? X E’H Si

el

6 es el angulo que forman los vector@sy b x ¢
R (ortogonal a la base), la altura del paralelepipedo viene
dada porh = ||@|| |cos 6]. Asi el volumen se escribe

al

—
b

V(Q) = A= |8 x €| @] lcoso]
Figura 1.8 : Volumen de un paralelepipedo - - ’

y aplicando la defincion del coseno del angulo formado povdotores, resulta

‘<E),€)x?>|.

V(Q) = | HE’ x E’H llal| cos 8

>

-

Las definiciones de los productos vectorial y mixto en el eispae pueden generalizar sin
gran dificultad al caso de un espacio de dimension arbitraria

4 )
Definicion 1.8 (Producto vectorial eR?)
Dadosq — 1 vectoresv'y, vy, - - - ¥ 41 pertenecientes 8%(q > 3) se define su
producto vectorial como
— — —
€1 € 9 €q
V14 V1, Ulq
?1 X ?2 X X ?q—l S V2, V2, V2,4
Ug-1)1 Y(g-1)2 " Y(g-1),
Se trata de una definicion formal cuyo significado es el sigaeieel vector que
denominamos producto vectorial tiene por componentesdaseros que resultan
de desarrollar el determinante anterior por su primera fila.
. y

También es este caso las propiedades mas importantes delcfrovectorial general son
consecuencia directa de las propiedades de los determénam entre ellas destacaremos las
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gue se enuncian en el siguiente teorema
4 N
Teoremal.8 (Propiedades del producto vectorialkt)

1. ?1X"'X?Z’X"'X?jx--':—?1X"'X7jX"'X?Z’X---;
en particular, el producto vectorial se anula cuando el misrector se repite
dos 0 més veces

— — — — — —
2. Vi X X (AU) X+ X Vg =AU X X Uy X X Vg,
— —
N N N UlX"'XUiX"'+
3. ’U1><"'X(’U/Z'+’UZ‘)X---= — N

Las dos dltimas propiedades se puden resumir en una solastpldeee la linealidad del
producto vectorial en cualquiera de sus argumentos
e A
Definicién 1.9 (Producto mixto eiR?)

Dadosq vectoresuv'1, v's, - - - v, pertenecientes B4(q > 3) se define su producto
mixto como el nimero

’1)11 1)12 oo Ulq
’1)21 1)22 oo Uzq
— = — A
<’U1,’UQ><- X’qu>=
Ug-1)1 Y(g-1)2 " Yg-1)
Vg, Vgo e Vgq

\\

Como en los casos anteriores, las propiedades del prodixitmsa obtienen de forma directa
a partir de su definicibn como un determinante

e N
Teoremal.9 (Propiedades del producto mixtoRf)

1. El producto mixto es invariante bajo permutaciones cédide sus argumen-
tos

<—>—> -

Vi, Vg X -+ X q>:<?q7wlx"'qu—l>-

2. El producto mixto es lineal en todos y cada uno de sus argtonges decir

!

< 1, ( % ﬁ Z) 1, i
+ﬁ<?1’ Zx>
\§ 4

X
X

SN

Cuando dos vectores del plano se reducen a un mismo puntemefinparalelogramo cuyo
areaA podemos obtener utilizando la propiedad (2); analogamente tres vectores del espacio
situados sobre el mismo origen definen un paralelepipedo wolymenV viene dado por el
teoremal.7. EnR? (¢ > 3), ¢ vectores reducidos a un mismo punto definen un hiperparale-
lepipedo que contiene un cierto hipervolumen. De ahora elasig para referirnos de forma
indistinta al area, al volumen o al hipervolumen de una regitflizaremos la palabramedi-
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1.3. CLASIFICACION DE LOS SUBCONJUNTOS DE R¥ 19

da», que denotaremos por la letra griegaEn su momento definiremos de forma mas precisa
el concepto de medida de ciertas regioneRétede momento nos basta con saber quge-si2,
entonceg: = A,y Sig = 3 entonceg, = V.

/ - - - - \‘
Definicion 1.10 (Molumen de un hiperparalelepipedo)

La medida del (hiper)paralelepipeda? formado por los ¢ vectores

{vi = (vir, vig, -+ ,viq)}i:mw’q (cong > 2) se define como
vll 1)12 ce. fUlq
1}21 fU22 e fU2q
A
p(S) =
Vig-1)1 Y(g-1)2 ~°° Ug-1)
Vg, Vg e Uqq

Cuandog > 3 el volumen puede reescribirse como un producto mixto

p(Q)=[(V, Ve x-x Uy

N y

Ejemplo 1.4

Demostremos que el area del paralelogramoonstruido sobre los dos vectores, as) y (b1, b2)
viene dada por

ay as

A(A) = by b

Comenzaremos transformando los dos vectores en elemenfsafiadiendo para ellol una tercera
componente nula, es decir

I (a/laa/QaO)a

— (bl,bg,O).

-] el

Sabemos que el area del paralelograk®s igual a la norma del producto vectorial de los dos vectores
es decir

- = 7
- v 7 k
A(A):Ha’bu: a a0l
by by O
y desarrollando el determinante por la primera fila
o a;  a2| 37| _ ai as . ai as
A(A)_‘ b1 by kH_ b1 b HkH_‘IM bo
-« >

1.3 Clasificaciéon de los subconjuntos de  R?
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1.3.1 Bolas en R¢

Los intervalos unidimensionales, abiertasb) o cerradoda, b, tienen una gran importancia
en el analisis de la recta reRl. En el espacio euclideR? existen subconjuntos que juegan
un papel similar al de los intervalos unidimensionales. ids importantes son las bolas y los
intervalos generalizados erdimensiones. A modo de ejemplo podemos decir que el concepto
de bola nos permitira, en su momento, introducir de manearailielos limites de funciones
reales definidas eRY. Por su parte, los intervalos juegan en la mayor parte deskded de
célculo un papel importante en la definicién de la integradR@d@mann en mas de una dimension.

e N
Definicion 1.11 (Bolas emR?)

= Se llamabola abiertade centrox , € R?y radio p > 0 al conjunto:
B(?o,p) = {E) € RY \ d(?o,?) < p}.

= Anélogamente se denomibala cerradade centrox , € Ry radiop > 0 al
conjunto:
E(?o,p) = {E) e R? \ d(?o,?) Sp}

= Por tltimo se llamabola reducidade centroz’y € RYy radiop > 0 a:

B* (Zo,p) =B—{Zo}={T €RI \. 0<d(@o, o) <p}.
\ v

De ahora en adelate, cuando se afirme que una funcion posemitheida propiedadcerca
del punto T 0 en lakvecindad del punte =, el lector deber interpretar que existe un radio
positivop > 0 de tal suerte que en todos los puntos de la Iﬁb(a_n’o, p) se cumple la propiedad
mencionada.

La figural.9representa tres ejemplos de bolas en el plan®Ees habitual denominar dis-
cos (abiertos, cerrados y reducidos) a las bolas. En la reatdas bolas se reducen a simples
intervalos unidimensionales. Introducimos en este ejemplconvenio que emplearemos habi-
tualmente en el futuro: los discos abiertos se represenggliamte lineas discontinuas mientras
que los cerrados vienen delimitados por lineas continuas.

p ] . P .
® z'¢B : ® T ¢ Bx
?0 .?//éB x0¢B*
' ZeB

&
8l
m
ol

Figura 1.9 : Bolas en el plano
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Propiedades de las bolas

A continuacién enumeraremos sin demostracion algunassgedpiedades mas importantes
de este tipo de conjuntos; en lugar de una demostracion rabtarébacon mostrar un grafico

justificativo.

1. Dadoszo, yo € RY, (Zo # Yo), Ip,0 >0\. B(Zo,p) NB(Yo,0) =2

1.3.2 Intervalos en

Figura 1.11 : Propiedades de las bolas 2

R4

El concepto de intervalo se puede generalizar
sin esfuerzo a un nimero cualquiera de dimen-

"ol

siones de tal suerte que estos subconjuntos guar-
den una fuerte similitud con los intervalos de la

— .
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recta real. Utilizaremos la siguiente definicion
o )
Definicion 1.12 (Intervalos efR?)
1. Dadosa = (al,@,---,aq),g> = (b1, b2,---,b,), ambos pertenecientes a
RY, se llama intervalo abierto al subconjunto:
I<E),3>) = {? c RY \ a; < x; < sz}
Un intervalo abierto en; dimensiones se puede expresar como el producto
cartesiano de intervalos unidimensionales abiertos de la recta real, esid
I <E>,E)) = (al,bl) X (az,bg) X X (aq,bq).
2. Analogamente se denomina intervalo cerrado al subcémjun
T(ﬁ,?) = {E) c RY \ a; < x; < biVi},
o]
7(6’,?) = [a1,b1] % [az, ba] X - X [ag, by
e J

Ejemplo 1.5 (Primeros ejemplos de intervalos)

Veamos algunos ejemplos sencillos de intervalos en dosdiomes:
= 1((2,3),(4,5)) =(2,3) x (4,5) = {(z,y) e R?\. 2 <z <4,3<y <5}

- 7((273)a(475)): 2,3] x [4,5] = {(xvy) € R? \2§$§4,3§y§5}

1.3.3 Conjuntos abiertos, cerrados y compactos

Después de un cuatrimestre de Calculo los conceptos dealttexbierto y cerrado seran
familiares al lector. Es fundamental que generalicemassesinceptos al caso de subconjuntos
genéricos d&R?. Nos limitaremos, no obstante, a las cuestiones mas bdgieastilizaremos a
lo largo del curso: dé por hecho el lector que los conceptes/gmos a introducir ahora no son
mas que laparte visible de un iceberg de conocimiento denominaddagfe . Tendremos la
oportunidad de comprobar que muchas propiedades de lastiesanultivariable, enunciadas
como teoremas, so6lo son validas en dominios abiertos; ptasl contrario requieren que el
dominio sea cerrado.

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



1.3. CLASIFICACION DE LOS SUBCONJUNTOS DE R¥ 23

e ™
Definicion 1.13 (Puntos interiores, exteriores y frontera)

Sean un conjunt® C R?y su complementari®? — 2. Dado =y € R? se dice
que:

1. @ es un punto interior d& side > 0 \. B (@, €) C (.

2. @ es un punto exterior d@ side > 0 \. B (2,¢) C R — Q.

3. T es un punto frontera d& si Ve > 0 se cumple simultaneamente que

B(?o,e)ﬂ@ #* @,
{B(E’o,e)m(R‘I—Q) #+ .

Exterior

Frontera

Figura 1.13: Puntos interiores, exteriores y frontera

De la definicion anterior se deduce que todo punto exteride @s un punto interior de su
complementaridR? — Q). Es importante destacar que en la definicion de punto imtéxiderior)
de un conjunto basta con que exista una (sola) bola de eadid que satisfaga la condicion
correspondiente para que el punto sea interior (extefan) el contrario la definicion de punto
frontera es mucho mas restrictiva; debe cumplirse queguigah que sea el radio, la bola cen-
trada en el puntar, contenga de forma simultanea puntos pertecient@sygpuntos que no
pertenecen a dicho conjunto.

e “

Definicion 1.14 (Puntos adherentes y de acumulacion)

Sea un conjunt® C RYy un puntox, € R, se dice que:

1. @ es un punto adherente desiVe > 0, B (€, ¢) N Q # 2.
2. @ es un punto de acumulacion €esiVe > 0, B* (o,¢e) NQ # .

Las definiciones de punto frontera, adherente y de acundnlaieden confundirse ya que
sus diferencias son sutiles. Un puri es adherente al conjunfdsi toda bola centrada es |,
contiene puntos pertenecientes al conjunto; para que @eiifa debe contener ademas puntos
gue no pertencen@. La distincion entre puntos adherentes y de acumulaciéaremas sutil.
Todo puntoz ; € Q aislado es un punto adherente (y frontera), pero no lo eswtewdacion ya
que existen bolas centradas en él que sélo contienen un gefioel propio = o

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



24

TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

Una vez clasificados los puntos Bé en los tipos interior, exterior y frontera con respecto a
un determinado conjunto, conviene definir los conceptostaeior, exterior y frontera de dicho
conjunto.

\\
Definicion 1.15 (Interior, frontera y exterior de un conjunto)
Dado un conjunto cualquier® C R?, se definen los siguientes conjuntos relacio-
nados:
1. Elinterior def2 es el conjuntcﬁ formado por todos los puntos interiores de
Q, es decir
Q = {& € RY\. Zes punto interior de}.
2. Elexterior d& es el conjuntdZz(C') formado por todos los puntos exteriores
de(), es decir
Ex(Q) = {x ¢ R7\. T es punto exterior d}.
3. Lafrontera d&2 es el conjunta(2 formado por todos los puntos frontera de
Q, es decir
0C = {T € R?\. Tes punto frontera d&}.
\ J

Una definicion alternativa de Exterior de un conjuntdag2) = RY — 2. Los conjuntos?,
Ex(Q2) y 09 son una particion d&? porquetodo punto deR? es necesariamentena y solo
unade las siguientes cosas: o0 punto interior de punto exterior dé2 o punto frontera de?;
es imposible que sea simultineamente dos de &kasnanera mas formal podemos enumerar
algunas de las propiedades mas importantes de estos @mngamho sigue

s N

Teoremal.10 (Propiedades de los conjunfmsEx(Q) y 0€2)

1. Los conjuntos?, Ex(Q2) y 092 son disjuntos.
2. RY = QU Ez(Q) U Q.

(frontera incluida)

Figura 1.14 : Interior, frontera y adherencia
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1.3. CLASIFICACION DE LOS SUBCONJUNTOS DE R¥ 25

La demostracion de las propiedades anteriores se dejagsmpmdblemas del tema. Ahora
definiremos la adherencia de un conjunto y su conjunto ddiva

4 )
Definicion 1.16 (Adherencia y derivado de un conjunto)

Dado un conjunto cualquier® C R?, definimos también los siguientes conjuntos:

1. La adherencia d€! es el conjuntd? formado por todos los puntos de adhe-
rencia def).

2. Se denomina conjunto derivado Qeal conjunto()’ formado por todos los
puntos de acumulacion de.

Todos punto interior o frontera de un conjunto pertenecadh@&rencia del mismo. Asimismo
los puntos interiores son puntos de acumulacion del camjdiodo punto de acumulacion es un
punto adherente; sin embargo existen puntos de adherarei@ogson de acumulacion: éstos se
denominan puntos aislados del conjunto.

4 N

Teoremal.11 (Propiedades dey )

La adherencia, frontera y derivado de un conjufitaC R? verifican que:

1. Q=QuUon.
2.Q0=0uU
3. Q — Q' = Conjunto de puntos aislados €&
4.Qc
N\
Ejemplo 1.6

Dado el siguiente conjunto de puntos del plano

A= {(w1,22) ER*\. 21 #n, n €N},

obtenga el interior, la frontera y la adherencia del mismo.

Tal como se observa en la definicidnesta formado por todos los puntos del plano excepto aquellos
cuya primera coordenada es un nimero natural€ 1,2,---). No es dificil darse cuenta que son
precisamente estos puntos los que constituyen la fronters: é&n cualquier entorno de los mismos
hay simultineamente puntos que pertencen y que no perteaéceEl resto de los puntos d@?, que
constituyenA, forman el interior del conjunto ya que siempre podemos inaoun entorno de los
mismos que sélo contiene puntosAlePor tanto conjunto e interior del conjunto coinciden er esiso.
Ademas, el conjunto no contiene puntos aislados por lo gheradcia y conjunto derivados coinciden.
Asi

A=A, A= {(z1,22) €R? \. 21 =n €N}, A=AUJA =R

- >

Ejercicio:
Dado el conjunto de puntos

A = {(z1, ) eR?\.xy =1/n, 29 =1/m, n,m = 1,2,...},
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26 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

se propone como ejercicio que el lector encuentre sus pumtesores, frontera, adherentes y
de acumulacion.

Finalmente, los conceptos de punto interior, exterior ytEma dan lugar a los de conjunto
abierto y de conjunto cerrado, que son se exponen en la défidid 8

Definicion 1.17 (Conjuntos abiertos y cerrados)
= Un conjuntof2 C RY es abierto si todos sus puntos son interiores y ninguno
de sus puntos frontera le pertenece, es decip, si (2.

= Por el contrario, un conjuntd)? C R? se dice que es cerrado si tanto sus
puntos interiores como sus puntos frontera le pertenecedeeir, si2 = ().

La figura lateral muestra dos conjuntos en el
plano, uno abierto cuya frontera se representa me-
diante una linea a trazos, y otro cerrado delimitado
por una linea continua. Se trata del convenio que
establecimos para representar discos en el plano,
y que de ahora en adelante utilizaremos para re-
presentar conjuntos genéricos del plano abiertos y
cerrados.

La distincién entre conjuntos abiertos y cerra-
dos es de gran importancia; por ejemplo las de-
rivadas parciales (que estudiaremos mas adelan-
te) sélo pueden definirse en un punto interior del

Figura 1.15 : Abierto y cerrado dominio de definicion de una funcion. En conse-
cuencia muchos teoremas Y criterios, que se basan en elptoreen las propiedades de las
derivadas parciales, s6lo son véalidos en conjuntos abierto

El teoremal.12, que damos sin demostrarcién, enumera las propiedadesddls los con-
juntos abiertos y cerrados en espacios euclideos

4 )
Teoremal.12 (Propiedades basicas de los abiertos y cerrados)

1. R?y @ son simultaneamente conjuntos abiertos y cerrados.

2. La unién de conjuntos abiertos (cerrados) es a su vez ujuictnabierto
(cerrado).

3. La interseccion de un namero finito de abiertos (cerrades)un conjunto
abierto (cerrado).

4. Paratodof2 C RY, los conjuntosfz, Ec(2) son abiertos, y los conjunta#?
y Q2 son cerrados.

5. Paratodof) C R?, ) es el menor cerrado que contienéaEs decir, si" es
cerrado y2 C I', entonce$) C T.

6. Un conjuntc) es cerrado siy solo 7 — ) es abierto.

7. Un conjunta es cerrado si y s6lo €2’ C Q.
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Definicion* 1.18 (Conjuntos compactos y conexos)

= Un conjuntof2 C R? se dicecompactcsi, ademas de ser cerrado, cumple que

37 €Q,p>0\.QCB(,p).

= Un conjunto) C RY se diceconexosiV 1, T2 € C, existe (al menos) una
curva que une dichos puntos y que esta completamente atdentemns).

Tal como se muestra en la figura adjunta al pa-
e . rrafo, un conjunto compacto es un conjunto cerra-

. -$'\r'h0 $ e . do que puede delimitarse mediante una bola de ra-
- dio finito; en realidad, si el conjunto es compacto
3C$ existen infinitas bolas de radio finito que contienen

al conjunto. Ejemplos de conjuntos compactos son
el intervalo[a, b] de la recta real, cualquier disco
de radio finito, etc. Por el contrario, la recta real,
el plano o el espacio son ejemplos de conjuntos no

ClsBS ..o
compactos.

Figura 1.16 : Conjunto compacto

En esta figura presentamos dos subconjuntos del
plano: el de la izquierda es conexo ya que, dados
dos puntos cualesquiera del mismo, siempre pode-

mos encontrar una curva dentro del conjunto que
va de un punto a otro; no sucede lo mismo en el

: conjunto de la derecha puesto que existen puntos
gue no se pueden conectar mediante ninguna cur-

va que pertenezca integramente al conjunto.

Conjunto Desconexo

Conjunto Conexo

Figoll§19'9  Conjuntos conexo y discone- _ _
En todos loscgasos obtenga el interior, la frontera y la adimeia de los conjuntos propuestos;
ademas determine si el conjunto es abierto o cerrado, cotopaconexo:

LA={(z,y) eR*\. 0<z<1,0<y<1}.

2. Q= {(m,y,z) € R3\. 22x2+y2}.

1.4 Primera toma de contacto con las funciones reales
En esta breve seccion introducimos por primera vez lasduaesireales definidas en espacios

euclideos de dimesion superior a uno. Dados dos espaciiidems®R? y R?, dondep y ¢ son
nameros naturales cualesquiera, podemos definir una fumea@ como una regla que a todo
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28 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

punto (o vector) € A C R? le asocia un punto (o vectogy (Z) € RP. De manera mas
formal

BACRI —RP; (21,29, ,7) €A — B (21,72, +,24),

donde elkvalor de la funcion se expresa en términos de sus componentes como

?(y) = (901(xlax%"',xQ)302(mlax%"'axq)"'a@p(xl’x%'”’xq» € RP.
Algunas comentarios pertinentes son:

= El subconjuntaA donde la funcién toma valores se denomilaninio de definicion de
la funcién . El conjunto de valores (numéricos o vectorjatpse toma la funcién recibe
el nombre démagende la misma.

= Sip = 1 la funcién se llama funcidescalarreal de varias variables reales; es frecuente
hablar simplemente de funciones reales de varias variab#dss. En este caso la regla
asocia a cada punto @ un nimero real. Un caso particular de estas funciones son las
gque se han estudiado en el primer cuatrimestre (dondé).

= Sip > 2 la funcidn recibe el nombre de funciéectorial (de varias variables reales).

= Las funcionesp;(z1,x2,- - -, x,) se denominan componentes de la funcion.

= Dadas dos funcioneg y Tqb) podemos definir las siguientes funciones:

(B+)T) = B(@)+ 6(T),
(B(@) = rB(@),_
(B-8)(F) = B@) ¢(T)=L, 0i(T)- oi(T).

—

En el caso de dos funciones escalages:(1) f (') y g (@) se pueden definir ademas

(fo)(®) = [(@)g(T), (f/o)(Z) = [(F)/9().

Ejemplo 1.7

Consideremos los siguientes ejemplos:

= Un alambre rectilineo se sitla sobre el &alel sistema de coordenadas del laboratorio y con su
extremo izquierdo em = 0. En este punto se coloca un mechero cuya llama calientarebada
transcurrido un tiempo prudencial se mide la temperaturaldenbre a distintas distancias del
origen. Es razonable pensar en la temperatura del alambre goa funciéri’ de la coordenada
x, esto es

T:R—R;z—T(x), Var>0.

= Repetimos ekexperimente anterior con una placa muy fina. Elegimos un sistema de refere
cuyo origen coincida con el vértice inferior izquierdo deplaca y tal que sus dos ejgse Y
coincidan con dos de los lados de la placa. A continuaciérobza& el mismo mechero en el
vértice que hace las veces de origen de coordenadas y categieplaca durante un cierto tiempo.
Midiendo la temperatura de la placa en distintos pufitog) obtenemos una idea de como varia
sobre la placa. En este caso la temperatura es una fufigiéras coordenadase y, esto es

T]R24>R,(IE,y)*>T(ZE,y), vayZO
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= La posicién de una particula (puntual) que se desplaza pspelcio nos proporciona un ejemplo
de funcién vectorial

TRV Rt T (1) = (2 (1),y(1),2 (1)),
que a cada valor del tiempole asocia el vector de posicion de la particula (con respaato
cierto sistema de referencia).

= Otro ejemplo de funciones vectoriales lo proporcionan Ermpos electromagnético y gravitato-
rio. Consideremos una carga eléctri@gajue se encuentra situada en el origen de referencia que
utilizamos en el laboratorio. El campo electrostatico gade por la misma es

T + y7 + z?

(I’Q + y2 + 22)3/2’

dondelC es una constante que depende del sistema de unidades quesstdizando X = 1 en
el sistema C.G.S. i = 1/4wep en el M.K.S., siende, la constante dieléctrica del vacio).

— —
E :]RBHRB; ($,y,2)4’E($,y,2) :ICQ

< >

1.5 Curvas en R¢

El objeto de nuestro estudio inmediato son las curvas y faigsren el espacio euclideo.
Una vez elegido un sistema de referencia, las coordenadks gieintos ubicados sobre una
curva o sobre una superficie no pueden ser arbitrarias, siealgben obedecer correlaciones
determinadas. Estas correlaciones se caracterizan rtedizuraciones, escalares o vectoriales.
Pasamos ahora a considerar de forma breve dichas ecuaciones

1.5.1 Rectas

La recta es el tipo de curva mas sencillo que podemos encemtian espacio euclideo. Ob-
tendremos de manera simple algunas de las ecuaciones qgfenlend Deduciremos primero la
ecuacion vectorial de una rectal®f para generalizarla posteriormente a un nimero cualquiera
de dimensiones;(> 2).

Consideremos la recth que pasa por el punto
— — — - 3
ro=x0t +yoJ +z20k € R>yesparalela al
vectorv = (v1,v2,v3). Tal como se muestra en
y 27 +yFF 2k la figura cualquier punt@ € L puede escribirse
como

(w0, Y0, 20)

— — —
r=17ryg+ a,

dondea es el vector con origen eny y extremo
en 7. Ahora bien,

T

T|T = FteR\. @ =17,

n

"

A PR varifica la cigtiantetalhrid
Y Por1o-tanto Se-vetinca a stgutentereracion

Figura 1.18 : Definicion de recta

T =7og+tv, teR,
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gue recibe el nombre decuacion vectorial de la recta

En realidad, esta ecuacion es vdlida cualquiera que searsrolde dimensiones con que
trabajemos; la diferencia radica en que la descomposigidcoerdenadas 0 componentes es

distinta. Seax = (v1, 2, --,x,) un punto genérico de la rectay = (21,02, - -, T0q) ¥
v = (v1,ve, - ,v,) €l punto y el vector que definen la recta; entonces
4 N

Definicion 1.19 (Ecuacién vectorial de la recta)

La relacion

T =To+tv,teR,

se denomina ecuacion vectorial de la reditac R? que pasa por el puntay y
tiene como vector director @

Al descomponer la ecuacion vectorial en componentes oiiesnena representacion alterna-
tiva de la recta. En efecto

( )

Definicién 1.20

El sistema de ecuaciones

1 = Toy +tU1; T2 = X, + Loy -0 Ty = To, +Htvg, tER,

recibe el nombre decuaciones paramétricas de la recfaque pasa pofxy =
(201, Z02, -+ -, Toq) Y tiene como vector director @ = (vy,va, -+, v,).

Supongamos que # 0 cualquiera que sea el valor del subindice y que depejamosodas
y cada una de las ecuaciones del sistema de ecuaciones pa@snéntonces

t_961—9601_962—9602_ _ Lg — Lo,
V1 V9 vy

Estas igualdades defingn— 1 ecuaciones independientes llamadasaciones simétricas de
la recta. En tres dimensiones se escriben como

T — X0 Y—Yo Z—20
t: p— p— 3
a b c

dondea, by ¢ son en este caso las componentes del vector director ddda rec

Ejercicio:
Dejamos como ejercicio para el lector la obtencion de lasae@nes simétricas si = 0y
b,c # 0.

Tomando como ejemplo el resultado de este ejercicio estamadssposicion de dar el caso

general, es decir, aquel en el que parte de las componemtescte director son nulas

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E




1.5. CURVAS ENRY

31

s

Definicion 1.21

Seal C R? la recta que pasa potr o = (701,702, - -, o) Y tiene como vector
director a ¥ = (vy,v2,---,v,), CUyas componentes cumplen que = v;, =
v, = 0Y v, v),,...,v;5, # 0, conn +m = q. Entonces, el sistema

Tj1 — X0y, _ Tz — L0y, Ljm — L0;,,

Uj1 ’UjQ Uj

Ty = $0¢1 5 Tijy = inQ ) .. 5 LTi, = xoin’

recibe el nombre de ecuaciones simétricas de la recta.
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Ejemplo 1.8 (Recta que pasa por dos puntos distintos)

Por supuesto, las ecuaciones anteriores no agotan lassfermtas que podemos caracterizar una recta
en el espacio (ni eR? en general). Una de ellas consiste en expresar la recta eomefseccion de dos
planos, otra en proporciar las coordenadas de dos puntdsspque pasa la recta; en este ltimo caso es
trivial adaptar las ecuaciones simétricas.

Puesto que conocemos dos puniggy = ; por los que
pasa la recta, podemos utilizar como vector director el seg-
mento dirigido que tiene origen en uno de los puntos y ex-
tremo en el otro; las componentes de tal vector se obtienen
N como Sigueﬁ’ = ?1 — ?0 = (.%1 — Zo,Y1 — Yo, 21 — ZO).
Substituyendo este resultado en las ecuaciones simétricas
es decir, tomando = 1 — xp, b =y1 — Yo Y ¢ = 21 — 20,
resulta

(561, Y1, 21)

T — Zo Y—1Yo Z =20
(‘T07y0520) = = .
1 — Zo Y1 — Yo 21 — 20

Figura flg Recta que pasa por dos >
ara mag@q&s conveniente realizar un par de comentaqias el lector atento ya habra

tenido en cuenta:

1. A diferencia de las ecuaciones simétricas, las ecuazipamemeétricas y la ecuacion vec-
torial no solo definen la recta sino que la dotan de una oG&ntaesto es, indican en qué
orden se recorren los puntos de la misma. A medida que danweval pardmetre
recorremos la curva segun el sentido del vector director.

2. Independientemente de las dimensiones del espacialeuoclina recta viene caracteri-
zada por un Unico grado de libertad, es decir, basta un paaneal para describir las
coordenadas de todos los puntos de la recta.

1.5.2 Ecuaciones vectoriales y paramétricas de una curva

Consideremos, para fijar ideas, una funcién vectorial naati

T =2 T+y®) T +2t) %k \. teICR,

cuyos valores son vectores de posicién que fijan la posiaddistintos puntog” del espacio.
Aungue no hemos definido la continuidad de una funcién viedt@l lector con conocimientos
sobre las funciones de una variable podra admitir sin diidujue si la funcién es continua dos
puntosP; y P», correspondientes a valorésy to, Se encontraran tan proximos como se quiera
sin mas que exigir qug; — t2| < 1. Por tanto, es razonable afirmar que la imagen

C = {x?%—y?%—z? ER3\.x=zx(t),y=y(t),z==2(), t e I},
de la funcion anterior define una curva en el espacio, quetaieesC' y que no posee saltos ni
agujeros. En numerosas ocasiones se utiliza la notacion
— — — -
C: 7T{t)=zt) 2V +y{t)7+20) k, tel,

para sefialar de forma simplificada que la cutveiene parametrizada por dicha funcién vecto-
rial. Las ecuaciones
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reciben el nombre de ecuaciones paramétricas de la €urva
Para convencernos de que existe una relacion muy estretbdwerciones vectoriales y cur-
vas en el espacio estudiaremos unos pocos ejemplos:

Ejemplo 1.9 (Parametrizacion de la recta)

Una recta es un caso especial de curva, quiza el méas simpldae Hemos visto que las ecuaciones
paramericas de la recfaque pasa por el punt@, = (o, 5o, 20) Y tiene como vector director’ =
(a,b,c) sonz = xg+at; y = yo+bt; z = zg+ct,yenformavectorial : 7 (t) = To+tv, tecR.

- >

Ejemplo 1.10 (Parametrizacion de la circunferencia de radio unidad
Sea la funcion vectorial
T (1) = cos(t) T +sen(t)7 + 0k, ¢ € [0,27).
De acuerdo con las ideas precedentes, la curva asociadg@tercuaciones paramétricas

x = cos(t); y = sen(t); z =0.

Dado quez = 0 podemos restringirnos al plan®Y . Para determinar de qué curva se trata vamos a
efectuar una representacion gréfica; elaboraremos ureadabllos valores de las coordenadasy de
los puntos de la curva correspondientes a diversos valelescgonados de

s

t | xz |y |z
O} 1 | 0|0
7r110
41 Vv2 | V2

5010
ST,
41 V2142

T | —1 0 |0

La representacién en el plano de estos pocos
puntos basta para darse cuenta de que es una cir-
W cunferencia de radia = 1 (ademas es una cir-
Figura 1.20 : FLﬁmi(’)n vectorial: Cjr unrerencia cunferencia orientada porque recorremos la curva
en-sentido contrario a las agujas cle reloj, segun vamosodaaidres &).
Aun podemos obtener una verificacion adicional de que sedeatina circunferencia de radio unidad;
en efecto

22(t) + y2(t) = cos?(t) +sen?(t) = 1.

< >

Ejemplo 1.11

En este ejemplo deduciremos la forma de la funcidn vectquialcaracterice la cun@ interseccion
del cilindro de radid centrado sobre el ejg (z> + y*> = 1) y el plano de ecuacién+ z = 2.

La figura4.6 muestra de forma esquematica como se obtiene la clio@mo interseccion de las dos
superficies. Resulta patente que la proyeccio@'debre el pland(Y coincide con la base del cilindro,
gue denominaremds,,,

Segun el ejemplo precedente una circunferencia en el plaparametriza como

Cry: 7 (t) =cos(t)? +sen(t)7 \. t €[0,2m)
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yt+z=2

\
I

Clxy)

Figura 1.21 : Interseccion plano-cilindro

La diferencia entre los puntos dey de C,,, radica en el valor de la coordenadauitilizando la ecuacién
del plano podemos despejaen funcion dey, con lo que obtenemos que= 2 — y. Ahora bien, sobre
C' se cumple qug = sen(t), y por tanto las ecuaciones paramétricas de la curva son

x = cos(t); y =sen(t); z =2 — sen(t),

lo que da lugar a la siguiente funcién vectorial

C:7(t) =cos(t)? +sen(t)7 + 2_sen(t)?, \. t€[0,2m).

- >
Confiamos en que estos ejemplos hayan convencido al lectiuredana curva en el espacio
(o en el plano) puede caracterizarse mediante una funciéioriad. Convenimos en dar una
definicion general de la siguiente forma

\

Definicion 1.22 (Curva en el espacio euclideo)

Una curvaC C R? es la imagen de una funcién vectorial, es decir

C={T eRI .oy =a1(t); za=a2(t); ...; ;g=14(t), t €I},

dondel es un intervalo de la recta real. De forma equivalente diremoeC esta
parametrizada por la funcion vectoriaf (¢), y lo denotaremos como

C:T )=z (t) €1+a2(t) €2+ +ag(t) €g t €I

0 gue sus ecuaciones paramétricas son

Cizp=a1(t); zo=a2(t); ...; xg=x4(t), tel.

Silas funciones; (t) son continuas (si la funcion vectorial es continua) se dice g
la curvaC' es continua.

G v
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Antes de dar por finalizado este apartado conviene realgan@s comentarios sobre lo tra-
tado aqui:

= En sentido estricto la definicion precedente introduce etepto decurva hoddgrafa
asociada a la funciom (t). Es posible construir curvas mas generales a partir de éauni
de varias curvas de este tipo.

= La funcién vectorial no sélo define la curva como un lugar gé&iico formado por puntos
deR?, sino que la dota de una orientacion.

= Independientemente de cual sea la dimension del espadidemydas curvas estan defi-
nidas por un soélo grado de libertad.

1.6 Superficies en R?

Una superficieS ¢ R? puede definirse como el lugar geométrico formado por losqsunt
cuyas coordenadas satisfacen determinada ecuacion darligdor lo tanto, dado que hacen
falta ¢ coordenadas para caracterizar univocamente un puniY eios puntos situados sobre
una superficie solo posegn- 1 coordenadas independientes. Asi, una superficiR/gmosee
g — 1 grados de libertad, y en particular, en el espacio sé6lo pdsegrados de libertad.

1.6.1 Planos

El ejemplo de superficie més sencillo es el plano. Existearslas formas de caracterizar un
planoIl C R?. Una de ellas consiste en dar un puat@ perteneciente al plano y un vectar
ortogonal al mismo. Trabajaremos primero el caso de un @aii©, para luego generalizar las
expresiones obtenidas a un nimero

superior de dimensiones. Dados

(I’Q, Yo, ZO) )

= (nll?anyanz)a

s 3

y un punto genéricor = (z,y,z) € II se
cumple que

es decir

<(? - ?0)7 ﬁ>> =0,

expresion que se denomieguacion vecto-
Figura 1.22 : Definicion de plano rial del plano. Para obtener una ecuacion es-
calar escribiremos explicitamente las componentes desldsres, es decir

<(.Z' —20,Y —Yo,2 — ZO)v (n$7ny7nz)> = 07
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con lo cual llegamos a

nz (T — x0) + ”y(y —0) +n(z — 20) =0,
6 bien

NgZ + nyy +nzz +d =0,

cond = —(nyxo + nyyo + n220).

Cualquiera de estas ecuaciones representa la ligaduractpea datisfacer las coordenadas
de los puntos situados sobre el plano. Como los punto detiespstan caracterizados por tres
coordenadas, la ecuacion del plano introduce una corbelagie reduce el nimero de coorde-
nadas independientes a s6lo dos: es decir, tal como hemantamho al principio de la seccion
un plano en el espacio esté caracterizado por dos graddsediad.

Ejemplo 1.12 (Otras ecuaciones del planokt)

Seanu y v son dos vectores paralelos al pldfide forma que su producto vectorial nos proporciona
un vector normal al mismo, esto es

— — =
nw=ux v LI

En consecuencia la ecuacion vectorial del plano se podribiegsomo
(T = To, U x 0) =0,

donde reconocemos en el miembro de la izquierda el produgto ate los tres vectores — 7o, u y
. Utilizando la descomposicién en componentes de los vestéry v

== (u17u2)u3))

= (01,1)2,1)3),

c] |

la ecuacion anterior puede reescribirse como

T—Xo Y—Y =<—2Z0
ul u9 us =0.
U1 V2 U3

Esta expresion refleja el hecho de que los tres vecteres T, w y ¥ son coplanares y que por tanto
el volumen del paralelepipedo que definen es nulo.

Otra forma de caracterizar un plano consiste en identifiearguntos no colineales pertenecientes al
mismo; supongamos, por fijar ideas, que esos puntos son

N
To = ($05y0720)5
N
ry = (-Tl;ylazl)a
N
ro = (562,?/2722)-

Partiendo de ellos es posible construir dos vectores noealks y paralelos el plano, es decir

— - =

U = T1-7To = (1 —20,%1 — Y021 — 20),
- = — _
v o= To—To = (22— 0,Y2 — Yo,22 — 20),

lo cual da lugar a la siguiente forma de la ecuacion del plano

r—xo Y—Yo <Z—%20
T1—To Y1—Yo 21— 20| =0,
Ta—To Y2—Yo 22— 20
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La generalizacion a una dimensioén arbitragiécon ¢ > 2) no presenta ninguna dificultad
especial; la diferencia sélo afecta a la descomposicionoemponentes (coordenadas) de los
vectores (puntos) involucrados

/ - - - \
Definicion 1.23
Seall C R? un plano contenido en el espacio euclideo de dimengi@h =, =
(w01, T02, -+, Tog) €S UN puNto perteneciente al plana®/ = (n1, na, - - -, ny) UN
vector normal al mismo, la ecuacién vectorial del plano es
— — —
<(a: — ), n> =0,
gue desarrollada en componentes da lugar a la siguiente@géoascalar
n1(x1 — 2o, ) + na(w2 — xo,) + - - - + ng(xg — 20,) =0,
0
n1x1+n2x2+---+nqxq—}—d:0,
cond = — > | n;xo,.
. J
Ejercicio:

Conteste a las siguientes preguntas: (a) ¢ Cuantos vedioesgimente independientes definen
un plano enR?? (b) ¢, Cuantos puntos son necesarios para definir un plariR?n(c) Escriba
la ecuacion del plano en términos de las coordenadas de sliphatos.

1.6.2 Ecuaciones escalares de una superficie

4 )

Definicion* 1.24 (Superficie eiR?)

Una superficieS C R? es el lugar geométrico de todos los puni@se RY que
satisfacen una ecuacién de la forma

f(xlax2a"',xq) :07

dondef es una funcién escalar dgvariables. Si la funcién es continua diremos
quesS es una superficie continéia

2Aungue el lector con conocimientos previos sobre funciaigesna variable no debe tener problemas en este pu
solicitamos su indulgencia ya que no hemos definido aun lameedad de una funcién escalar. El lector impacien
puede«salta» momentaneamente al siguiente tema.

\\

IO,

La debilidad de la definiciéi.24 radica en que cualquier superficie embebid&Rémpuede
caracterizarse mediante una ecuacion escalar, pero netodaion escalar define una superfi-
cie. Veamoslo en el siguiente ejemplo

Ejemplo 1.13 (La esfera)

En el proximo tema veremos la ecuacién general que caragtena cuadrica eR?. De momento
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nos centraremos en la esfera. La esfera de radantrada en el origen de coordenadas de un sistema de
referencia d&? es el lugar geométrico de todos los puntesy, z) qua satisfacen la ligadura

$2+y2+22:a2.

De forma andloga, eR¢ la ecuacion de la esfera centrada en el origen viene dada por

2 2 2 2
e R

Sin embargo la ecuacion
z%+z§+~~-+x3 = fa2,
no admite soluciones en el campo de los nimeros reales yaptw, define el conjunto vacio. Y la
ecuacion
ol +aj++al =0,

admite como solucion Unicay = =2 = --- = z, = 0, es decir, el origen de coordenadas. En ningun
caso aceptariamos como superficie el vacio o un punto aislado

- >

Bajo ciertas condiciones la ecuacipfizy, z2, - - -, z, ) = 0 define implicitamente cualquiera
de las coordenadas en funcién de das 1 restantes; supongamos que es posible despejar la
dltima coordenada,, de manera que

f(x17x2,"',$q):0—>5Eq:g($1,$2,-",$q71).

Entonces podemos definir la superfiSieomo el lugar geométrico de todos los punigss RY
gue satisfacen la ecuacion

xq:g(xlyx%'”,xqfl)-

Ejemplo 1.14 (La semiesfera endimensiones)
Partiendo de la ecuacién de la esfera centrada en el origgtioar

22 4 y? 4 22 = a2,

y despejando la tercera coordenada como funciénelg, resulta

2

2 2

— 2.
El signo positivo (negativo) delante del signo de la raizraefa semiesfera de radicsuperior (inferior).
Cuando consideramos el espacio euclideo geiradmbién podemos despejar la Gltima coordenada

PP+t =d? —z2=+Va? -z

— 22 a2 2
xq—i\/a 7 — T5 Ty_1

de manera que los dos signos estan asociados a cada unaefeiesferas comy > 0y z, < 0.

- >

1.7 Otros sistemas de Coordenadas en R?y R?

Cualquier punto deR? esta definido por una sucesion ordenaday deimeros reales que
llamamos sus coordenadas. Ademas de las coordenadas qog dietho en llamar cartesianas,
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existen otros sistemas de coordenadas que permiten ceractes puntos del espaciR?. Nos
limitaremos aqui a dar los sistemas mas habituales en & plan el espacio, que se muestran
en la siguiente tabla

Espacio Sistema de coordenadas
R? cartesianasz, y) polares(r, 6)
R3 cartesianasz, y, z) | cilindricas(r, 0, z) | esféricaqr, 0, ¢)

Estos sistemas de coordenadas pueden ser muy Utiles palrgeresertos problemas en el
plano y en el espacio, en particular para el calculo de iategmultiples mediante un cambio
de variables.

1.7.1 Coordenadas polares

AY

Yo
Yo

v
v

Lo

Figura 1.23 : Coordenadas cartesianas y polares

Tal como se muestra en la figute23las coordenadas polares de un punto, que denotaremos
por (r,0), son la distancia del mismo al origen y el angulo que formaestiov de posicion
con el semiejeX positivo, medido en sentido contrario a las agujas del.rBlaja poder cubrir
todos los puntos del plano es necesarioqe0 y qued € [0, 27). La siguiente tabla muestra
los intervalos genéricos donde las coordenadas cartesigraares toman respectivamente sus
valores

Coordenadas Cartesianbé:oordenadas polares
x € (—00,00) r € [0,00)
y € (—o0,00) 6 € [0,2m)

Existe una correspondencia entre los dos tipos de coordenad decir, podemos escribir
las coordenadas cartesianas de un punto en funcion de sufecadas polares y viceversa.
Llamaremos relacion directa a la que proporciona los valdez: e y en funcion de los de y
6. Esta relacién se obtiene por trigopnometria elemental como
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x(r,0) =rcosf, y(r,0)=rsenb.

El célculo de la relacién inversa, que da los valores gef en funcion de los de e y, es
bastante mas delicado. De la relacién directa es evideete gu/z2 + y2? y un razonamiento
rapido y poco cuidadoso nos lleva a qie= arctan(y/x). Sin embargo esta expresion tiene
dos problemas: por un lado no esta definida cuande 0, y por otro, la arcotangente es una
funciéon multivaluada de modo que a un valor de su argumertortesponden diversos valores
de la funcién . Eligiendo como rama de esta funcién la queiasosu argumento un angulo
0 € (—n/2,m/2) encontramos que

((arctan (Q) si x>0,y>0,
T
arctan (E) +2r si >0,y <0,
x
arctan (Q) +7 si x<0,
r = /562 _{_yQ’ 0 = . X
5 Si xr = O,y > 0,
3 .
or si x=0,y <0,
2
— si x=9y=0.

Este resultado muestra claramente que la relacion entreolaslenadas cartesianas y las
correspondientes coordenadas polares de un punto no esyegaidn: todos los puntos con
r = 0 se aplican er{0,0), independientemente del valor que tothéicho de otro modo, el
angulof no esta bien definido en el origen de coordenadas.

Se denomina cufia pofaa la region del plano limitada por dos semirectas definidag)po
y 05 y por dos arcos de circunferencia con radipy r2(ro > 1), tal como muestra la figura
adjunta.

Definamos
(el )
, r = 5
Ly = ro(05 — 91) Ar = 19— 1,

Ly =r(92 — V1)

CuandoAr y Af se hacersuficientemen-
te pequefioda cufia se asemeja a un recinto
rectangular de ladoAr y rAf. Entonces, el
area de la cufia puede aproximarse como

_ i ANA=7rArA6.
Figura 1.24 : Elemento de area en polares

Este resultado deviene exacto cuando los incrementos déec@mlas son infinitesimales, de
manera que podemos escribir

AA — dA =rdrdd, Ar—dr, A6 — df.

>También se encuentra en la literatura el nombre de segmermtordna circular
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1.7.2 Coordenadas polares generalizadas

La ecuacion de una circunferencia centrada en el origenig taske escribe de forma trivial
en coordenadas polares come: a ya que
x2+y2:a2—>r2:a2—>r:a.
No sucede lo mismo con las elipses con centro en el origersypajalelos a los de coordenadas.
En efecto, si dada la ecuacion de la elipse de semigjds
2 2
< Y
E + b_2 =1,

efectuamos el cambio a coordenadas polares, obtenemagw ésién

r2 cos? 6 n r2sen26

a? b2
gue no es mas sencilla que la expresion original. Ahora lgiemosible definir coordenadas
polares generalizadas que simplifiguen realmente la gnudei la elipse. Sea

=1,

x(r,0) = arcosf, y(r,0)=0brsenb,

dondea y b son factores positivos que denominamdactores de dilatacionde los ejes coor-
denados. Efectuando el cambio de coordenadas tenemos

() (=1 (F52) + (552) =1

es decir, en el nuevo sistema de coordenadas la ecuaciénetipsa con semiejes y b es
simplemente: = 1.

Ejercicio:

Obtenga las relaciones inversas en este sistema de coatdenaolares. ¢ Representala
distancia de un punto genérico al origen?

1.7.3 Coordenadas cilindricas

La relacion entre las coordenadas cartesigmag, z) de un punto del espacio y sus corres-
pondientes coordenadas cilindri¢asd, =) esta definida por las siguientes ecuaciones

x(r,0,z) =rcosf, y(r,0,z) =rsend, z(r,0,z)=z.
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Introducimos el significado geométrico de
las nuevas coordenadas con ayuda de la fi-
gura adjunta. Tal como se muestra, un pun-
to P € R3 queda perfectamente determinado
por la terna de numeros reales y z, don-
der es la distancia del punto al ejg, 6 es
el angulo que forma el vector de posicion de
la proyeccion deP sobre el planoX'Y con el
semiejeX positivo, medido en sentido anti-
horario yz es la tercera coordenada cartesia-
na o cota.

Do El lector ya habra apreciado la similitud
r oo entre las coordenadas cilindricas en el espa-
. cio y las coordenadas polares en el plano. De
0 hecho podriamos definirlas del siguiente mo-
"""""""""" do: dado un punto genéricz, y, z) expre-
samose € y en términos de las coordenadas
polares dg(z, y) y completamos la caracteri-
Figura 1.25: Coordenadas cilindricas zacion del punto mediante la cota
Los intervalos genéricos en los que las coor-
denadas de uno y otro sistema de coordenadas pueden tonras\ain

S
V=<

Coordenadas Cartesian)aé:oordenadas cilindricas

x € (—00,00) r € [0,00)
y € (—00,00) 6 € [0,2m)
z € (—00,00) z € (—00,00)

Con el fin de minimizar esfuerzos explotaremos la relacidreecoordenadas polares y ci-
lindricas para la relacién inversa entre éstas y las coad#ncartesianas de un punto. Resulta
sencillo deducir que

T:T(x,y,z):V:U2+y2,9:9(ac,y,z):9(:v,y) /
po
donde el subindicepol» indica que se trata de la misma funcién que aparece en ahsiste
coordenadas polares.

Las ecuaciones precedentes muestran que la relacion eatoenadas cartesianas y cilindri-
cas tampoco es una biyeccion, ya que todos los puntos dera foré, z) = (0,6, z) se aplican
en un solo puntdz, y, z) = (0,0, z), cualquiera que sea Esto implica que el &nguléno esti
bien definido para los puntos del gfe
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La figura muestra una cufia cilindrica caracteri-
zada por dos semiplanos radiales égn> 6, dos
cilindros con radiog, > ry y dos planos:; > z;.
Mediante un procedimiento similar al que segui-
mos en coordenadas polares introducimos las can-

tidades
. _n + 72
2 )
Ar = r9—rq,
A = 05— 04,
Az = 29— 2.

Cuando los incrementos de las variables son su-
ficientemente pequefios la cuia se asemeja a un pa-
ralelepipedo de ladoAr, rAf y Az, de manera
que

Figura 1.26 : Elemento de volumen en ci-
lindricas AV ~rArAfAz.

En el limite en que los incrementos dg 6 se hacen infinitesimales el resultado anterior es
exacto y por lo tanto podemaos escribir

AV — dV =rdrdfdz, Ar —dr, A6 — df.

1.7.4 Coordenadas esféricas

Las coordenadas esféricas 6, ¢) de un puntoP € R3 se denotan habitualmente con los
caracteres, 6 y ¢. La coordenada representa la distancia deal origen de cordenadag.es
el &ngulo entre la proyeccion del vector de posicionRdsobre el planaXY y el semiejeX
positivo, medido en sentido antihoratjy finalmentep es el &ngulo que forma dicho vector de
posicion con el semiej& positivo, medido en el sentido de las agujas del relo;.

La figura muestra graficamente como se de-

Z
A . z
1 finen las tres coordenadas. Por razones prac-

d ticas introducimos la distanciadel punto al
Pz, 2) eje Z. Utilizando polares para representar los
valores der ey tenemos
w T
x=dcosf; y=dsenb.
R Por otro lado, utilizando trigonometria ele-

mental resulta

................ - z =1rcos¢; d=rsenao.

Enlg%ﬁ:rgsl I relacion directa gue nos permite escfibiy, z) en términos d¢r, 6, ¢) viene
dadapor =

x(r,0,¢) = rcosfsend, y(r,0,¢)=rsenfsend, z(r,0,¢)=rcosae.

3Y por tanto tiene el mismo significado que en coordenadasdcitias
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Para podexbarrep todos el espacio debemos permitir que las coordenadas desason-
juntos tomen valores en los intervalos que se muestran aganton

Coordenadas Cartesian)a@oordenadas esféricas

r € (—00,00) r € [0,00)
y € (—00,00) 6 € [0,2m)
z € (—00,00) ¢ € (0,m)

El razonamiento que permite deducir la forma de la transdorém inversa es algo mas com-
plicado. Teniendo en cuenta ques la distancia entre un punto genérico y el origen de coor-
denadas, que el significado dees el mismo que en coordenadas cilindricas y utilizando que
z = rcos ¢, no resulta complicado llegar a las siguientes ecuaciones

r:r(az,y,z): V$2+y2—|—$2,

0=0(z.y.2)=0(xy)| .

z

¢=¢(v,y2) = arccos(W) si (z,9,2) # (0,0,0),

- si (x,y,2) =(0,0,0).

La transformacion inversa pone en evidencia que no estantesiaa biyeccion: los angulos
0y ¢ no estan bien definidos en los puntos del&jen particular en el origen de coordenadas;
en efecto,

(r,0,2) = (r,0,0) — (x,y,2) = (0,0,7),
(r,0,z) = (r6,7) — (x,y,2) = (0,0,—r), Vo, .
(T>9’Z) = (0393925) Y/ (x,y,z) = (07070)7

Ejercicio:
Se deja como ejercicio para el lector el calculo del volumemuda cufia esférica

S 1.A Caracterizacion de regiones en el plano y el espacio

En los siguientes ejemplos mostramos como caracterizanadgegiones del plano y del es-
pacio utilizando coordenadas cartesianas, polaresdidas o esféricas. Consideraremos con-
juntos conexos cuya frontera es siempre una curva contigeargda o una superficie continua
y cerrada. En el espacio, los conjuntos de este tipo y que&sisam compactos se denominan
regiones«solidas. Nos interesan especialmente los llamados conjuntos aingptue pueden
descomponerse facilmente en subcojuntos que si lo son. hjunto A C R? se demonina
simple si existe un sistema de coordena@ascs) tal que

A2 {(c1,e) €R* \. c1 € {1,001}, 2 € {2 (c1) , ¥a (1)} },

dondey; y 11 son constantesss (c1) Y 12 (c1) son funciones continuas de la primera variable,
y {a, b} representa tanto un intervalo abierto, como cerrado o sera@o. De forma analoga
diremos que) C R? es simple si existe un sistema de coordenddas:,, c3) que permiten
definirlo como
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c1 € {1,911}
ns (01,62703) ERg \ SRS {902 (Cl)va (Cl)} )
c3 € {p3(c1,¢2) 93 (c1,c2)}

conyy Yy ¥ constantes s (3) y 12(3) funciones continuas.

En general cuando un conjunto simple se define establecigmdorma explicita los inter-
valos en los que varian todas y cada unas de las coordenadas gantos se dice que se ha
caracterizado de forma simpleConviene comentar que la dificultad para obtener este &po d
caracterizacion es casi siempre muy notable; sélo en adgeesns (en la mayor parte de ellos
se trata de regiones delimitadas por planos y superficielricad) podremos obtener caracteri-
zaciones simples en términos de funciones elementales.

1.A.a Caracterizacion de regiones en el plano

Entre éstas se encuentran los intervalos compactos, lossdbiertos y cerrados, y toda una
coleccion de regiones d&? delimitadas por curvas cuadricas. En este ejemplo nosacentos
en el disco, que por sencillez supondremos centrado engelrode coordenadas.

Ejemplo 1.15 (Disco cerrado de radiocentrado en el origen)

La definicién en coordenadas cartesianas del disco
cerrado de radie y centrado en el origen es tan senci-
lla como

Y 1y=vaz—a2
LV Q2 {(z,y) eR?* \. 2”7 +y* < a’}.

0
Utilizando esta definicién deduciremos los intervalos
- en los que pueden tomar valores las coordenadas

W&

y de los puntos pertenecientes al disco. De la figura
resulta evidente que € [—a,al; por otra parte, los
limites de variacién de la ordenagae obtienen de la
desigualdad que define el disco

y=—va2— 22

: PP a sy <d -2 oy < Va2 —a?
Figura 1.28 : Disco en carteSianas
y por tanto—va? — 22 < y < Va? — 22.
Como se comento al comienzo de la seccion, las definicionesaleegion (déR?) que establecen de
forma explicita los intervalos en los que varian las cocadas de sus puntos se denominan caracteriza-

ciones simples. Asi la caracterizacion simple en coordemneartesianas de la region problema es

Quy = {(2,9) €R? \. 2 € [~a,a],y € [-Var =22, VT — 22|},

donde el subindicey se utiliza para enfatizar que es una caracterizacion emlenadas cartesianas.

“No hace falta decir que sélo un conjunto simple admite unanid&fn de este tipo, pero los conjuntos sim-
ples se pueden definir mediante caracterizaciones diésrepbr ejemplo mediante una desigualdad de la forma
f (Cl, Cc2, 03) S 0.
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-

Pasamos a describir la misma region utilizando coor-
denadas polares. En este sistema de coordenadas el dis-
co cerrado de radie y centrado en el origen se define
por la relacionr < a. En consecuencia el angufo
no esta limitado por ninguna condicion y puede tomar
cualquier valor dentro del intervalo genériff 2).

Por tanto, la caracterizacion simple del disco en estas
coordenadas polares es

Qg ={(r,0) eR*> \. r€[0,a],0 €[0,2m)}

>

Ejemplo 1.16 (El«discos eliptico de semiejesy b)

CorhttirehiRaENES 18 RABHER| plano limitada por la elgEssemiejes y b

Qe {(x,y) ER? \. (2)2 + (%)2 < 1}.

Procediendo como en el ejemplo precedente encontramofisirtdd las caracterizaciones simples de
esta regién en coordenadas cartesianas y polares. En erp@so tenemos

wa::{(x,y)EIRQ;aze[—a,d,

y € |~by/I=(@/a7 byI— (/b7 }.

y utilizando coordenadas polares generalizadas

Qo= {(r,0) eR* \. 7 €[0,1],0 € [0,2m)}.

-

Ejemplo 1.17 (El cuadrado de ladg

1 P(a,a)
- - = 7T - == = 2
A
‘. Qo » |
4
l' / I
4
Rt
’ . /‘ I
l’ / .”
a ’ 7 PELANN
. ° .*
I' / .4"’
’ = I
/ \ _»‘ .
gL\ /4 |
d -
a

Figura 1.30: Cuadrado de lado a

Por sencillez utilizaremos un cuadrado cuyo vér-
tice inferior izquierdo coincida con el origen de
coordenadas y cuyos lados sean paralelos a los
ejes coordenados. El lector coincidira con noso-
tros en que la caracterizacion de esta region en
coordenadas cartesianas resulta particularmente fa-
cil

o, 2 {@ners o € 0]

Sin embargo, la caracterizacion simple en coorde-
nadas polares es muy complicada; de hecho, re-
sulta del todo imposible a menos que dividamos
Q en dos subconjuntd?,, §2, tal como se mues-
tra en la figura. Admitiendo que la frontera entre
Q1 y Qq pertence al primero parece obvio que en
el subconjuntd?; la cordenada angular varia co-
mod € [0, Z]. La figura también resulta Gtil para

deducir el valor maximo que puede tomar la coordenadiste depende d& es decin- € [0, R, (0)], y

para deducir la cot®, () nos fijamos en que

R(#)cosf =a — R(9) =

Curso 2007-2008
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1.A. CARACTERIZACION DE REGIONES EN EL PLANO Y EL ESPACIO 47

Podemos verificar esta resultado dando algunos valofessi cuand® = 0 — Ry(f) = a y para
0= g — Ri(#) = V2a, lo que sugiere que dicha relacion es correcta. Por lo tantardacterizacion
simple def2; sera

o, = {rno) e\ refo. ] o o]}

Procediendo de forma similar pata tenemos

m™ T
0 S (Zv §:| 3 T € (OaRQ(G)] ’
donde hemos excluido el origen £ 0), que por hip6tesis pertenecéla. Puesto queks(0)send = a
deducimos queR,(8) = L@. Dando valores @ para comprobar su validez tenemos: cuafide
Sen

% — Ry(#) =V2aysif = g — Rs(6) = a, por lo que aceptamos dicha relacion como correcta. En
definitiva

Qgre{(r,e) ER? \. re (oﬁ} 0 (%g”

1.A.b Caracterizacion de regiones  «solidas » en el espacio

Ejemplo 1.18 (Parametrizacion de una bola cerrada)

Un ejemplo de regién sélida en el espacio es
rz la bola; por fijar ideas consideraremos el caso de
una bola cerrada de radioy centrada en el ori-
gen de coordenadas. De manera formal podemos
definirla como el lugar geométrico de los puntos
(z,y, z) que satisfacen la ecuacioh+y2 + 22 <

X : a?, es decir

Q=2 {(z,y,2) eR® \. 2 +y* +2° < a®}

Comenzaremos buscando una caracterizacion
simple en coordenadas cartesianas; para ello es-
tudiamos la proyeccién de los puntos de la bola
sobre el planaX'Y. Esta proyeccion se obtiene
imponiendo que: = 0. Entonces la restriccion
que define la bola queda reducida’ y2 < a2,
desigualdad que caracteriza el disco cerrado de
radioa y centrado en el origen (vé&r28. Por tan-
to las coordenadase y de los puntos de la bola

+iaf.
SAlSTAaA LTI

Figura 1.31: Bola centrada en el origen
x €|—a,aly € [—\/a2 —22,v/a? —xQ} )

Los limites de la coordenadgpodemos deducirlos de la desigualdad que define la region
x2+y2+z2§a2—>22§a2—x2—y2—>|z|§ /7a2—$2—y2,
Va2 — 22 —y2 <z < a2 — 2?2 — 2,

con lo que la caracterizacién simple en cartesianas viethe piar
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48 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

[_aa a]
[7\/(12 —22,\a? — xﬂ

[7\/(12 —z2 — 2, \/aQ — 2 _ yz}

waz = (I’,y,Z) € R3 \

SIS
m M Mm

S~ -\~
~

Figura 1.32: Bola en coordenadas cilindricas

La caracterizacion simple en coordenadas cilindricadteesiés sencilla si cabe; en efecto, como la
proyeccién sobre el plan&Y es un disco, los limites de variacion de las coordenada$ pueden
escribirse comd < [0,27) y r € [0, a]. Una vez fijados estos limites, los ddos deduciremos de la
ecuacion de la bola? + y2 + 22 < a2. Ahora bien, en cilindricag® = z2 + y?, luego:

422 <a? -z <Va2-r2 sz [*\/{12—7’2,\/(12—7’2],

yen consecuencia

r € [0, a)
Qg = {(r,@,z) eR?\. 0 € [0,2m) }
z € [—\/GQ—TQ,\/GQ—TQ}

Por dltimo, en coordenadas esféricas la caracterizadidplsies inmediata: la desigualdad que define
en este sistema de coordenadas una bola cerrada esconf y ¢ libres. Entonces

r € [0,d]
Qre¢={(r,9,¢)€R3 \. 6 € [0,2@}
¢ € [0,7]
- >

Ejemplo 1.19 (Parametrizacion de una bekdiptica)

Sea el lugar geométrico de todos los puntos del espacio tigfasan

o= {lmarex (5 () + () <1).

cona, b, ¢ > 0. Se trata de la regiébn compacta del espacio delimitada poelijpse de semiejesb y c.
Dejamos como ejercicio que el lector demuestre que la @iaation simple en cordenadas cartesia-

nas es

x € [—a,d]
Quye = { (5,9,2) €RP \. U € [0V/T= @/aP,by/T= (@/a)?]
2oe |mey/T=(@/aP = /b2 ey/T— (@/aP — 4]V
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1.A. PROBLEMAS 49

La caracterizacién simple en coordenadas esféricas sdifsimde manera apreciable introduciendo
un sistema de coordenas esféricas modificado. Considefarsigsiente transformacion de coordenadas

x(r,0,¢9) = arcosfsend, y(r,0,¢) =brsenfsend, z(r,0,¢)= crcosd,

con los tres factores de escala iguales a los semiejes dpda.dEntonces, substituyendo en la ecuacion
que define la region

(B () () (22) o+ (22 () =

obtenemos que la definicién de ésta en el nuevo sistema déeramtas es < 1. Obsérvese que esta
relacion deja libres los dos angulos con lo que

r € [0,1]
QT9¢ = (T’, 0, gf)) €R3 \ 0 € [0, 271')
¢ € [0

Problemas

Problema 1.1SeanP £ (z1,22)y Q £ (y1,y2). Demuestre que lafunciéh (P, Q) = Sup{|z1 — 11|, |z2 — y2|}

satisface todas las propiedades de una distancia. Detelaniorma de la circunferencia de radi@en-
trada en(0, 0) asociada a esta distancia.
9] Problema 1.2Pruebe quet = {(z,y) € R* \. z > 0} es un conjunto abierto. Obtenga la frontera y

la adherencia ddl.
@ Problema 1.3Seaw un vector unitario. Demuestre que cualquier vegiopuede descomponerse de
la siguiente manera en una parte paralela y otra perpeadeu.

@= (@ W)W+ (W xa)x 7.

. Problema 1.4Sean : y = mz 4+ b,1; : y = mix + b1 Yls : y = max + by rectas en el planXY. Se
pide que:

1. encuentre una parametrizacion vectorial de la riecta

2. demuestre que las dos rectay loson ortogonales siy solosi;ms = —1.

I{}I Problema 1.5Considere la rectaque pasa por el punt@:o, yo, o) Y cuyo vector director e’ =
(v1,v2,v3). Obtenga por métodos vectoriales la distancia de la reatepainto(x, y, z) genérico.
@ Problema 1.6Considere la rectaque pasa por el puntBy, £ (zo, o, 20) Y Cuyo vector director es

E) = (dy,dy,d3). SeaP; = (x1,y1,z1) un punto externo a la recta. Se pide que:
1. exprese la distancia de los pun@sle la rectd al puntoP; como funcién de una variable real.

2. minimice el cuadrado de dicha funcion y verifique que distinimo coincide con la expresion
obtenida en el problema anterior.

I{}I Problema 1.7Dado el plano de ecuacitw: + By + Cz + D = 0y un punto(z1, y1, 21) genérico del
espacio, encuentre una expresion vectorial para la diatdeaicho punto al plano.

Problema 1.8 Demuestre que la distancia entre dos rectas no paralelas (r,)t = a; +tv,y
lo: 7 (ry)t = @o + tv, esta dada por
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50 TEMA 1. GEOMETRIAY TOPOLOGIADE RY

(@2 — @1) - (W1 x W)

— —
(IR

d=

Problema 1.9Sea la region compacta limitada por el elipsoide de revoludion- 3y + = = 4:
= Indique cudl es su eje de simetria.
= Obtenga caracterizaciones simples en coordenadas whsdgresféricas.

= Utilice un sistema de coordenadas definido pet acosfsend, y = bsenfsend, z = ccosp, Y
elija los valores de, b y ¢ de manera que las expresiones sean lo mas sencillas posible.

L‘_’,I Problema 1.10Caracterice en coordenadas cartesianas, cilindricagsiczsf la region cerrada limi-

tada por una esfera de radibcentrada en el punte,, v, , 2, )-
Problema 1.11 Dado el comjuntd? C RY demuestre que:
1. Los conjuntos?, Ez(€2) y 99 son disjuntos.
2. RY = QU Ez(Q) U Q.

% Problema 1.12 Dado el comjuntd) C R? demuestre que:
T 1. Los conjuntos) y Ex(£2) son abiertos.
2. Un conjuntd? es cerrado dR? — () es abierto.

3. Los conjunto®) y Q2 son cerrados.
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Tema 2

Funciones reales escalares

A lo largo de este tema sentaremos las bases del calculerntifal de funciones reales de va-
rias variables reales. Las denominaremos funciones essala forma genérica. Aprenderemos
a caracterizar una funcién escalar mediante la elabora&draficas e introduciremos los con-
ceptos de limite y continuidad. El alumno no debera extsside que estos conceptos planteen
dificultades importantes. Finalizaremos el capitulo defido los conceptos de derivada parcial
y derivada direccional, insistiendo en el significado geice de las mismas.

2.1 Definiciones

/ )
Definicion 2.1 (Funcién escalar)

Una aplicacién

f:DCR!—R\.VZ eD= f(T)€R,

se denomina funcion real escalar de varias variables reatlsconjunto D C
R? se llama dominio de definicion de la funcién; el conjuntof (D) =
{f (@) ; \. @ € D} recibe el nombre denagende la funcion.

Utilizaremos la notacién: = f (@) 0z = f(z1,22, -+, z,) para hacer expli-

cito el valor que toma la funciorf en un punto de su dominio. Lasvariables

x1,%2, -+ , %4, S€ denominan variables independientes, mientras:cpgela varia-

ble dependiente.

\\ y

Ejemplo 2.1 (Ejemplo de funcion escalar)

Este ejemplo proporciona un caso sencillo de funcidn escedhde dos variables reales
1

f(zy)= W7

que esta bien definida en el disco abidfte= {(z,y) € R?; \. 2% +y? < 1}.

-« >
En general cuando una funcigrse define mediante una férmula y no se especifica su dominio
de definicion debe entenderse que éste es el conjunto delosdmsntosz para los quef ()
es un namero real bien definido.
Asimismo, como norma general, debemos entender que cuaadoncion posee cierta pro-
piedad«cerca de un puntox , esto quiere decir que existe una bola centrada gnle manera
gue en todos los puntos de la misma se cumple la mencionapiegad.

Ejemplo 2.2 (Dominio e imagen de una funcién)

Determinemos el dominio y la imagen de la funcién escalar

51



52 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

fzy) =1/v4z —y.

Para quef (z,y) sea un numero real debe cumplirse due- y > 0; si el radicando fuese negativo
la raiz tomaria valores complejos, y si fuese nulo la fracdiergeria. Por tantéz? — y2? > 0 = 3% <
422 = |y| < 2|z| = —2|z| < y < 2|z|. Concluimos que el dominio de definicion dees la region
sombreada y delimitada por las rectas +2x.

/7

Figura 2.1 : Dominio de la funcién propuesta

Para establecer la imagen de la funcién conviene consilbsraiguientes limites

1

Cuando 4.’1]2—y2—>0+:> \/4.’1]2—:(]2—)0—"_? f(.’I],y):\/ﬁ—?OO

1

Cuando 4z2 —9? - oco= /422 —1y2 - 0= f(x,y):\/ﬁao*‘
==y

Este resultado muestra con claridad que la imggéh) contiene todos los nUmeros reales positivos, y

por lo tanto, segun la definicidon que presentamos a contifiugamo es una funcién acotada.

- >

Definicion 2.2 (Funcién acotada)

Se dice que una funciofies acotada s K >0 \. f (@) < K V@ € D.

Aligual que ocurre con las funciones escalares de una Variahl, podemos combinar dos (o

mas) funciones para generar una nueva funcion. Las opeescton funciones mas importantes

son

P
Definicion 2.3 (Operaciones elementales con funciones)

Dadasf: D CR? — R,g: D CR? — Ryh: f(D) C R — R definimos
las siguientes funciones con domitio

suma(f +g)(z) £ f (@) + g (o)
producto(fg)(Z) £ f (&) g (¥)

=

producto por un escalaf)\ f)(x) (
cociente(f/g)(@) = f (&) /g (T) sig
composicion dé y g, (ho f)(Z) 2 h(f

o~ w DN

&

~
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2.2. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES ESCALARES 53

2.2 Representacion gréafica de funciones escalares

2.2.1 Gréafica de una funcién
Comenzaremos por recordar que la grafica de una funciérnaestmluna variable regl =

f (z), definida en el intervalda, b], es el conjunto de todos los puntps y) € R? tales que
y = f (z) y x pertence da, b]. De manera mas formal escribiremos

Si f:la,b] CR — R, entoncesGy = {(z, f (z)) €R* \. z € [a,b]}

El aspecto de la gréfica de una funcién de una
sola variable real es el que se muestra en la figu-
Gf ra adjunta. Elegimos unos cuantos valores reales
x; € la,b], calculamos su imagefi(z;) y forma-
mos los punto;, = (z;, f(z;)). Al representar el
conjunto de punto®; en el plano surge (de forma
aproximada) el aspecto de la grafica de la funcion.

Por supuesto, existen elementos adicionales que
proporcionan una ayuda bastante valiosa en la ela-
boracion de la grafica de una funcion : el estudio

Figura 2.2: Graficade y = = de discontinuidades, el célculo de los puntos don-
de la funcién alcanza sus extremos locales y el es-
tudio del comportamiento asintético de la misma cuande +oo, etc.

De forma analoga la grafica de una funcion escalar de doshiesiaeales: = f
con dominioD, es el conjunto de todos los puntps y,z) € R3 tales quez = f(
(z,y) € D, es decir:

(z,9),
z,y) Y

7

Si fDCR2—>R, (way)eD—>f(x7y)7

entonces su gréfica es el conjunto

G!fé {(ﬁ,y,f(:ﬂ,y)) GRB \ (:r:,y) GD}

Ejemplo 2.3

Estudiemos la gréafica de la funcion escalar
Frflmy) eRE\. a2 412 <1} — 2= /122 — 42

Una simple transformacién nos permite escribir que

z2>0

24,2 4 .2 _
\/1x2y2é21$yé{ vy =1

de manera que se trata del hemisferio superior de la esfesalidaunidad centrada en el origen. Sabemos
gue su representacion gréfica es la siguiente superficie

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



54 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

Figura 2.3 : Semiesfera de radio unidad

La elaboracion de la grafica de una funcion escalar de dosblesi reales resulta en general
muy laboriosa y compleja, cuando no imposible; afortunaatdm existen diversos programas
informaticos que facilitan o realizan esa tarea. Veamasnalg ejemplos de funciones escalares
de dos variables graficadas con el programa de calculo scohdAPLE .
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z 0.4

- LD
6 A L7 7Z t‘\\\\\\\\\

Grafica de la funcion = sen(x)sen(y)/xy

(x"2+3y"2)exp(1-x"2-y"2)

Gréfica de la funcionr = (22 + 3y2)exp(1 — 22 — ?)
Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



56 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

En general, la grafica de una funcién escalar dependiente mi@&nero genéricg de variables
reales independientes se define como
/ )
Definicion 2.4 (Gréafica de una funcion éry)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar deg variables reales; llamamos
entonces gréfica de la funcighal conjunto

Gf é {(x17...’xq7f(1-17x27..-7xq)) GRq—H \ (1'171'27"'7'%'11) S D}7

o de forma mascompacta

Gy 2 {(Z.f (7)) eRI*! \. T eD}.
\ y

El lector atento ya habra asimilado que la grafica de unadandé dos variables es un con-
junto de puntos pertencientesRd. Por ello, la representacion de la gréafica en el plano (en la
practica el papel o la pantalla del monitor) requiere la pooyon desde tres a dos dimensiones.

En ese proceso siempre se pierde, o se desvirtua, parte meriaacion real contenida en la
grafica.

En el caso de una funcién de tres variables,
la grafica es un conjunto de puntost no
podemos realizar una construccién real en el

espacio y mucho menos en el plano. Cuando
representamos dicha grafica proyectando des-
de un espacio de cuatro dimensiones al plano
la pérdida de informacion es mucho mayor.
- Como un ejemplo mostramos la proyeccion

en el plano de un hipercubo de cuatro dimen-
siones.

X3

X2
X1

x4

Figura 2.4 : Proyeccion bidimensional de un hi-
percubo de cuatro dimensiones

2.2.2 Conjuntos de nivel

Los ejemplos precedentes muestran con claridad que lasepieeion de la grafica de una
funcion , incluso de una sencilla, puede ser dificil. Y auntppy en dia disponemos de he-
rramientas informaticas que facilitan esta labor, rescttaveniente utilizar otras técnicas de
representacion gréfica, que facilitan la elaboracién dedfiaa o que proporcionan informacion
complementaria. La mas importante de estas técnicas eprizsemtacion de los conjuntos de
nivel de la funcion . La idea proviene de los topdgrafos gabaian mapas de contornos unien-
do los puntos del terreno con la misma elevacion (sobre el del mar) para formar curvas de
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2.2. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES ESCALARES 57

contorno o curvas de nivel. En el caso de funciones de dosblasi tenemos
4 )

Definicion 2.5 (Curvas de nivel)

Seaz = f (z,y) una funcidn de dos variables definida en el dominio de dedinici
D; se define la curva de nivel de valbrcomo el lugar geométriéo

Ck £ {(:I"ay) €D \ f(xay) :k}

#Para queC, # @ el valork debe formar parte de laimagen de la funcion .

\\

in(q)sin(y)exp(-x"2-y2)

Gréfica de la funcion = sen(z) sen(y) exp(—22 — y?).

Curvas de nivel de la funcion.

Estas figuras muestran la grafica de la funciéa sen(z) sen(y) exp(—22 — y?) y sus curvas
de nivel. La representacion de las curvas de nivel se ha letho esquema dealso colos :
cada punto se representa con un color caracteristico dml gak f toma en el mismo. En
particular los puntos dondg toma un valor cercano a cero se han representado mediante un
color naranja; los valores grandes se representan coresaanarillos; y finalmente los valores
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58 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

negativos y muy pequefios con colores rbjos

Figura 2.5 : Curvas de nivel

Las curvas de nivel son los lugares geométricos, en el antdal dominio de definicion de
la funcién , donde ésta toma un valor constante. Podemoneartis uniendo todos los puntos
de elevacion constante de la grafica y proyectando las cuegatantes sobre el plangY .
No resulta muy dificil convencerse de que cuanto mas préxseaiallan entre si las curvas de
nivel, mayor es la rapidez con que varia el valor de la funciBar Ultimo abusaré un poco de
la confianza del lector para afirmar que en cada punto de swnitpde definicion |, la variacion
de f es mayor en la direccion ortogonal a la curva de nivel que pasdicho punto. Dejando
la demostracion de este hecho para el siguiente tema, veanpas ejemplos que nos permitan
afianzar estas ideas

Ejemplo 2.4

Seaf : R? — R ; (x,y) = z = 22 + %2, una funcién de dos variables definida en todo el plano.
Las curvas de nivel se definen simplemente a partir de lasiecuss

2?4+ =k \. k>0,

donde la constante no puede tomar valores negativos dado que el miembro ded&idg siempre es
positivo o cero. Se trata de circunferencias de radfiacentradas en el origen; la siguiente figura muestra
los casos correspondientes a- 1,2,3 Yy 4.

!Los alumnos con copias en blanco y negro pueden ver |a figigiaalren la pagina WEB de la asignatura.
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<

X

R

ﬂ234

Figura 2.6 : Ejemplo 1 de curvas de nivel

< >

Ejemplo 2.5

Dada la funcién

[72 1 .2
R —R;\. (:E,y)éz{ 4y v 20,

ly] r <0,

las curvas de nivel se definen como

x>0, /x2+y2=%k>0 = sonsemicircunferencias de radipo k
<0, |ly=%k 6 y==+k = sonsemirectas

de forma que presentan el siguiente aspecto

c4

c3

c2
ci

‘J/y)‘* X

Figura 2.7 : Ejemplo 2 de curvas de nivel

- >
Las curvas de nivel proporcionan una informacion parciakesda grafica de una funcion
de dos variables; en el caso de funciones escalares de tiasles se introduce el concepto
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analogo de superficie de nivel

4 )
Definicion 2.6 (Superficie de nivel)
Se denomina superficie de nivel de valor constarde la funcionf : D ¢ R? —
R al conjunto

Cké{(.’ﬂ,y,Z)ED \ f(xayaz):k}a
dondek es un valor pertenciente a la imagen de la funcion .

Ejemplo 2.6

Si imponemos que la funciof(z, y, z ) = 2% + y* + 22 tome un valor constante obtenemos

f=k—-a?+y’+22=k>0,

que es la ecuacion de la esfera de radiocentrada en el origen.

- >

Las curvas y superficies de nivel son casos particularesqlgelse llaman conjuntos de nivel
en funciones escalares dependientes de un niptEreariables independientes; estos conjuntos
se definen de la siguiente forma

4 )
Definicion 2.7
Se denomina conjunto de nivel de valor constantle la funcionf : D ¢ R? —
R al lugar geométrico

Cr 2 {(x1, @2, ,xg) €ERIN\. f (21,20, -,24) =k},
dondek es un valor pertenciente a la imagen de la funcion .

2.2.3 Secciones de una gréfica

Otra herramienta, que aporta informacién complementatiaesla grafica de una funcién ,
son las secciones. De forma general, una seccion es el legarégrico de los puntos que perte-
necen a la interseccion de la grafica de la funcién con un pEmauestro caso nos centraremos
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en las secciones verticales con planos coordenados

4 )
Definicion 2.8 (Secciones de una funcion de dos variables)

Dadaf: D Cc R? — R ; (z,y) € D — f(z,y), una funcién escalar de 2
variables con dominio de definiciéh, introducimos las secciones con los planos
x = k ey = k como los conjuntos

S5k = {(k,y, f (k,y)) \. (k,y) € D},

SYF = {(x.k, f (x,k)) \. (z,k) € D}.

S

Ejemplo 2.7 (Secciones dé (z,y) = 22 + 3?)

Estudiemos, como ejemplo sencillo, las secciones de ladanfc(z,y) = x? + y? con respecto a
planos verticales = k ey = k. Segun la definicion precedente

S§=F = {(k,y, K>+ %) \. yeR},

SITF={(a.k, 2> +k*) \. z €R}.

En la figura se muestra la seccidn de la gréficg den el planar = 0.

Z

v

Figura 2.8 : Ejemplo de seccion
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F(x,y) = xyl(x"2+y"2

/"‘:‘:\‘\\Q\\\\\
A0
7000
it
NN

\
ity

K
R
N

Gréficas de las funciongs(z,y) = sen(z)sen(y)/zy y g (z,y) = zy/(z? + y?).

La generalizacién a un nimero cualquiera de dimensionetantep dificultades especiales
e \
Definicién 2.9 (Secciones de una funcién escalaiRéh

Seaf : D C R? — R ; (z1,22,---,2¢) € D — f(x1,22,--+,24) UNA
funcion escalar dey variables definida en el conjunt®; llamamos seccion con
z; = k ala interseccién de la gréafica de la funciéon con el plado. z; = k, es
decir

S?Z:kéGme:{(xla ’kv"' axqaf(:vl,"' aka"' ?xq))eRqul
\' (xla"' ’ka"' ,JTq)GD},

Recomendamos que antes de pasar al estudio de la contirdeédad funciones escalares,
el lector realice una excursién por los suplemert@sy 2.B, donde se estudian las superficies
cuadricas mas importantes y las regiones delimitadas pbaslisuperficies.

2.3 Limites y continuidad de funciones escalares

Comparemos el comportamiento de las funciones

o) = SRy gy = T

cuandar ey tienden a cero de manera que y) se aproxima &0, 0) tanto como se quiera pero
sin alcanzarlo. Resulta necesario imponer esta condi@dque ninguna de las dos funciones
esta definida en el origen de coordenadas. Una forma de &stéldomportamiento de una fun-
cion cerca del origen consiste en elaborar una tabla desgdpre contenga entradas con valores
dex ey cada vez mas préximos a cero. Nosotros, sin embargo, witizzs un programa como
MAPLE que elabora internamente dichas tablas y represasigrificas de ambas funciones; el
resultado se muestra en la siguiente figura

Resulta obvio que los valores dese aproximan a un mismo valer= 1 independientemente
del camino de aproximacion elegido, mientras que los valgtee tomay dependen de la tra-
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yectoria de aproximacion al origen; en particular si dichgdctoria ey = x los valores de la
funcion tienden a = 1, por el contrario la funcion se aproximaa= —1 cuandoy = —z,y a
z = 0 si nos aproximamos al origen por la reata= 0.

En general, empleamos la notacion

(w)llr}lo,yo) floy)=L,
para indicar que los valores de la funcién se aproximah euando el puntqz,y) tiende
a (zo,yo), cualquiera que sea la trayectoria de aproximacion. Es,demilemos hacer que
f (x,y) se aproxime d. tanto como se quiera tomando el puritoy) suficientemente proé-
ximo a(zg, yo), con la Unica restriccion que, y) # (xo, yo). Por ello, en nuestro ejemplo

sen(z) sen(y)

jm  Sn@seny) oy
(z,y)—(0,0) ry (z,y)—(0,0) T2 + Y

4 )
Definicion 2.10 (Limite de una funcion de dos variables)

no existe

Seaf : D ¢ R?> — R una funcién escalar de dos variables definida®ry
(z0,y0) € D’ un punto de acumulacién de. Se dice qué. es el limite def (z,y)
cuando(z, y) se aproxima dz, yo), 0 Simbolicamente

L= lim ),
(x,y)*(xo,yo)f( )

si para todoe > 0 existe un numer@ > 0 tal que para todo(z,y) € D
que satisfaga la desigualda®l < \/(z — z0)2 + (y — y0)2 < 4, se cumple que

‘f(way) - L’ <e
Otra notacion habitual para denotar el limite de una funceém

f (x’y) ($7y)_)($07y0) L
N y

Antes de dar la definicién general o las propiedades mas tanies de los limites conviene
detenerse brevemente en la definicion anterior:

1. La existencia del limite de la funciéfen el punto(xzg, yo) tiene su implicacion sobre
la gréfica de la funcion . Dado que de la desigualdad \/(z — 20)% + (y — yo)2 < &
se deduce quéf (z,y) — L| < ¢, las imagenes de todos los puntos del disco reducido
B* ((z9,y0),0) se encuentran dentro de la banda de anchudglimitada por los planos
z=L—¢ecyz=L+e.

2. |f (z,y) — L] es la distancia existente entre los valofé¢s:, v ) y L; a su vez, la distancia
entre los puntogz, y) Y (zo,yo) viene dada por la expresiop (z — )2 + (y — o).
Por lo tanto nuestra definicion afirma qlie= lim,, ) ., ) f (7, ) si la distancia en-
tre f (z,y) y L puede hacerse arbitrariamente pequefia sin més que disapnopiada-
mente la distancia entfe, y) y (zo,y0), con la condicion de qué{(z, y) , (zo,y0)] > 0.

3. Este ultimo hecho es importante: el concepto de limit# edacionado con el compor-
tamiento de la funcion cerca del puntey, yo), no en el propio punto; de hecho no es
necesario que la funcion esté definida(eg, yo) para que exista el limite. En general,
podemos calcular el limite de una funcion en cualquier pdatacumulacion de su domi-
nio.
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q
R +

R

/% Punto interior

/> Punto frontera¢ D

Figura 2.9 : Limites

4. En el caso de funciones de una variable el punsdlo puede aproximarseag de dos
formas distintas: desde la izquierda y desde la derechadilae las funciones escalares
de dos variables es mucho mas complejo ya(@ug) puede aproximarse @, yo) de
infinitas formas; la Gnica condiciéon que imponemos es quamlimo de aproximacion
esté contenido en el dominio de definicion de la funcién .

5. Supongamos qué es el limite def (x,y) cuando(x,y) tiende a(xg,yo). Como la
definicién de limite sdlo involucra distancias y no la formmceie nos aproximamos a
(zo,¥0), la funcion debe tender al mismo valor independientemeeiteaimino seguido.
Por ello, en los casos en los que la funcién tiende a valofegedies por caminos de
aproximacion distintos, podemos afirmar que el limite nstexi

La generalizacion del concepto de limiteRfha un espacio euclideo arbitrario es inmediata
y no aporta elementos nuevos. En general el estudio de lemfigs de mas de dos variables no
aporta conceptos o matices nuevos y, por el contrario, ¢oanlal notacion e introduce dificul-
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tades de tipo practico.

4 N
Definicion 2.11 (Limite de una funcion escalar)

Seaf : D ¢ R? — R una funcion real yz', € D’ un punto de acumulacion de
su dominioD. Se dice qué. es el limite def enx si y S6lo si:

Ve>0,36>0\. |[f(&) —L|<esi®eDy0< @ - Tl <0
Expresamos simbdlicamente ques el limite def en @y como

L= lim (%), 6f(z) 22221

—
T — X0

S y

Las propiedades mas importantes de los limites de una fumséalar se recogen en el si-
guiente teorema

4 )
Teorema?2.1 (Propiedades fundamentales de los limites)

—

1. Sif (@) Z=To, I entonces el limité es dnico.
2. Sif (@) Z=%0, I, entonceg (¥)=f(7)-L Fo@o ),
0

3. Seanf y g dos funciones reales definidas Bnc R7y @ € D; si f —=2

s
Z0

L,g Z—=2% M conM, L € R se cumple:

8|

d (f+9)(T) 220 L4+ M
b) (f9) (F) ==2% LM

o) f/g (%) ﬂ>ﬁsiM7é0yg(E’) +£ (0 cuando@ — .
N y

Demostracion2.1

Para ahorrar espacio y no castigar demasiado los nervidsatied nos limitaremos a demostrar unas
pocas de estas propiedades

1. Supongamosquel; # L, € R \. f— L,y f — L, cuandox — T, entonces se cumple
simultaneamente que
Ye>0 Fd1(e) \. 0<||® —Zol| <1 — |f—L1| <e,

y
Ve >0 362(6) \ O<||?—?0||<62 —>|f—L2|<€.

Por lo tanto, eligiendé = min(d1, d2) las dos condiciones se funden en una sola

|f7L1| <€

Ve >0 36(e)>0\-0<||?—?0||<5—’{|f Lo < e
— L2 )

Utilizando la desigualdad triangular resulta

|Ly — Lo| < |f — Li| + [f — La| < 2¢,
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o lo que es lo mismo

€ > |L1 —L2|/2

Ahora bien, este resultado es absurdo ya que la existendiesdémites implica quéf — L;| < e
para cualquier valor real positivo d& no s6lo cuande > |L; — Lz|/2. Por lo tanto la hipotesis
inicial que establece la existencia de dos limites distietofalsa.

2. Sif — L podemos afirmar que

Ye>0 36>0\. |[f-Li<esit €eDy0<|x —To| <.

Ahora bien,f — L = g — 0, con lo cual podemos reescribir la frase precedente como

Ve>0 36>0\. [g—0/<esiz €D, y0<|T —Zo| <,

—
—T

o
lo cual nos garantiza que——=2 0.

3(b) Estudiemos el comportamiento de la fundida fg— LM. Sumando y restando el produgtd/

h=fg—fM+ fM—LM=f(g— M)+ M(f—L).
Ahora bien, cuanda@ — @ se verificaquef — L,g— M — 0y f — L — 0, por lo que

—
— T

Oéng—ﬂ

p Eo®o LM.
< >

e ™
Teorema?2.2

Seaf : D ¢ R? — R una funcion escalar y£', € D’ un punto de acumulacién

— =
de su dominio; sf (z') =—=% L, entonces para cualquier cur@ que pase por
T se verifica qué

Jim f(7(t) =L,
z

donde (t) es una funcién vectorial que parametricay tal queT (o) = = o.

2Si @ € dD es necesario substituir el limite anterior por iIifr(?’(t)) =L.
t—ty

.

De ahora en adelante convenimos en denominar domnites parcialesa los valores a los
que tiende la funcién cuando nos aproximamos al pai§gpor caminos concretos.

Demostracion2.2

El teorema supone que se cumplen las dos condiciones sigstien
a)f () =—=% L,y porlo tanto

Ve>0,36>0\. |[f(T)-L|<e,

siempre quér € Dy 0 < ||Z — @| < 4, es decir, siempre quec B* (Zo,§) C D.
b) La curvaC pasa por el punta, y por lo tanto una parte de la curva esta contenida en la bola
—_—
B* (%0, 6). Es decir, existe un\t tal quer(t) € B* (@'o,d) si el argumenta € [t) — At, to + At].
Veamos que implica este hecho
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Silt —to] < At — T =1(t) € B* (20,0),
y de acuerdo con el punto a)

F(@) -2 = |1 (r®) - 1] <

T
Asi, estamos ante la condicion que establece la existeatiarite de la funcionf (r(t)), ya que

Ve>0, 3AL \. |f(7 (1)) — L| <esit€ [to — At to + Al].

-« >

Este resultado es particularmente (til,
ya que permite descartar la existencia del
limite en algunos casos y sugiere (pe-
ro no demuestra) el valor del mismo en
otros. Ya habiamos comentado que si una
funcion tiende a valores diferentes por
caminos de aproximacion distintos el li-
mite no existe. De manera mas formal
podemos afirmar que si existe (al menos)
una curva

RY

C:7(t) \. 7 (to) = 2o,

y podemos demostrar que la funcifii 7 (¢))
no tiene limite ent = ¢y, automatica-

Figura 2.10: Limites y trayectorias mente podemos concluir que la funcién
f no tiene limite enx . De forma analoga, si existen (al menos) dos curvas

tales que
tILTo (7)) # t“;r?of (7a(1)),

la existencia del limite de la funcién éfi, queda descartada.

Es importante recalcar que, por el contrario, el hecho ddaguBmites parciales de la fun-
cion a lo largo de varios caminos distintos coincidan no destra la existencia del limite, s6lo
sugiere su existencia.

Ejemplo 2.8 (Limites parciales de una funcién)

Utilicemos el resultado precedente para demostrar quentado

xy +y°
m’ = )
f ( ) :172 + y2
no tiene limite er{0, 0). Para ello seguimos varios caminos de aproximacion aloyigeno por ejemplo:

1. y=0:

zy+y* 0
(@y)—(0,0) 22 +y2  a—0 z?
y=0

=0
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2. 2=0
3
AV iy =0
(z.9)—(0,0) 2 + Y2 y—0
xz=0
. y==x
3 2 3
1
im Y gt
(z,y)—(0,0) T2 +y2  2—0 2x2 2
y=x

Dado que el limite depende del camino seguido para aprorosa origen de coordenadas, esto es,
su valor es distinto seglin nos acerquemos por la reetay 6 por las rectag = 0y « = 0, la funcion
no tiene limite er{0, 0).

- >
Si el estudio de los limites parciales puede demostrar quexiste limite, la demostracion
rigurosa de su existencia pasa necesariamente por veqfiease cumple la definicién. El si-
guiente ejemplo nos muestra como debemos proceder

Ejemplo 2.9 (Célculo riguroso del limite de una funcién )
Obtenga el limite (si existe) de la funcion

20%(y + 1) + o2

)

cuando(z,y) — (0,0).
Para ello procederemos en tres fases o pasos diferentégra sa

i) El primer paso debe ser la aplicacién de las propiedadéssdanites. Asi,

lim  22%(y +1) + 3>

lim f (CC y) b (2,y)—(0,0) ( ) _ 9
(z,y)—(0,0) 4 ||, 2$2 —+ y2 0 ’
(w,y)—(0,0)

Desafortunadamente, este resultado no es sé6lo una indiedeién, sino que es incorrecto ya que
la propiedad 3c no puede aplicarse cuando el limite del derastor es cero.

i) En una segunda fase intentaremos descartar la exiateletilimite estudiando su dependencia
de la trayectoria de aproximacion al origen; podemos, mpjo, utilizar rectas con pendiente
arbitraria

2\ + 1) + A2 _

i 222+ 1)+ ()2
lim = lim = lim
(.9)—(0,0) Hey) = I =5 + (Az)? @=0 2+ A2

y=Ax

El valor de la funcién es siempre la unidad, independientéenge la recta por la que nos apro-
ximemos al origen. Esto sugiere que el limite de la funciéande(z, y) — (0,0) existe y es la
unidad.

iii) Llegados a este punto la Unica avenida para obtenenéHies aplicar la definicién. Consideremos
0 > 0y todos los puntoéz,y); 0 < ||(z,y) — (0,0)|| = /= +y < ¢, es decir, todos los puntos
distintos del origen cuya distancia a éste es menovgkatonces

20°(y + 1) +9* _ Pay+224y—22—y

1

|f(:c,y)—1| =

222 + y? 2z +y|
<1
2
X
=3 lyl < |yl < Va2 +y? <é.
x+y
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Este resultado muestra fehacientemente que a medida gagrmosmamos al origen el valor de
la funcion tiende progresivamente a la unidad, indepeneieente del camino que sigamos. Para
concluir que se satisface la condicion de limite bastaetegis, de manera qie

Ve>0 30(=¢) \. [f(2,y) 1] <e V(z,y) € R? con0 < Va2 +y2 < 4.

- >

El concepto de paso al limite cuanddse aproxima ar’y esta relacionado con el comporta-
miento de la funcién en una vecindad @, tan pequefia como se quiera, pero que excluye el
punto centralx y. Por tanto, la existencia del limite no garantiza que laifimesté definida en
T . Cuando el limite existe y coincide con el valor de la funaérel punto decimos que dicha
funcién es continua.
4 )
Definicion 2.12

Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar definida en el conjurioy = € D
un punto cualquiera de la adherencia de dicho dominio; se dige:

1. fescontinua e si_lim f () = f(%o).
T — X0

2. fescontinua el C D silo es en cada punto del conjunia
3. fesdiscontinua e’ si_lim f (&) # f (Z).
Tr— T

De acuerdo con esta definicidn los puntos de la frontera delrdo de definicion donde la
funcion no estéa definida son puntos de discontinuidad denleidn . Asimismo, la funcion es
discontinua en los puntos aislados de su dominio, que p&#ena la adherencia, pero donde el
limite no esté definido.

El hecho de que una funcién sea continua&npuede expresarse también como

lim (F (%)~ £ (F0)) =0

T — T

de manera que un pequefio desplazamiento del peragartir dex ; s6lo induce una pequefia
variacion en el valor de la funcién . Por esta razén las gafiedas funciones de dos variables
son superficies sin huecos ni rupturas.

Ejemplo 2.10 (Continuidad de una funcion definida a trozos)

Estudie la continuidad de la funcién

sen(z?) + sen(y?)
[, y) { » (z,9) # (0,0),

.I'2 +y2
1, (z,y) = (0,0),
en el puntd(0, 0).
Para ello, debemos comprobar si {{m))_.(0.0) f (z,y) = f(0,0) = 1. El calculo del limite de la

funcién cuanddz, y) se aproxima al origen requiere que estudiemos el compatamile la funcién en
puntos muy proximos, pero excluyendo el propio origen. Eosgsuntos

sen(x?) + sen(y?)
ZCQ + y2
y como|z| e |y| < 1 podemos desarrollar las funciones(z?) y sen(y?) en serie de potencias, es decir

f(zy) =

)

2En realidad la condicién de limite se satisface igualmeiriteonemos qué < e.
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2 2\ _ — (—1)P 2p+1 2p+1
sen(xz“) + sen(y )*;7(2])_’_ 1! ((:E) g (y)Pt )

= Y ().

Por lo tanto
Fleg) =14 35 O P @
’ = @2p+ 1! z2 +y?

Demostraremos ahora que todos y cada uno de los términossdadaexcepto el primero, tiene limite
nulo cuanddqz, y) — (0,0). En efecto, se cumple

o< (22)2P+1 4 (y2)2r+1 - (22 + y2)2P+1 4 (y2 + 22)2P+1

=2 2p
- $2+y2 — $2+y2 (‘T+y) )

y tomando limites

2\2p+1 2\2p+1
o< tim WOy i @242
@n—00 22ty (2.)—(0.0)

Dejamos como ejercicio para el lector la demostracion deique ). (0,0 (22 +4%)?? = 0sip > 0.
Entonces

II,m (x2)2p+1 + (y2)2p+1
(z,4)—(0,0) 22 4 2

= 0,
con lo cual se obtiene trivialmente

lim  f(z,y)=f(0,0),

(z,y)—(0,0)

0 en otros términos, la funcion es continua(ey).

- >

/
Teorema?2.3 (Propiedades de las funciones continuas)

Seanf: D C R? — Ryg: D C R? — R dos funciones escalares definidas en
el conjuntoD y h : I € R — R una funcién real de una variable real definida en
el intervalol. Se cumple que:

1. Sif (E’) es continua ent y € D, entonces esta acotadaercas de .

2. Sif (@) es continua e’y € Dy f (&) # 0, entonces la funcion tiene
signo constanteccercas de @ .

3. Si las funcioneg y g son continuas ety € D, entoncesf + g, fgy f/g
(siempre qug (=) # 0) son continuas e .

4. Sif (') escontinua ety € Dyh(z)escontinuaerf () € I, entonces
ho f (&) =h(f(=)) es continua ent’y.

(&

Ejemplo 2.11 (Continuidad de una funcién dependiente de parametros

Apliqguemos estas propiedades al estudio de la continuidéal {incion
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Figura 2.11 : Propiedades de las funciones continuas (1,2)

R R
f g
><E
RY
D
IED) +
o
o
X
f-g

Figura 2.12 : Propiedades de las funciones continuas (4)

a, B
fzy) = % (z,y) # (0,0),
0 (z,y) = (0,0),

Cuando no se especifica el punto (o puntos) donde debemabagdtu continuidad de la funcién
entenderemos que el enunciado se refiere a todo su dominigfideithn . La funcién se haya definida
en todoR? por lo que el estudio de la continuidad debe abarcar el panera del origen esta definida
como una funcion racional de manera que sera continua, salaguellos puntos donde el denominador
se anule. Dado que el denominadot y + xy s6lo se anula siz,y) = (0,0) la funcion es continua
para(z,y) # (0,0). En el origen la definicion es distinta a la del resto del plpoolo que deberemos
calcular el limite de la funcién de manera explicita.

cona,5=1,2,...

Ejercicio:
Dejaremos que el lector demuestre que la ecuaciény + xy = 0 s6lo se satisface si=y = 0.

= (x,y) # (0,0). Admitiendo que el denominador solo se anula en el origempriagiedades enun-
ciadas en el teorem&3 permiten concluir de forma inmediata que la funcion es cwomatifuera
del origen.

= (x,y) = (0,0). Para determinar i (z, y ) es continua debemos estudialf4i0,0)

(oy)=00), f£(0,0) = 1. Para ello seguiremos los pasos habituales. Primero noziayaremos

al origen por rectag = Az con la intencién de descartar la existencia del limite. Asi
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2ot+B
lim = lim Az) =M lim ————
(Ly)_)(O’O)f(%y) w_>0f($, 33) 700 m2(1 ¥ )\+)\2)
y=Ax
23
= lim z*™F 72,
14+ X+ )2 xHOx
. P . . .
Ahora bien——— es un numero real cualquiera que sea el valox.dedemas
1+ XA+ A2
x—0

0 sia+3-2>0,
gotP=2 L 220, 00 g4 B =2,

220, a+ B <2

Por lo tanto la existencia de limite queda descartade-si? < 2. En este caso la aproximacion
por rectas nos ha permitido acotar el problema descartaartio ghe los valores que pueden tomar
a'y B. Cuandox + 3 > 2 el resultado anterior sugiere que el limite vale cero; paraaktrar la
validez de esta afirmacion consideramos pufitog) tales queéd < y/z2 + y2 < 4. Entonces

() -0 = 2L e Jcos Osen0]
’ |22 +y? + ay| [1+ cos@senf|’

donde hemos efectuado un cambio a coordenadas polaresnderg@n cuenta qu®s 6 sen § =
sen(20)/2

B
T(,H—ﬁ—Q |COSH|a |S€1’19| S 2,ra+ﬁ—2 < 26a+ﬁ—2_

1 (2.) 0] = 1
’1 4+ 5 Sen(29)’

Eligiendoe = 2652 e invirtiendo la relacion, resulta

€

Ve>036= (5) TR\ |f— 0] < e siempre qué < /2% + 4% <,

0 en otras palabra(z, y ) 2700,

£(0,0).

Resumiendo los distintos casos tenemos que la funcion ¢isgamn:

1. R? — {(0,0)}, Va,B € .
2. R? cuandax + 8 > 2.

- >

2.4 Derivabilidad de una funcion escalar

Sabemos que la grafica de una funcion continua no presentashnoirupturas. Los estudios
del primer cuatrimestre nos permiten afirmar que las grafieaas funciones reales de una
variable real diferenciables son ademas suaves, es depiresentan picos ni dobleces abruptos.
De forma mas precisa, podemos afirmar que las gréficas defestisnes admiten una recta
tangente en todos y cada uno de sus puntos. Por similitudidetmes exigir que las gréaficas de
las funciones escalares diferenciablesRéradmitiesen un (hiper)plano tangente en todos sus
puntos.
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Sin embargo, la cuestion de la diferenciabilidad®€res mas complicada de lo que parece y
por ello avanzaremos poco a poco. Un primer paso en esaidimemansiste en la introduccién
de los conceptos de derivada parcial y derivada direccional

NG

Definicién 2.13 (Derivadas parciales de una funcién escal&#®n

~

Seaf : D C R?> — R una funcién escalar de dos variables definidaerc R?
Y (z0,90) € D un punto interior deD. Llamamos entonces derivada parcial fle
con respecto & en el puntd(zg, yo) a

af(x(]ay(]) A Iim f(ﬂ?(]—{—h,y(]) _f(anyO)
ox h—0 h ’

y derivada parcial def con respecto g en el punta(zg, o) @

af(x(]ay(]) A Iim f(ﬂ?o,yo—{—h) _f(anyO)
oy h—0 h

)

siempre que estos limites existan.

Anélogamente, se definen las funciones derivada parcialg @ respecto a e
y COMO

Of (z.y) » | fE+hY) —f(2y)
ox h—>0 h ’
By h—0

cuyos dominios de definicion estan formados por todos loplinteriores deD
donde estos limites estén bien definidos.

J

Es conveniente efectuar ahora algunos comentarios sobeditécion precedente:

. La notacién que hemos utilizado para denotar las dersvpdeciales no es Unica; otras

notaciones alternativas son

of (z,y)

O = falz(xay) = 8$f(.%',y),

. El cociente incremental que aparece en la definicion deadier parcial sélo depende de

la variable reah; x e y se toman como constantes. Por tanto son de aplicacion taslas |
reglas, trucos, etc., del calculo de limites de funcionesndevariable.

. Las derivadas parciales solo estan definidas en el intigl@ominio de la funcién . Sélo

de esta forma podemos definir el limite del cociente increaheque involucra los limites
por la derecha y por la izquierda en el casofdéx, y) y limites por abajo y por arriba
en el caso d¢, (=, y).

. Con el fin de facilitar la definicion de derivada direccioreescribimos las derivadas

parciales de la siguiente forma
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ox N h—0 h_) ’
(9y =0 h ’

Este ultimo resultado sugiere generalizar la definicion elévdda parcial para introducir el
concepto de derivada direccional.

-

Definicion 2.14 (Derivada direccional de una funcién escalaRén

Seaf : D C R?> — R una funcién escalar de dos variables definidaerc R?
Y (z0,y0) € D un punto interior deD. Se define la derivada direccional gieen el
punto(zo,yo) Y con respecto al vector unitari@ como

hd) —
f’ﬁ($o,yo)é}1mf((xo’yo)+ :) f(9607yo)‘

siempre que el limite exista.

Se denomina funcién derivada direccional segun el vectibatio @ a la regla que
a cada punto interior déz,y) € D, le asocia el valor (vectorial)f;_i (z,y) .

N

Segun esta definiciof;, (z,y) = [ (z,y) Y fy (7,y) = f’7 (z,y). Si expresamos las
componentes del vector unitario combd = (cos #,sen @), la derivada direccional se escribe
también

] + hcosb,y+ hsend) — f(z,y)
L = lim @ : :
fg (z,y) = lim . :
expresion que utilizaremos habitualmente en los célcuidstipos.

Ejemplo 2.12

Estudiemos las derivadas parciales y direccionales dentadn f (z,y) = e®¥ en un punto interior
genérico de su dominio de definicién . Aplicando la definicérderivada parcial tenemos

, " (z+h)y _ Ty —_ yvh _q
fo(@y) = Jim o et lim ——,

y utilizando L'hopital para salvar la indeterminacion detite enh

Fi(wy) = e lim yet” = ye™.
De forma anéloga

et (yth) _ oy eth _

[ _ ’ _ zy ’
T =|im —— =¢e" lim
fy( Y) h—0 h h—0 h

Utilizando la definicién de derivada direccional segin etoew = (cos 6, sen 6), resulta

= ze™Y.

(z+hcos0)(y+hsend) _ _zy
/ — i € e
fz (zy) = lim . ;

y eliminado la indeterminacion mediante la regla de L’ halpibtenemos

Jo(x,y) = }Ill'mo (ycos O + zsen 0 + 2h sen § cos ) e(*+heos ) (ythsen )

=e" (ycosf + xsend) = ezy<(yaz>’ﬂ>>'
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Obsérvese que podemos recuperar las derivadas parcidilesndb la expresion obtenida para las
derivadas direccionales. En efecto

- >

Evidentemente, los conceptos de derivada parcial y doeatise generalizan facilmente al
caso de espacios euclideos de dimensién genérica

~

Definicion 2.15 (Derivadas parciales de funciones escalares)

Seanf : D ¢ R? — R una funcién escalar, dependiente gl@ariables reales,
definidaenD c R?y = € D un punto interior de su dominio. Llamamos derivada
parcial de f en el puntoz ; con respecto a la variable; a

of (®o) A

f(zoy, -+ s zo, + o+ ,x0,) — f (201, %02, Tog)
31‘2‘ _h—>0 h
_im f(Zo+he;)—f(Zo)
h—0 h ’

siempre que este limite exista.
Se llama funcion derivada parcial con respecta;a la funcion
of - . of (*
/ :DCRI—R\. v?ep—»M.
(. S

En el caso general también existen notaciones alterngiasaslas derivadas parciales; entre
las més habituales tenemos

donde la ultima es la notacién que utlizaremos habitualenpata denotar una derivada direc-
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cional. La definicion de éstas es

4 )
Definicion 2.16 (Derivada direccional €r?)

Seanf : D ¢ R? — R una funcién escalar definida e C RY, Ty € D un
punto interior de su dominio, y¢ un vector unitario cualquiera. Se define entoces
la derivada direccional d¢f en el puntoz ( y segun el vector como el limite

/ — AT
— | T = I m

fu ( 0) h—0 h )

si éste existe.

Se llama funcion derivada direccional segin el vector uittar a

foeiDCR?—R\.VZ €D — fo (Z).
N J

Antes de enumerar las propiedades mas importantes de lead3er parciales, centraremos
nuestra atencion en los tres ejemplos siguientes, que magisagede justificacion de dichas
propiedades.

Ejemplo 2.13

En el ejempld.12 utilizamos la definicién de derivada parcial de primer orgara calcular las de la
funciénz = ¢*¥. Habiamos obtenido las siguientes expresiones

folzy) =ye™, [ (zy) =z

Consideremos ahora qyéoma el valor constantg,= ¢, y definamos la funcién (z) £ f (z,y = ¢) =
e“¥; derivando con respectaig resulta

g (2) = ce =ye™ = f; (z,y).
Analogamente, tomandocomo constante una constante= ¢, definiendoh (z) £ f (z = ¢,y) = e
y derivando con respectoyatenemos

W (y) = ce” = ze™ = f, (z,y).

Este ejemplo sugiere que podemos calcular la derivadagbateiuna funcién con respecto a una
variable dada considerando las restantes variables consteettes y derivando la funcidn con respecto a
la primera, como si se tratase de una funcion de una séleblaria

-« >
Ejemplo 2.14

Obtenga las funciones derivada de la funcién definida a $rozo

Y ; . 0 i _
f(xvy):z+m3| (x,y)#(0,0),OSI ('rvy)*(ovo)
(z,y) # (0,0). | Aplicamos las reglas de derivacion estandar a la parteeedaide la definicion y obte-
nemos

2 2 2 2
/ gy _ @ -y

Estas expresiones no estan definidas en el origen de codedgnasin embargo la funcién posee

derivadas en dicho punto; en efecto
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(z,y) = (0,0). | Dado que este punto es singular y la definicionfdeambia con respecto a la de los
puntos adyacentes aplicaremos la definicion de derivadashltado es

f(h0) = f(0,0) . h=0_

/ o
f2(0,0) _fllano h h—0 h L
‘ f(Ovh)ff(OaO) - 0-0
!/ _ — —
f”“'(o’o)iflz[no h 7i|zli>n0 h =0

Por lo tanto las derivadas parciales son en este caso lasrgiggifunciones definidas a trozos

@y (@2 — )z

floy) = T e @700, S (@)= @rr ¢ ) # (0,0),

L, ($7y> = (070) : 0, (:Z?,y) = (0,0) .

=< >
Ejemplo 2.15

Demuestre que la funcion definida a trozos

3 ,
f(z,y)z;Sly#O;OSly:().

posee todas sus derivadas direccionalg®eh) y, sin embargo, no es continua en dicho punto.
Las derivadas direccionales en el origen de coordenadasrvadas por

£(0,0) = lim f(0+ hcosf,0+4+ hsend) — f(0,0) _ lim f(hcos, hsenb)
h—0 h h—0 h

)

dondew = (cos®,sen ). Llegados a este punto debemos proceder con cierto cuiBtadmello consi-
deramos por separado los dos casos:

En este casg = 0y por lo tantof (+h,0) = 0. Ademas el vector unitario €8 = +7'.
En consecuencia

/ o L &ERO) 0
Fiz (0,0) = lim === = lim 5 = 0.
6 # 0 6 «.| Dado quey # 0 podemos escribir que
. f(hcosO,hsen) . h3cos®@ cos*O .
!/ _ — —
13 (0,0) 7i|zli>n() h 7fllli>n0 hsenf  senf flzanoh '

Comaod # 0 6 7 el factor trigonométrico que precede al limite es un numeablien definido y ademas
es obvio que lim_, 7* = 0. Por lo tantof.. (0,0) = 0si# # 06 7.
Reuniendo los dos resultados, resulta que

f=(0,0) =0V u,

es decir, la funcion posee todas sus derivadas direcc®en(6, 0) y son nulas.

Comencemos ahora el estudio de la continuidafled) aproximandonos al origen de coordenadas
por caminos diversos. Se deja como ejercicio la obtencidlosiémites parciales a lo largo de rectas
y = mx. Se tiene que

lim z,y) =0.
(z,5)—(0,0) fay)

y=mzx

Sin embargo, si elegimos un camino un poco mas rebuscadoleariibicay = 3, resulta

| lim &
im =lim = =1.
Mo f(z,y) = lim =

y=z3
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Como los limites parciales dependen del camino de aproximad origen podemos afirmar que la
funcion no tiene limite erf0,0) y en consecuencia no es continua en dicho punto. Este ejemplo
proporciona un caso en el que existen todas las derivadaitinales (y parciales), y sin embargo la
funcion no es continua.

- >

4 )
Teorema?2.4 (Propiedades de las derivadas)

1. En el célculo de las derivadas parciales son de aplicagiéneral las reglas
de derivacion de las funciones de una variable real:

= El procedimiento habitual para calculay,, f consiste en considerar to-
das las variables:; conj # i como constantes y derivar respecta;a

= La Unica excepcidn a esta regla surge en el caso de puntosdardke-
finicion de la funcién es distinta de la definicion en puntogaagntes;
entonces es obligatorio el calculo de la derivada mediantdefinicion.

2. Las propiedades algebraicas de las derivadas parcialdggccionales son
las mismas que las de las funciones de una variable real.

3. La existencia de todas las derivadas direcciongies( ) no es condicién
necesaria ni suficiente para qlfe(?) sea continua enc o.

2.4.1 Interpretacién geométrica de las derivadas

La derivada de una funcién escalar de una variablefréa) tiene un significado geométrico
claro: representa el valor de la pendiente de la recta témgéda grafica de la funcion en el punto
(z, f (x)). La derivada direccional de una funcion escalar multivéeigposee un significado
semejante.

Sea una funcién escalgr: D ¢ R* — R con derivada direccionaf.. (‘@) en el punto

‘@ € D. Para comprender el significado geométrico de la derivagaaional introducimos los
siguientes elementos:

= La gréficaS de la funcion , es decir, la superficie

S={(z,y,2) €R* \. (m,9) €D, z= f(2,y)} .
= Larectal que pasa por el punta y tiene como vector directora,l: = (t) = a@ +tu.

= El planoII que contiene el punta’ y los vectoresu’ (por lo tanto contiene a la rectpy
—
k

= La curvaC formada por la interseccion de la superfiSig el planoll
Observando la figura, es obvio que a cada pGFte) = @ + ¢, situado sobré, le corres-

ponde un punto situado sobfecuya altura o cota ef (@ + tu).
Podemos entonces considerar a la cdrveomo la gréfica de la funcién

U(t)=f(ad+tu),
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Figura 2.13: Interpretacion geométrica de la derivada direccional

definida siempre qu@ + t@ € D. Para cada valor de la derivadad’ (t) es la pendiente de la
recta tangente @ en el punto correspondiente.aAhora bien, se cumple que

f(ad+hrw) - f(d)

v (0) = tim LOXPM =¥ _ i, > — 1L (@),

h—0 h h—0

es decir, la derivad@} (¢ = 0) coincide con la derivada direccional dez) en el puntoa,
segun la direccion orientada . Por lo tanto el numergf’ﬁ (3) = f’H (az, ay) Nos da la pen-
diente de la recta tangente a la superfitien el punto(a, a,, f (ax,ay)) y Segun la direccion
definida poru.

2.5 Derivadas parciales de orden superior

De forma similar al caso de funciones escalares de una i@ri@sulta posible definir deri-
vadas de orden superior de las funciones escalar@$.€bomo no es muy habitual trabajar con
derivadas direccionales de orden superior nos limitaremgoducir las derivadas parciales de
orden superior de una funcién escalar.

Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar definida en el abieRaz RY. Si f tiene derivada
parcial de primer ordef; , entonces la derivac(af;i); , Si existe, se denomina derivada parcial
segunda d¢ respecto de las variablesy z;. Se denota como

2
1= (1)), 6 gt 2 ().
~ J xjO0x;  Ox; \ 0x;

El lector ya habra notado la diferencia en el orden con queeapa las variables; y x; en las
dos notaciones. Reiterando el proceso se obtienen desiyeataiales de ordenes superiores al
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»
Ll
t

t=0=7a

Figura 2.14 : Interpretacion geométrica de las derivadas (corte)

segundo. Si existe la derivada de orderfm(’:m)j...xk, podemos definir las siguientes derivadas de
ordenn + 1

/
n n n+1
o bien
anf _ i anf _ an—i—lf
Oxg - 0x;0r; ~ Om \Owg - 0x;0x;)  OxOxy - Ox;0x;
Ejemplo 2.16

Calculemos como aplicacion de las definiciones anteriaesérivadas parciales de orden dos de la
funcionf (z,y) = 23 + 22y® — 2y%. Segun las reglas de derivacion habituales tenemos

Of(xy) = 32?4 2273, of(xy) = 3z2%y? — 4y,
Or dy
y por tanto las derivadas de orden dos seran
2
8f(l',y) — 6£C+2y3, 8f($,y) _nyQ,
) 0?2 28:1(75‘y )
9°f (z,y) 2 O f(z,y 2
= 4
Oyox bxy™, Oy? 67y
- >

El hecho de que en el ejemplo precedente se verifique la igﬂxj@) (z,y) = fﬁ) (z,y)
no es una simple coincidencia; en la practica las derivadesggbes cruzadas o mixt@%f,) y

fﬁ;) son iguales para buena parte de las funciones que podemm#trancAntes de enunciar
el teorema que establece las condiciones bajo las cualesrgsecla igualdad de las derivadas
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cruzadas debemos introducir los siguiente conceptos:
( )
Definicion 2.17 (Funciones de clagé’)

Si f es continua e o se dice que es de clag€ enx (. Andlogamente, si todas las
derivadas parciales d¢ hasta orden estan definidas cerca d€, y son continuas
enx, decimos qué es de clas€” enz .

Por extension, sf es continua erD se dice que es de clage’ en D. Si existen
todas las derivadas parciales gehasta orden y son continuas e, decimos que

fesdeclas€” enD.
N

/ )
Teorema?2.5 (Teorema de Clairaut)

Seaf (z,y) una funcion de clas€? en(xg, yo); Se verifica entonces que

82f($07y0) _ 32f(x07y0)
Oyox oxdy

Anéalogamente, sf (z,y) es de clas&? en el interior de su dominio de definicion
D se cumple que

0% f B 0% f
dydx  Oxdy’

VY (z,y) € D.

El reciproco no es cierto, es decir, la igualdad de las datas cruzadas no implica
que la funcion sea de clage?.
N S

Ejemplo 2.17

Para verificar la falsedad del reciproco de este teoremadssamos la funcién definida a trozos

_ Jay?sen(1/y), y #0,
f ((E, y) -
07 y= 07
y calculemos todas sus derivadas parciales hasta orden dos.
Como ya hemos comentado previamente los puptes0 , donde la definicion de la funcion difiere
de la de los puntos adyacentes, son un caso especial querssiatamiento aparte.

Es facil comprobar que las reglas de derivacién dan lugas sidmientes expresiones

fi(xz,y) y?sen(1/y), f;(x,y) 2yx sen(1l/y) — x cos(1/y),

f;’y (z,y) = 2ysen(l/y)— cos(l/y), f;’l (z,y) = 2ysen(l/y)— cos(1l/y).
Laigualdad de las derivadas cruzadas es debida en estequastegfuncion es de clage?. En efecto,
cuanday # 0 todas las derivadas hasta orden dos son continuas ya quéesealtomo suma, producto

y composicion de funciones continuas.

Aplicando la definicion de derivada parcial obtenemos

/ o fz+h0)—f(x,0) . 0-0

fo (2,0) = lim N = lim —— =0,

/ - f(x,h)—f(z,0 . xh? 1/h) =0
fy(z,o):]![no (z )h (z ):]ianOx Sen(h/ ) o
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Derivando de nuevo para obtener las derivadas de ordensidtare

fi(x,h)— fl(x,0) h2sen(1/h)—0:

9 o o

Tay (2,0) = ilzL»O h N flzlao h 0
. f/(‘r+h’ﬂ0)7f/(zﬂ0) . 0-0

" _ m Yy Yy _ m —

Fya (2,0) = }ILI—»O h _}ILI—>O 0

Por lo tanto las derivadas cruzadas también son igualeslogan 0, y sin embargo no son continuas;
comprobémoslo en el caso particularen gue y = 0

foy(zy) = lim (2ysen(1/y) — cos(1/y)) # 0.

li
(z,5)—(0,0) (z,5)—(0,0)

- >

EL teorema de Clairaut se generaliza sin gran dificultadsal de funciones eR?. El teorema
generalizado se enuncia como

p
TeoremaZ2.6
Sif: D c R? — R es una funcién de clasé” en@ € f), entonces el valor de
las derivadas parciales de orderen @
o f (o)
3.’Ek cee 3.%]‘3.732‘,
no depende del orden en que se eligenaariableszy, . . ., z;, z;. La propiedad
reciproca no es cierta.
\\

S 2.A Representacion de superficies cuadricas

Como ya hemos comentado las ecuaciones asociadas a funcmmeuas de tres variables
definen en general una superficie en el espacio. En este sniteestudiaremos de forma sis-
teméatica las superficies asociadas a las ecuaciones delsggyanlo.

p
Definicion 2.18 (Superficie cuadrica)

Una superficie cuadrica es la grafica asociada a una ecuac#isajundo grado
en las variablesz, y, z), 6 (x1, 22, x3), €s decir

Z CijT;Tj + Z dix; +e =0,
7

4,J

cong;j,d; y e cantidades reales.

Mediante rotaciones y traslaciones, la ecuacion antetued@ reducirse a

() () ()=
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dondeu, b, ¢ son nimeros reales positivos= 162,k = 00 1ys;, s, = +1.2 Para caracterizar
estas superficies como la grafica de una funciéns f (z,y), son necesarias dos funciones
escalares. En efecto, si= 2

mientras que

cuandon = 1.
2.A.a Elipsoide

Una de las superficies cuadricas mas habituales es la edddeaqjue el elipsoide definido por

() + G+ ()=,

a b c

es una generalizacion inmediata. En general seguiremosgadimiento estandar para repre-
sentar graficamente estas superficies: determinaremo®iies ce la superficie con los ejes
coordenados, obtendremos las expresiones de curvas tlg saeciones, y finalmente estudia-

remos la acotacion (o falta de ella) de la superficie.

Interseccién con los ejes

Los puntos de corte con los ejes coordenados de una supérficig, z) = 0 se obtienen
resolviendo las ecuaciones

Corte con el eje X, ¢(x,0,0) = 0,
Corteconeleje, ¢(0,y,0) = 0,
Corte con el eje Z, ¢(0,0,z) = 0,

que en el caso del elipsoide dan lugar a los seis puntos sitgsig-a, 0, 0), (0, £b,0) y (0, 0, +c).
Estos puntos se denominan vértices del elipsoide.

Curvas de nivel

Las curvas de nivel se obtienen al imponer gueme un valor constante; asi

2 2 2

T Y d

z=d= 5 +>5=1-—=
a? = b2 c2’

y teniendo en cuenta que el miembro de la izquierda es una deroaadrados se deduce que

|d| < ¢, es decir, que no existen curvas de nivet si —c 0 Siz > c. Introduciendo la funcion

¢(d,u) = /|1 — d?/u?| las ecuaciones de las curvas de nivel vienen dadas por

(@)Z (bC(Z,c>>2 =1 <o

es decir, se trata de elipses con semiejg¥, c) y b((d, c). Si|d| = ¢ la elipse queda reducida
al punto(z, y) = (0,0).

3Se excluyen cuadricas degeneradas, tales como

(B (B 106 (2 (2" (5 =

La primera es el conjunto vacio y la segunda define Unicanedmmeégen de coordenadas.

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



84 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

Secciones

Se obtienen de forma analoga imponiendo guey tomen un valor constante.

Como el miembro de la izquierda es una suma de cuadradosugopslotra vez quél| < a,
o lo que es lo mismo, no existen secciones verticales gi [—a, a]. Utilizando de nuevo la
funcion ¢ las ecuaciones de las secciones d son

<bC(Z, a)>2 + <CC(; a)>2 =1, |d < a,

por lo que también se trata de elipses (o del pupta) = (0,0) si |d| = a). Dejamos como
ejercicio que el lector establezca que las seccignesd son elipses con semiejeg(d,b) y

b((d,b).
De todos estos resultados se deduce que el elipsoide es pedicga acotada, ya que se

encuentra inscrita en el paralelepipedd < a, |y| < by |z| < ¢, centrada en el origen y
simétrica con respecto a los planos coordenados.

Figura 2.15 : Elipsoide

El aspecto general de la superficie es el que se muestra eara déigguematica de la pagina
precedente. A continuacion mostramos la gréfica, alguraasde nivel y la seccién = 0 del
elipsoide de ecuaciaor? /4 + y? + 22 = 1, elaborados con MAPLE.
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Z=sqrt(L-x"2/4-y"2)

2

Elipsoide de ecuacion®/4 + % + 22 = 1.

Curvas de nivel.

Z=sqqrt(L-x"2/4-y"2), y=0O

Secciény = 0.
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2.A.b Hiperboloide de una hoja

La superfice llamada hiperboloide de una hoja (llamda asigaomes que se haran evidentes
mas adelante) esta definida por la ecuacion

()~ -

Siguiendo el procedimiento que hemos establecido paragrafstas superficies tenemos:

Interseccién con los ejes

Estas superficies no presentan puntos de corte con £l gjs puntos de interseccién con
los ejesX eY son(=+a,0,0) y (0,+d,0), respectivamente.

Curvas de nivel

Imponiendo que la coordenaddome un valor constante resulta

2 2 2

T Y d

z=d=—S+5=1+—5.
a? = b? c2

Dado que los dos miembros de la ecuacion son siempre p@sitovpodemos imponer ninguna

restriccion sobre la constanfdo que nos permite asegurar que existen curvas de niveludaalq

ra que sea el valor de Definiendo(d,u) = /1 + d?/u?, deducimos que las curvas de nivel

son elipses de ecuacién
o 2 y 2
(aaia) +Geg) =1 ve

Secciones

Nos limitaremos a estudiar las secciones con planesd, dejando las que corresponden a
intersecciones con plangs= d como ejercicio para el lector.
2 22 _ d2
[

Tampoco existe restriccion alguna sobre los valoreseateesta caso. Debemos distinguir tres
situaciones segun los valoresdleSi |d| < a, obtenemos

(bC(Z,a)>2 - (ﬁa))Q =1,

que es la ecuacion de una hipérbola que corta & &je los puntog = +b((d, a); en particular
sid = 0 los puntos de corte san= +b. Por el contrario, sid| > a la expresion precedente se

reescribe como
2 2
(i) (i) -
c((d, a) b¢(d,a) ’

que es la ecuacion de una hipérbola que corta alegn z = +c((d,a); cuandod = 0
tenemos: = +c¢ simplemente. Finalmente, |8i = a, las hipérbolas se reducen a dos rectas con
ecuaciones
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La superficie no se encuentra acotada: las curvas de nivelexjsten para culaquier valor
de z, son elipses cuyos semiejes son funciones crecientes|.dél aspecto general de esta
superficie puede observarse en el siguiente esquema

Figura 2.16 : Hiperboloide de una hoja

gue muestra que la superficie esta centrada en el origen mégisa con respecto a los planos
coordenados. Las tres figuras siguientes fueron realizamaMAPLE y representan de forma
mas precisa la gréfica, las curvas de nivel y la secgiéa 0 del hiperboloide de ecuacién
2?4 +y? -2 =1,

XN2/A4+yN2-Zz"2=71

Hiperboloide de ecuaciar’ /4 + y? — 2% = 1.
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XKN2/ A4+ yYyN2-2"N2=1, z=cCcte

Curvas de nivel.

XN2/A4+yN2-2z"2=1, y=—0O

F 10000 0000 ERrREE
NEGobNONBORRENSOD

[ [N

R

N
pepe
eos

Secciény = 0.

2.A.c Hiperboloide de dos hojas

Esta superficie esta definida por la ecuacion

B +@ -G -

dondea, by ¢ son cantidades reales positivas.

Cortes con los ejes

La superficie corta al ej& en los puntog0, 0, +¢), pero no existen puntos de corte con los
ejesX eY lo que sugiere que la superficie no corta o no toca el plo Para demostrar esta
aseveracion efectuamos la substitucidr= 0 en la ecuacion del hiperboloide de manera que
obtenemos
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ecuacion que no admite soluciones reales pa&g.

Curvas de nivel
Al substituir z = d en la ecuacién de la superficie obtenemos

2 2 2
Y d

Como el miembro de la izquierda es no negativo debe cumpjuse®? /¢ — 1 > 0, o lo que

es lo mismo|d| > c. Esto implica: a) que no existe superficie dentro de la regidnprendida
entre los planog = —cy z = ¢, y b) que la superficie no esta acotada. Utilizando la natacio
habitual((d, ¢c) = \/d?/c? — 1 las curvas de nivel se escriben

Por lo tanto, la curvas de nivel son elipses con semigjés, c¢) y b¢(d, c).

Secciones
Exigiendo ahora que tome un valor constante, resulta

2 2 2
z Y d
ecuacion gue muestra otra vez que la superficie no cortarad pi&”. En efecto, el valor mas
pequefio que puede tomaf corresponde d =0y es

2
|2|min :C\/l—l-:Z—Q >c.

El menor de estos valores|,,,;, = ¢ se obtiene cuandg = 0. Con la definicion de la funcién
£ la ecuacion de las secciones se escribe como

(i)~ Gar) =

expresion que define una hipérbola que corta alegm los puntog = +c£(d, a).
El aspecto cualitativo de este tipo de superficies se muestie@asiguiente figura

z

- |
(C——
A—

Figura 2.17 : Hiperboloide de dos hojas
Esta junto con la figur&.16 explican el porqué de los nombrekiperboloides de una y dos

hojas .. Se observa claramente que la superficie no estd acotadappspre simetria de reflexion
con respecto a los planos coordenados.
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La grafica y la secciop = 0 del hiperboloider?/4 + y2 + 22 = —1, obtenidas con MAPLE,
se muestran en las dos figuras siguientes

XN2/ A4+ yN"N2-=z2"2=—71

Hiperboloide de ecuacian? /4 + 3> — 2% = —1.

XN2/A+yN"N2-z2z"2=—1, y—0O

Secciény = 0.

2.A.d El Cono

La ecuacion que caracteriza un cono viene dada por
T\ 2 Y\ 2 2\ 2
() +G) -(G) =0
a b c
donde, como en los casos precedentes, las tres constahtes son positivas.

Interseccién con los ejes

Las intersecciones con los ejes ocurren simultaneamermtieoegen de coordenadés, 0,0),
de manera que podemos afirmar la superficie converge de dlgumaen dicho punto.

Curvas de nivel

Exigiendo que: = d tenemos
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y definiendoy(d, u) = d/u parau # 0 podemos reescribir esta ecuaciéon como

Asi, las curvas de nivel son elipses con centro en el origarodelenadas, con ejes de simetria
X eY,y con semiejesy(d, c) y by(d,c). Cuandod = 0 la curva de nivel se reduce al origen
de coordenadas.

Secciones

Las ecuaciones que determinan los cortes con planos Vestica- d son

2 2

2 2 = 'y(d,a)Q,

es decir, son hipérbolas cuyas ramas cortan alZegn los puntos: = +c¢v(d,a). Cuando
consideramos la seccion con el plane- 0 las dos ramas de la hipérbola se reducen a las rectas

e
z==£-y.
by

Se deja como ejercicio para el lector la obtencion de lasesiqmes correspondientes a las
secciones con plangs = d. Al reunir los diversos resultados obtenidos hasta ahorgesel
aspecto genérico de un cono tal como se muestra en este @squem

Z

Figura 2.18 : Cono

gue pone de manifiesto la simetria especular de la superfinieespecto a los planos coorde-
nados y el hecho de que no esta acotada. Las dos figuras ségumenestran de una forma mas
precisa la grafica y la seccign= 0 del cono de ecuaciar’ /4 +y? — 22 =0
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Cu

N2/ A+YyN2-Z~2=0

Cono de ecuacion? /4 + y? — 2% = 0.

XKN2/A4A+yN2-2"2=0, y=0

Secciény = 0.

2.A.e El paraboloide eliptico
Finalizamos esta seccién dedicada a la representaciortayidi las superficies cuédricas

con el estudio de los dos tipos de paraboloides. Abordar@mimero la representacion de los
paraboloides elipticos definidos por

T\ 2 Y 2 2
ERORE
a b c
dondea, b y ¢ son cantidades positivas. Multiplicando &mbos miembros: gadefiniendoa =

a/\/c,y b =b/\/c, resulta
2+ ) -mo

A diferencia de las cuadricas que hemos estudiado hasta,a@®posible caracterizar esta su-
perficie mediante una séla funcion escalar
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T\ 2 Y\ 2
() (1)
(a> b
La forma de la funcion revela que los valoreszdgon necesariamente positivos o cero; por lo
tanto la superficie esta restringida al hemiespacio superio

Cortes con los ejes

La superficie corta a los tres ejes en el origen de coordendddmecho coma > 0 sobre la
superficie, ésta toca el pladdY” en dicho punto.

Curvas de nivel

Es muy facil deducir que las curvas de nivel son elipses cotma@en el origen y semiejes con
longitudesav/d y bv/d, situados sobre los ejes coordenados. En efecto, impanigunet: = d
resulta

2 2

z Y

St =d

Como el miembro izquierdo es positivo o cero concluimos gue 0. No existe ninguna
otra restriccion sobre la constaniecon lo cual podemos afirmar que el hiperboloide no esta
acotado.

Secciones

Por lo que a las secciones con planos verticalesd o y = d se refiere, tenemos:

2 2

Y d
y=d= z—x—Q—i—d—.
a b2

Se trata en ambos casos de parabolas verticales que coejarZagn los puntos = «(d, a)?
y z = v(d, b)? respectivamente. Utilizando toda esta informacion podeetaborar el esquema
gue se muestra a continuacion

Figura 2.19 : Paraboloide eliptico
Resulta evidente que la superficie no esta acotada y tamb&mstria especular con respecto

a los dos planog = 0 ey = 0. Las dos figuras que se muestran a continuacion representan |
gréfica y la secciony = 0 del paraboloide eliptico de ecuacioh/4 + 32 — z = 0.
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XN2/4+yN2-Zz=0

Paraboloide eliptico de ecuaciéh/4 + 3> — 2 = 0.

XN2/A+yN2-z=0, x<<1

Secciony = 0.

2.A.f El paraboloide hiperbdlico

Los paraboloides de tipo hiperbdlico son la gréfica de uneidunde la forma

_/m\2 Y 2

=) -6)
definida en todd®?. Utilizamos los pasos habituales para obtener la gréaficaxapada de la
funcion.

Cortes con los ejes

La superficie corta a los tres ejes en el origen de coordenkddgerencia con respecto a
los hiperboloides de tipo eliptico es queuede tomar valores positivos y negativos, es decir, la
superficie corta el plan&Y en dicho punto en vez de ser tangente al mismo.
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Curvas de nivel

Procedemos de la forma habitual y substituimas d en la ecuacion de la superficie

2 2
Y
g—b—QZd, d>0,
2 2
y X

En el primer caso estamos ante hipérbolas que cortan & &ja los puntos: = +av/d,
mientras que en el segundo las ramas de las hipérbolas @regg@Y eny = +b\/|d|. En
ninguno de los dos casos existe restriccion sdbpaiede tomar valores arbitrariamente grandes

0 pequefios, de manera que la superficie no esta acotada.

Secciones

Las expresiones definitorias de las secciones correspuasia planog = d ey = d son

2 d2
r=d= Z:_Z_Q—i_?’
22 &P

y:d:> Zzg—b—Q,

Se trata de pardbolas verticales; el punto de corte con & ejgz = ~(d, a)? para planos
r =d,yz = —~(d,b)? cuando los planos son del tigo= d.

Utilizando estas expresiones para realizar una represéntgrafica cualitativa deducimos
gue los hiperboloides hiperbdlicos presentan el siguiaspecto

x é’_j y

Figura 2.20 : Paraboloide hiperbdlico

donde se aprecia que la superficie no esta acotada y su siregécular con respecto a los
planosxz = 0 ey = 0. Por ultimo mostramos en tres figuras, realizadas con MARLgrafica

y las secciones = 0 ey = 0 del paraboloide hiperbdlico de ecuaciéty4 — 3> — z = 0.
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XxXN2/4-y"N2-z=0

Hiperboloide hiperbdlico de ecuaciai/4 — y* — z = 0.

XN2/4-yN2-z=0, y=0O

Secciénr = 0.

XN2/Q4-yN2-Zz=0, x=0

Secciony = 0.
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S 2.B Caracterizacion de regiones delimitadas por superfici es cua-
dricas

Nos centramos a continuacion en la caracterizacion simgkglinos dominios d&? limi-
tados por algunas de las superficies cuadricas que acabametudiar.

Ejemplo 2.18

Parametrizaremos la region soliéialimitada lateralmente por el hiperboloide de una h@ja +
y?)/4 — z? = 1y horizontalmente por los planes= +2. La region se dibuja de manera esquematica
en la siguiente figura.

Figura 2.21 : Parametrizacion del hiperboloide de una hoja

La propia definicion de la region impone que la coordenasidlo puede tomar valores en el intervalo
[—2, 2]. De la figura se deduce que, para un valor dado, las coordenadas y estan constrefiidas por
el disco cuya frontera es la curva de nivel de valor constante

Ahora bien, hemos visto que las curvas de nivel
de un hiperboloide de ecuacién

2 2 2
| ORIDEON
a b c
son elipses con semiejeg/1 + z2/c2y by/1 + 22/c2.
Como en este caso= b = 2 las curvas de nivel
son circunferencias de radio

R(z)

o = —R mar = R R(z) =2v1+ 22

Por otro lado sabemos que una caracterizacion
simple del disco de radi(z) centrado en el ori-
genes

7€ [-RE)RE), ye [-VREE - VREE - ),

HighiandZ2qUetsteanaienntalislesihiprrealetsitrdenadasieads de la regida se puede escribir como
de una hoja

z €[-2,2]
Q=1 (z,y,2) €R? \. z € [-R(z), R(2)]
Y€ {f\/R(z)Q —22,\/R(2)% — :172}

La parametrizacion en coordenadas cilindricas se obtieriertha inmediata, sin mas que utilizar la
caracterizacion de un disco de radi¢z) en coordenadas polares. Asi, podemos escribir que

Q= {(r,@,(b) e R? \.;0€[0,2m),z € [-2,2],r € [O,R(z)]}.
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Como ya se ha comentado en varias ocasiones, la caraci@nidaawina regién no es Unicay es posible
encontrar diversas caracterizaciones y en distintossistele coordenadas. En el caso que nos ocupa, el
lector no encontrara dificultad en aceptar que la planta aigian? es un disco de radi(+2) = 2/5.

Por lo tanto

gelo,2n], re [0,2%}.

El problema que se plantea al adoptar este punto de vistaedegjualores de estan restringidos de
forma complicada por los valores deUtilizando la figura deducimos

que dentro del cilindro interior de radi®(0) =
2 la coordenada varia libremente dentro del in-
tervalo [—2, 2]. Sin embargo, cuand® < r <
21/5, existen dos valores limite,, y z, tales que

2z €[-2,zm) U 24,2].

FijAndonos de nuevo en la figura, observamos
gue estos dos valores deorresponden a puntos
del hiperboloide, cuya ecuacién en coordenadas
cilindricas es

O m = —1/— —1.
< - Z 4

Es evidente que cuando< 2 la ecuacion no
admite soluciones y por tanto no resulta posible
. definir z,,, y z,. Cuandor = 2 se cumple que
zm = zz = 0y en consecuenciac [—2,2]. En
definitiva, podemos caracteriz&rcomo la union

de dos regjanes . . .
|guragi.£$: Parametrizacion alternativa.

0 € [0,2m) 6 € [0,2m)
Q={(r0,¢) cR3\. | z€[-2,2] U< (r,0,¢) € R®\. r € (2,2V5]
r e [0,2] z €2, z2m] U [24, 2]
- >

Ejemplo 2.19

Abordamos ahora el estudio de la regién séfidamitada lateralmente por el paraboloide de ecuacion
z = (2% + y?)/4 y superiormente por el plano z=4.
Como resultado obvio de la definicion eémponemos que < [0, 4]. Para un valor
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Figura 2.24 : Caracterizacion de un paraboloide

fijo de z, las otras coordenadas tomaran valores
tales quer? + y2 < R(z)?, dondeR(z) es el

y radio de la curva de nivel de valor constant&u
expresion se deduce trivialmente de la ecuacion
del paraboloide

z:—x+y¢x2+y2:4z

4
= R(z) = 2y/2.

Es decir, las curvas de nivel son circunferencias
de radioR(z) = 2+/z. Por lo tanto las coordena-
dasz ey pueden tomar cualquier valor dentro del
disco cerrado limitado por dicha circunferencia.
Asi, paraz dado

e [-2vz,2Vz], ye [—\/4,2—302,\/4,z—352}7

de manera que la caracterizacion simple de la re-
gion es

Figura 2.25: Corte horizontal en un paraboloide

z € 10,4]
Q=1 (z,y,2) €R? \. v € [-2V7,2//7]
Yy e [—\/42 — 22,4z — :172]
La caracterizacion en coordenadas cilindricas es alin médlaeUna vez conocido el intervalo de va-

riacion de la coordenaday sabiendo que las curvas de nivel son circunferencias de fid), podemos
escribir

z €10,4]
Q=1 (r0,2) cR> \. 6 € [0,2m)
r € 1[0,2/z]
Una forma alternativa de caracterifaconsiste en delimitar los limites de maxima variacion @y,
y determinar los valores permitidos den funcién de los que tomene y en cada caso. Con este objetivo
consideramos la planta deen el planaX'Y. Esta se confunde con kdapa superior de la region, que
es el disco de ecuaciart + y? < 16. Si permitimos que: e y varien dentro del mismo, tenemos

re[-4,4, ye {\/16—952,\/1671:2} .

Ahora debemos obtener el intervalo de valores permitidos densiderando una seccion vertical cual-
quiera, apreciamos que€ [z, 4], dondez, gcorresponde a un punte, y, z,) situado sobre el parabo-
loide. Por lo tanto:
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Figura 2.26 : Parametrizacion de un paraboloide en cilindricas

$2 + y2
Zs = T
y en consecuenciac [(z? 4 y*)/4,4]. Asi, la nueva caracterizacién simple en coordenadassézmes
viene dada por

x € [—4,4]
Q{(z,y,z)ER3 \. [ye[ 1 17,\/16:1:]]},
Yy

z e (2% +¢?)/4,4]

o M

y de forma analoga tenemos

6 € [0,2m)
Q{(T,H,Z)ERB \[ r € [0,4] ]},
ze[r2/4,4}

en coordenadas cilindricas.

- >

S 2.C Algunos trucos para el calculo de limites

2.C.a Limites de funciones racionales

Como se indica en el titulo abordamos el estudio de limitdamk2ones de la forma

fle) = Ft,

dondeP (z,y)y @ (x,y) son polinomios en la variablese y. Si el denominador no se anula
«cerca de(xg,yo) las propiedades de los limites establecen que

Q(x,y) Q(I'O,yo)

[im = .
(@,y)—(zo,y0) P (z,7) P (x0,y0)

Si, por el contrario,P (xo,y0) = 0 no podemos aplicar la propiedad correspondiente al
cociente de dos funciones y el calulo deviene mucho mas ocadpl No obstante, existen cir-
cunstancias que nos permiten descartar de inmediato temsis del limite, como por ejemplo:
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1. Existe una curvg = ¢(x), que pasa pofzo, yo), Y tal queP (z, p(x)) = 0.
Basta con considerar el limite parcial

] Q(zy) . Qz,0(x))

lim ——7 = |lim =———*% = 0,
()=o) P (w,y) ~ wm P (x,9())

y=¢(z

para descartar la existencia del limite. Por ejemplo, laitmf (z,y) = zy/(z —y) esta
definida en tod@®?, excepto en la recta= x que pasa por el origen; por lo tanto el limite
parcial a lo largo de dicha recta no existe.

2. La potencia mas pequefia del numerador es inferior a lamderias potencias del deno-
minador.

Antes de demostrar la validez de esta afirmacion supodrem@$iemos reescrito los
polinomios en funcién de las variablés= x — xg e § = y — yo de manera que cuando
(z,y) — (xo,y0) €l par(z,y) — (0,0). Supongamos que las potencias méas pequefias de
los polinomiosP y @ en las nuevas variables so s respectivamente, de manera que

P('i'7g) = Znﬁgzranmi'ngm+"'7
QUa5) = o B 4

Estudiemos los limites parciales a lo largo de rectas quenpga el origen de coordena-
das

jim Q&) iy QEAT) i lim 7"
(f@;go,mP(%y) 0P (2,A7)) Y g amEs0
ntme=r
Sir < s, resulta que
@5)-00) P (2,9) ’
Y=A\T

es decir, el limite parcial no existe lo cual descarta laterisa del limite de la funcion

cuando \"¥) = @ovo)

3. Si la potencia mas pequefia del numerador coincide contém@a mas pequefa del
denominador es altamente probable que el limite tampo&iaeXsir = s, el limite
parcial es

Z Opm A

&9)—(00) P (Z,7 m
(34)00) (Z,9) > BumA
n—l—r’;zn:r

gue depende en general de la pendiénie que impide la existencia del limite. En aque-
llos casos en los que los coeficientedel numerador y los coeficientgslel denominador
coincidan el limite parcial por rectas vale la unidad inadejfientemente del valor dg y
por lo tanto no podemos descartar la existencia del limite.
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2.C.b Calculo de limites en coordenadas polares

En coordenadas polares el origen de coordenadas se caeptaquer = 0. Por el contrario
el angulof no tiene un valor bien definido. Por ello
(z,y) — (0,0) =r — 0, § = indeterminado
Asi, es correcto escribir que

L= lim z,y)=Ilim f(rcosf,rsenf),
(w)ﬁ(ovo)f( y) = lim f( )

donde se admite quevaria libremente com. Supongamos qugé(r cos @, rsen ) se descom-
pone como producto de dos funciongs’) y ¢ (r, ), de forma que

L = 1im ¢(r) lim ¥(r,0),
r—0 r—0
y supongamos también que se cumple que

lim,_op(r) = 0,
[9(r, 0)| < K,

dondeK es un numero real positivo. Entonces

L=0.

Consideremos, por ejemplo, el siguiente limite

I— im 20%(y +1) +y* lim 2(rcos 0)%(rsenf + 1) + (rsen 0)?
C (@y)—(00) 272+ y? =0 2(r cos )2 + (rsenf)?
2 cos? 6 + sen? 6 ; sen 6 cos? 6
m mrr
r—02cos26 +sen?20 r—0 2cos?26 + sen20
sen 6 cos?

=1+ Ilim~lim .
r—0 r—02cos26 + sen? 6

Como2cos? § + sen? § > |sen f| cos? 0, cualquiera que sea el valor deel segundo sumando
es el producto de un factor que se anula por otro que, en Jadotdo, es menor que la unidad.
Por lo tanto

L=1.

Por el contrario, sL. = [,15(#) la dependencia en el angulo refleja que el valor al que tiende
la funcion depende del camino de aproximacion al origen oauél podemos afirmar que el
limite no existe. Dado, por ejemplo, el siguiente limite

2 2
, + 1)+

L= [im ryrry ( )ty ,
(@y)—(0,0) 222+ y?

llegamos de forma analoga a que

. cos?0 +sen26
L=1Iim ,
r—0 2 cos2 0 + sen?

y comoL depende de la forma de la funcié(vr), concluimos que el limite no existe.
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Problemas

Problema 2.1Determine el dominio de definicién y la imagen de las sig@igftinciones

@F: @) == O)f ()~ e

©F (my) =l =a), @F:@p.2) = ey
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104 TEMA 2. FUNCIONES REALES ESCALARES

@ Problema 2.2Dibuje de forma aproximada las curvas de nivel de las sigessiunciones:
1 f(zy)=20+y—2

2. f(zy)=c/1—(2)° (1)

28
SN—
()
I
—
S
SN—
()
|
—

3. f(z,y)=c\/(

Problema 2.3Utilice los sistemas de coordenadas que se indican paretedrar de forma simple las
siguientes regiones:

1. Caracterice en coordenadas cilindricas y esféricagiarre > ¢\/z + y.
2. Caracterice en coordenadas cartesianas y cilindricagitan sélida dada por
2 2
(E) +(%) —z2§0, con 0<z<e.
a

3. Caracterice en coordenadas cartesianas y cilindricagitan sélida delimitada por el elipsoide de
ecuacion

ORIORIOES

Problema 2.4Demuestre que no existe el limte de las siguientes funcicueasdo(z, ) — (0, 0):

:172ny y2

(a) f(x’y)::c?i—gy?’ (b) f(x’mﬁ{yz’ 2} 1
expr° — —

© flew) =g @) flay)= T

Problema 2.5Calcule (si existen) los limites que se proponen a contidnac

_ oty o)
((I)f(:l?,y) \ .I'2 3'927 ( ay) (273>5
(b)f(l’,y):%, (m,y)—>(0,0),

_ sen(a? + %) o)
(C)f(l',y) - .I'2+y2 ’ ( ay) (070>5

@f (o) =osen (55 ) @) = 0.0

Problema 2.6Estudie la continuidad €R? de las funciones que se proponen mas abajo. En caso de que
existan discontinuidades redefina la funcion (si es positddorma que sea continua.

r+y

62(I+y2)

1 o0 9.2
2. J@y) = (x—il-y)gx 29

Problema 2.7 Halle las derivadas parciales de primer ordériz,y) y f, (z,y) de las siguientes
funciones aplicando directamente la definicién. Verifigueesultado obtenido utilizando las reglas de

derivacion estandar. .
@) f(z,y) =2%y, ) f(z,y) =y (©)f(z,y)=e""

. Problema 2.8 Halle las derivadas parciales de primer ordériz,y) y f, (z,y) de las siguientes
funciones en todos los puntos de sus dominios de definicidn:
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L [ (,y) = e
T 2
2. 1 (ay) = = paraa.) £ 0.0)y f (.9) = (0,0).

3. f(fc,y)=§paray#0yf(x,y) =08iy=0

Problema 2.9 Halle las derivadas direccionalgs (0, 0) de las siguientes funciones

sen(z?) — sen(y?) log(1 +a* +¢*)
f(:z:,y){ T—y vEY f(fl?;y){ TEY

-y
Problema 2.10 Sea

0 T=1y 0 =1y

zy(@? — y?)
fz,y) { T2ty (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

Demuestre que:

0% f y 0%f
" 0x0y T Oyox’

2. Existen derivadas parciales (hasta orden dos) que nastinuas en el origen de coordenadas.
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Tema 3

Diferenciabilidad de las funciones reales escalares

3.1 Introduccion

Sabemos que la gréfica de una funcién continua no tiene husaltss o roturas. ER una
funcién con derivada tiene una gréfica continua y suave,esstsin picos ni dobleces abruptas;
la grafica admite una recta tangente en todos sus puntoan®argo, en el caso de una funcion
de varias variables la existencia de las derivadas de pomen no garantiza siquiera la conti-

nuidad de la funciéon . Como ejemplo caracteristico hemdse wgise las derivadas direccionales
de la funcion

x3 .
f(m,y):?SIy#O; f(l’,O):O,

estén bien definidas €0, 0) cualquiera que sea el vector director. Sin embargo la funodes
continua en dicho punto y su aspecto no es nada suave tal @moestra en la siguiente figura

Figura 3.1 : Gréfica de una funcién no diferenciable

Es licito preguntarse como es posible que una funcion seardisua en un punto si tiene bien
definidas todas sus derivadas direccionales en dicho pDetbecho, dada la funcién escalar
f:RY — R, que posee todas sus derivadas direccionalés grse cumple

I= N f(?o—Fhﬂ))—f(?o)
fﬂ(iﬂo)_flzlino h ’

y por tanto

107



108 TEMA 3. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES ESCALARES

ALmOf (o +hu) =f(To) + }[Lmof% (Zo) h = f (%),

lo que sugiere que la funcién es continuazp. Sin embargo, esta conclusion es falsa ya que

}Ibl’mof (Zo+hw) # _lim f(Z).
—> xr— T

La definicion de limite de una funcién en un punto requierelgtiencion tienda a un valor fijo,
cualquiera que sea el camino de aproximacion a dicho pumtapioximacion por rectas que
caracteriza la definicion de las derivadas direcionalesmsuficiente para definir correctamente
el limite de la funcién .

Figura 3.2 : Diversos caminos de aproximacion

En esta seccion intentaremos motivar la definicion de difgabilidad de las funciones es-
calares erR?. Debemos buscar una definiciébn que garantice que la graficaaléuncion de
este tipo tenga un aspecto suave, sin esquinas, picos,cetsiniplicidad trabajaremos en el
plano, donde la grafica de una funcign R> — R es una superficie en el espacio. Si dicha
superficie fuese suficientemente suave deberia admitiramo phngente en todos los puntos de
la misma; intentemos por tanto deducir como serd la ecuat@bplano tangente en el punto
(z0,%0, f (z0,y0)). La ecuacion de una plano genéricoRhviene dada por

z=ar+by+ec.

Se cumple qucg—; =ay g—; = b, por lo que las pendientes del plano a lo largo de los &jes

eY sona y b respectivamente. Si este plano debe ser tangente a la gtéflesfuncion en el
punto propuesto se debera cumplir que
Of (z0,90) Of (z0,90)
- =q, ———= =0
ox oy
De esta forma la ecuacion

df (x0,y0) . df (x0,90)

z = 7 x ay Y+,

define una familia de planos paralelos entre si y que tienedntdinacions adecuada para
ser tangentes a la gréfica de la funcion(ep, vo, f (xz0,y0)) . Para determinar la constante
exigimos que el plano contenga el punto anterior, con lo cbnemos

L df (x0,y0) df (x0,y0)

7 (x —x0) + By

(Y — o) + f (20, 90),
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que deberia ser la ecuacion del plano tangente a la gréfitade ) en el puntqzg, yo, f (x0, y0))
si la funcion fuese razonablemente suave. Como se vera retente] resulta conveniente ex-
presar la ecuacién del plano mediante un producto escaldeair

z= f(z0,y0) + <<6f(;;,yo),8f(gz,yo)> ,(ﬂf—iﬂoay—yo)>-

En el caso de funciones diferenciables de una variable ag@icta tangente a la gréafica de
la funcion en(xg, f(xo)) s una buena aproximacioryaiempre que nos situemaserca de
zg. Con la idea de precisar que significa en este contexto umalapgroximacion repasemos la
definicion de derivada ordinaria. $ies diferenciable emy podemaos escribir

- flxo+h)—f(xo)
/LI—>rnO h - f (xO) )
o bien
lim f(x) - f(xO) _ f/ (xo)’
T—T0 T — X

donde hemos definide = zy + h. Esta expresiéon que se puede rescribir de forma trivial como

im [ (x) = f(z0) = f' (z0) (x — w0)

T—T0 T — Tq

=0.

Asi, la funciéni(z) = f (zo) + f' (zo) (x — z0), que caracteriza la recta tangente en el punto
(zo, f(z0)) , S€ encuentra suficientemente cercg de) ya que la diferencig (x) — i(z) se va
a cero mas deprisa que— z,. Este es el tipo de aproximacionesazonables que queremos
adaptar a funciones reales R,

Ya estamos en disposicién de dar una definicion plausibléfeleedciabildad para funciones
de dos variables. Dada la funcién lineal

_ af(x07y0) af(x07y0) _ _
1) = 1 (o) + ( (2L LD oy o)),
decimos que' es diferenciable efig, yo) Si

f(x,y) —l(.%',y)

(@)= (zow0) |(x,y) — (zo,y0)||

En otras palabras,(z,y) es una buena aproximacionfd =,y ) cerca de(xo, yo), ya el error
que cometemos es inferior a la distancia(dey) a (o, yo)-

/
pE= N

Figura 3.3 : Error cometido en la aproximacion lineal
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3.2 Definicién de diferenciabilidad

Nuestro objetivo es introducir una definicion de diferehitidad que garantice simultanea-
mente la existencia de todas las derivadas direcciona@espritinuidad de la funcion y que
coincida con la definicion que hemos dado para funciones sleat@bles. Daremos primero la
definiciéon y demostraremasposteriorique cumple todos estos requisitos.

s N
Definicion 3.1 (Infinitésimo de orden superior)

Seag una funcién definida cerca del origen; decimos g eﬁ) es un infinitésimo

de orden superior #ﬁH Si

—
im g<h) =0,

I —
7o [[E]

en cuyo caso escribiremos qye{ﬁ) =o0 (Hﬁ”)

&

4 )
Definicion 3.2 (Diferenciabilidad de una funcion escalar)

Seaf : D ¢ R — R una funcién escalar definida en el conjurfb Se dice que
f es diferenciable e’y € D si existe un vector’ (@) tal que

lim
-z, [
Sif: D c R — R esdiferenciable/ = € D, decimos qgug es diferenciable en
D.

La condicion de diferenciabilidad se puede escribir de foatternativa como
F(Fot #) =1 (@o) = (7 (@) ) =o ([ £])).
donde hemos substituids por = + T . También puede escribirse como
F(@o+ 1) = (@) = (7 () W)y =e(R) | =],
—
donde la funciore satisface que  lime (h) = 0.

h—0
La definicion precedente implica que la funcion lineal

H#) = f(Zo) + (7 (o) ,(F = T0))
=/ (?0) +¢1 (?0) (xl - xol) ot (E}O) (xq - xoq),

es una buena aproximaciérfa(?) en las proximidades de . En la definicion de diferencia-
bilidad para funciones de dos variables (secd@di la funcion lineal se escribia
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1) = 1 o) + ( (PHG200 LLDI0Y 0y o)),

lo que implica que en este caso el vector zg, yo ) viene dado por

= _ (9f (%0,90) Of (20,y0)
T (20,y0) = Oz ’ dy :

Veremos mas adelante que (E’o) coincide siempre con el vector de derivadas parciales, que
se denomina gradiente de la funcion €g.

Antes de abordar el estudio de las propiedades de las fexitiferenciables resulta conve-
niente ilustrar la definicion de diferenciabilidad con aigs ejemplos.
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Ejemplo 3.1 (Una funcion diferenciable)

Estudiemos si la funciéfi (z,y) = 22 + y? es diferenciable eR2. Dado un punto genérida, vo)
se cumple que

f (350 + hxa Yo + hy) = (:170 + hx)2 + (yO + hy)2
=z + Y + 220ha + 2yohy + hZ + R

= f(20,90) +2((z0,y0) , (ha, hy) ) + Hﬁ’

2
’

y por tanto
2
F (@0 + hay o + hy) = f (20, 0) = 2 (w090, (has 1)) = | B
. . - 2 . . -, . . - . .
Ahora bien, es evidente QLHEh H es un infinitésimo de orden superloH & H Es decir, existe un vector
?) (‘TO) yO) =2 (:rovy()) tal que

F @0+ hayyo + hy) = £ (20,50) = (7 (30,90) s (hs b)) = o (|| 1] ).

lo que nos permite afirmar que la funcion es diferenciabl®®rEste resultado implica que la funcion
lineal

l (hzvhy) = f ($07?JO) + <F> ($0ay0) ) (hmhy)> ’
es una buena aproximacion a la verdadera fungimn, y ) cuando(z, y) esta cerca dézo, yo).

- >

Ejemplo 3.2 (El «cono» no es diferenciable en el origen)

Sea la funciory (z,y) = +/z + y definida en todo el plano. Supongamos que la funcion es difere
ciable en el puntdzo, yo), €s decir, que existe un vecter (o, yo) = (a,b) tal que

\/$2 +y2 — \/x(Q) +y(2) — <(a7b) > (‘T *$0,y*y0>>

lim =0.
(z,y)—(z0,y0) \/(m —20)2 + (y — y0)?
Definiendoz = x¢ + rcosf,y = yo + rsenf y teniendo en cuenta que lim,)—(zy,y) = liM,—o,

resulta

im Vg +y2 + 12+ 2r (zg cos 0 + yosen ) — /a2 + y2 — (ar cos O + brsen §)
r—0 r

=0.

Para simplificar el calculo podemos utilizar que- 0 y desarrollar en serie de potencias la primera raiz
del numerador, de manera que

72 + 21 (zo cos § + yo sen 6)

2/23 + 13 '

\/x%—l—yg—l—rQ+2r(xocose+yosen9) ~ \/wg—i—yg—i—

Substituyendo el desarrollo en la expresién anterior @viers

r—0

2
lim <r + 2 (zg cos b + yosen d)

2v/xg + 5

- (acos@—i—bsen@)) =0,

To Yo
———— —a]cosf+ | ——— —0b|send = 0.
<\/I3+93 ) <\/I8+93 )
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Por lo tanto el vector* (zg, yo ) viene dado eiR? — (0,0) por

?(zo yo): 0 2
’ Vi + R Vi +ig)

de manera que la funcidn es diferenciable en todos los pdetgdano excepto en el origen de coordena-
das dondér’ (o, yo ) no esta definido. El lector se habra dado cuenta de que ervedta, o ) tiene
por componentes las derivadas parciales de la funcion.

- >
Nos centramos ahora en el estudio de las propiedades méasamips de las funciones di-
ferenciables y especialmente en determinar la relaciéregisée entre el vector (5’0) y las
derivadas parciales de la funcion .

3.3 Propiedades de las funciones escalares diferenciables

\
Teorema3.1l
Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar definida en el conjunfta Si f es
diferenciable enr’y € D, se cumple que:
1. La funciénf es continua efx . El reciproco es falso.
2. El vector 7 (E’o) es unico y viene dado por el gradiente de la funcion en
dicho punto, es decir
0 0 dry = Oxe 7 Oxmy '
3. La funciénf posee derivada direccional €g, segin la direccion orientada
u, dada por
—
P (@0) = (V1 (30) %),
cualquiera que sea el vector directat. El reciproco es falso.
\a J

Demostracion3.1

1. Sif es diferenciable e

(@0 B) =1 (7 (0. 5) e (7)] 7]

—

h—0 L. — —
cone ——— 0. Tomando el limite cuand& — 0 tenemos

im_ (Zo+ 1) = £ (%) +_lim_ (7 (@) W) +e(B) | ®]] = £ (=)

Por lo tanto
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i (Zo+1) =1 (),

y la funcién es continua e . El reciproco es falso: la funcigfi( =,y ) = /22 + y2 es continua
en(0,0) pero no es diferenciable en dicho punto.

2.a Unicidad del vector 7 (Z'). Supongamos que existen dos vectoré§z ) y € (Z)) tales
que

7 (@o+ 1) =1 (o) = (7 (@) B ) +o (|[]).
F(Fo4 7)~ 1 (@) = (€ (@) )+ o ([2]).
Restando una ecuacion de la otra y dividiendo por la norma desulta
(7-&.F) _o([#])
D

donde hemos utilizado que la suma o diferencia de dos irdinit#s es un infinitésimo del mismo
L. — —
orden. Tomando el limite cuande — 0

- — —
I|'m_><?__)¥h> IimﬁM:O.
R A [

Por lo tanto la funcion del miembro izquierdo, dependiemtéacdiferencia entre ambos vectores,
tiende a cero cualquiera que sea el camino por ellguee aproxima & . Consideremos el caso

. nd
particular en queh = Aw con||u|| =1

(7-€.7) (7-€.u) . A
ies |[n] =0 ] =0
ComoklingA/|>\| #0
(7-€,w)=0,

cualquiera que sea el vectaf. Dado que el producto escalar es cero si y sélo si alguno de los
— .
vectores es el vector nuloy # 0 concluimos que

.
F-F.

2b 7 (%) = ef (@) Partiendo de la relacion

R, e 2=%0,

F(@o+R) = 1 (@o) = (7 (o), h) +e(R)

y aplicando la definicion de derivada direccional obtenequesfZ. (z'o) = (7 (@), w). En

’—>H -0
b

efecto,
C o F (@A) - £(Fo) (T (F0) AT+ (\T) AT
T (wo) B A“Lno A N >|\|Lno A
)\—>
= (7 (@), %) + lim e (\W) | ;‘” — (7 (Z0), W),
N———’

=0
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Expresando ahora’ () en la base canénica &

utilizando que(’€’;, € ;) = &;; y queL
of (%o)

B e, @)= @)% = (S (F0 97 = s (),
J N

es decir, las componentes del vecﬁr(i’o) en la base candnica vienen dadas por las derivadas
parciales de la funcion em . Por lo tanto

(Z), tenemos que

< of (7 _
7 (@) -3 e - Vi (=),
i=1 '

2. A partir de aqui resulta trivial obtener el resultado parmderivada direccional

—
£ (o) = (7 (%) @) = (V1 (F0) ).

Para demostrar que el reciproco de esta propiedad es falsgdgque encontremos un contraejem-

plo (véase el ejempld.4)

< >
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Ejemplo 3.3 (Derivadas de una funcion diferenciable)

Dada la funcién

fiRZ R, <w,y>—»f<w,y>={ ety

se pide que:
1. obtenga las derivadds. (0,0) aplicando su definicion,

2. demuestre que es diferenciable(@rD),

3. verifique quefL. (0,0) = <€f (0,0),H>>.
1. Las derivadas direccionales en el origen se definen como
. f(AcosB, Asend) — f(0,0) . Acos@ + Acosfsend
!/ _ —
fﬁ(o’o)illino A 7/lan0 A
= cos 6.

En particular, las derivadas direccionales se obtieneaslditeccionales tomando= 0y 6 =
7/2. Es decir

) = /% (0,0)

0 cos0 =1,
0) = f5(0,0)

cosm/2 = 0.

2. Lafunciénf (z,y) sera diferenciable efd, 0) si

f(2,y) = £(0,0) = (F£(0,0).(z,9))

L= lim = 0.
(z,y)—(0,0) vty
Substituyendcﬁf (0,0) = (1,0) en la expresion anterior, tenemos
Ty
T+ —((1,0), (=,
L= lim Tty o y)>: lim L,
(2,9)—(0,0) VIFY (@)= (0,0) (x +y)3/?

y pasando a coordenadas polares

74 cos? O sen?

L=Ilim—————— = |imrcos®f#sen’0 = 0,

r—0 r3 r—0

con lo cualf (z,y) es diferenciable en el origen de coordenadas.
3. Como la funcion es diferenciable @ 0) podemos aplicar la expresigh. (0,0) = <€f (0,0), ﬂ’>
para calcular las derivadas direccionales. De esta mabtgaamos
<€f (0,0), ﬁ> =((1,0), (cos B, senf)) = cosb,

resultado que coincide con el que obtuvimos por aplicacitecth de la definicién de derivada
direccional.

- >
Con el siguiente ejemplo pretendemos mostrar que la ddrtlad de una funcién no ga-
rantiza su diferenciabilidad. Mas adelante estudiaremu@s apndiciones deben satisfacer las
derivadas de modo que la funcién sea diferenciable.

Ejemplo 3.4 (Una funcion derivable que no es diferenciable en ekniig
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Sea la funcién

T+ yt
0 (z,y) = (0,0),

Su derivada direccional en el origen de coordenadas a lo tida direccion orientada definida por
U = (cosf,send) es

3zy — 2z
f(zy) { — (z,y) #(0,0),

. Acosf, Asend) — f(0,0) . 3cosfsenf — 2cosb
LOO:Ilmf( ’ — = |lim .
f2 (0,0) A—0 A A—0 cosf + A2sentd
Sitheta = 0 6 7 tenemos quar = (0,+1)y
/ i 0 _
f0,41)(0,0) = Jim 5 = 0,
mientras que en cualquier otro caso

3cosfsenf — 2cosl

flﬂ (0’0) =

Para determinar la diferenciabilidad fiéx, v ) en(0,0) debemos aplicar la definicion y verificar si el
limite

=3senf —2cosf, 0 #0m.
cosf

L P - 00 (95(0.0), )
" mt00) VI ty ’

es nulo. Utilizando el resultado previo para las derivadeecdionales obtenemos qlﬁf (0,0) =
(—2,0), de manera que

3xy — 2x
L= lim %_
(z,9)—(0,0) VT -ty

+ 2z

Reescribiendo el limite en polares

. [3cosfOsen® — 2cos® 6
L = lim cos 7 sen cos + 2cosf| ,
r—0 cos O + r2sent 0

con lo cual skos @ = 0 resulta quel, = 0, y si por el contrari@os 8 # 0 obtenemod., = 3send. Como
L depende dé concluimos que el limite no existe y que la funcion no es difeiable er{0, 0).

Asi, el caso que hemos propuesto nos proporciona un ejempbb gue la funcion posee todas sus
derivadas direccionales en un punto y sin embargo no eedifible.

- >

e ™
Teorema3.2 (Propiedades aritméticas de las funciones diferelespb

Seanfy, fo : D € R? — R dos funciones escalares definidas en el conjunto
Si ambas funciones son diferenciables2p € D, es decir, si

Ji (Bo+ B) = £ (@) = (Vi (@) B ) =0 (||B]) . i=1.2

entonces las funciones= Af1, Afe, f1+ fo, fife, fi/f2 (ésta Ultima siempre
que f» no se anule cerca de ) son diferenciables e, y por tanto

(304 T) a0 (Fa (20 ) <o 7]
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118 TEMA 3. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES ESCALARES

Demostracion3.2

En cualquiera de los cuatro casos deberemos probar queahiantoAg = g (E’o + ﬁ) -9 (?0)
satisface que

Ag:<€’g(z’o),ﬁ>+o(]ﬁu :

Consideremos el producto de dos funcioné¢s’) = f1f> (@) = fi () f2 (¥). Elincremento de
la funcién es

Ag=(fif) (Fo+ ) = (ff2) (Fo) = fi (Fo+ ) fo (Fo+ B) = 11 (T0) 2 (F0).

y tras sumar y restaf; (E’o + ﬁ) f2 (&) obtenemos

Ag=fi (?0 + ﬁ) [f2 (5)0 +ﬁ) —f2 (?0)} + f2 (%) [fl (5}0 + ﬁ) -5 (_530)} :

Ahora bien, como las funciongs (') y f» (') son diferenciables e, sus incrementos verifican
que

S (5)0 + ﬁ) — f1(%o) = <€f1 (%) ,ﬁ> + 01 (HﬁH) ,

f2 (5)0 + ﬁ) — f2 (®o) = <€f2 (%) ,ﬁ> + 02 (HﬁH) .
Substituyendo en la expresion paxa, resulta
Ag=f (5)0 + ﬁ) <€f2 (%) ,ﬁ> + f2 (Zo) <€f1 (%) ,ﬁ>
(30 ) ([ 7]) #2220 o | 7))

Utilizamos de nuevo la diferenciabilidad de la funciincon lo cual

+ <Vf1 (Z0) F> <€f2 (Z), o+
+ f2 (Zo) 01 (HE)D +<€f2 (Zo) " 01 HﬁH
y teniendo en cuenta qU ¢ () = fi1(Z) Y fo (%) + fo (=) vVH (Z') (vease el teorema?),

llegamos a que

Ag= (Vg (@), B)+ (Vi (Z0). B) (VL (T0). })
1 (@0 B)oa ([B]) + 22 @o) or ([B]) + (T2 @o) B ) (| ]).

— —
Los términos proporcionale&ﬁ(H h H) son infinitésimos de orden superioH & H Con el fin de no

alargar la demostracién aceptaremos sin demostracion qrfﬁje:cto<€f1 (%), ﬁ> <€f2 (%), ﬁ>

., P Al . . . ..
también es un infinitésimo de orden supen#laH. El lector con ciertas ansias de rigor y suficientes

reservas de energia puede consultar el ejerBfopara convencerse de la validez de la afirmacion.
Aceptandola como verdadera

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



3.4. PROPIEDADES DEL GRADIENTE 119

Ag = <€g (Z) ,E)> to (HﬁH) ’

de manera que es diferenciable en el punig .

- >
Ejemplo 3.5 (Otro ejemplo de infinitésimo)
Utilizaremos este ejemplo para demostrar que, dados Ldsres@ y b constantes

(a.n) (v, w) Y

s A]

h—0

y por tant0<6’, ﬁ> <?,ﬁ> =o (’ ﬁ‘ )
- —

. — e — . , .
El resultado es evidente® = 0 0 b = 0. Cuandoa, b # 0 utilizamos de forma explicita la
definicién de limite; para ello supondremos que Hﬁ -0 ’ < §; entonces

<a,ﬁ> <€>,ﬁ>
e

h

A e

— —
%] %]

<1 %] < ==

< >

3.4 Propiedades del gradiente

En lo que sigue distinguiremos entre propiedades aritagtycpropiedades geométricas del
gradiente. Las primeras relacionan entre si los gradigl#elos funciones cualesquiera con los
gradientes de las funciones suma, producto y cociente. @oee apreciarse guardan una gran
similitud con las reglas de derivacion de las funcioneslases
s N
Teorema3.3 (Propiedades aritméticas del gradiente)

Seanf y g dos funciones definidas en el conjuriocuyas derivadas parciales se
encuentran bien definidas &6, € D; se cumple entonces que

1. VM (Fo) = AV S (To)

2. V[f +9](Z0) = V/ (Zo) + Vg (Fo)
3.V [fg] (Zo) =g (Fo) VS (Z0) + f(Z0) Vg (To)
g (Z0)]”
g y

Demostracion3.3
Utilizando la definicion de gradiente tenemos

IED ZM?Z—AZ 0f & =¥,
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120 TEMA 3. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES ESCALARES

ox; ox; ox;
=1 =1
q q
0 o — —
=928§_E+fz 8531 =gVI+fVy

P 8x1 P g(?o)2 81‘1 8:01
- 1 z af—y : dg | —
9(30)2 [g;axiez_f§a$1] €;
1 — N\ = -\
= P [ ) VI (F0) 1 () Vo (7o)

- >

Las propiedades geométricas relacionan el comportamitsttgradiente con el crecimiento
de la funcién y con sus conjuntos de nivel.

. . . )
Teorema3.4 (Propiedades geométricas del gradiente)
Seaf : D C R? — R una funcion definida en el conjunio y diferenciable en su
interior. Se verifica entonces que:
1. Las direcciones orientadas definidas ﬁtﬁf (E’O) son aquellas en las que
f tiene derivada direccional extrema &, € D: maxima correspondiente al
signo positivo y minima al signo negativo. Adenfidene derivada direccio-
. . ., -
nal nula en cualquier direccion ortogonal & f ().
2. El vector?f es ortogonal a los conjuntos de nivel de la funcion . Dado el
. - -z -
conjunto de nivel de la funcié@, y o, €o + h € Cj, se cumple
lim <ﬂ>h,?f (?0)> — 0,
h—0
——
(E’o+7£eck)
—_ — - . - . - -, -
dondeu, = h/ H h H es el vector unitario con la misma direccion y sentido
L queﬁ. Denotamos este hecho cofﬁy" 1 C%. p
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Ejemplo 3.6

Las siguientes figuras muestran de forma grafica y esquent@sipropiedades geométricas del gran-
diente

£l = min

Figura 3.4 : Direccion y sentido del gradiente

El gradiente y el punto donde se calcula definen un plano decién nula de la funcién : cuando nos
desplazamos infinitesimal y perperdicularmente a dichoqlsegun la direccién y sentido del gradiente,
el crecimiento de la funcién es maximo; si nos desplazamasetido opuesto el decrecimiento es ma-
ximo; finalmente cualquier desplazamiento infinitesimaékeplano perpendicular al gradiente produce
una variacion nula de la funcion .

Figura 3.5 : El gradiente es normal al conjunto de nivel

En el plano los conjuntos de nivel son curvas contenidas elominio de definicién de la funcién
donde ésta toma un valor constante. El gradiente es pequésuda la tangente a la curva de nivel en cada
punto de la misma; decimos que el gradiente es ortogonalava de nivel.
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Figura 3.6 : La casa de mis padres en Altza

La casa de mis padres se encuentra en un barrio de San Sebasti&do ALTZA. El barrio se situa
sobre una colina que se alza udd8 metros sobre el nivel del mar. La carretera que baja desddifeac
(linea verde) llega zigzagueando hasta la general N-l. Qomedle observarse la carretera discurre en
la medida de lo posible paralela a las curvas de nivel detrierrasi, pagando como precio una gran
longitud se consigue que la pendiente de la carretera seanomposible. Por el contrario el camino
peatonal (linea roja) discurre de forma casi perpendi@ulas curvas de nivel con lo cual se logra que,
con una pendiente muy pronunciada, tenga menor longitud.

- >

Demostracion3.4

P . . — = /= —
1. Como la funcion es dlferenC|abf%0 (u) = <Vf (:c 0) , u> y expresando el producto escalar
en funcién de las normas y del angulo que forman los vectores

s, (@) = [F1(@0) [[cose.

de donde se deduce que

P < s ) < [FrE

En consecuencia

Sig=0 = f(Zo) = Hif (Zo) | (max)
Sig=r = f (o) = —|Vf(Zo)] (min)
Sif=r/2,3r/2 = [ (2, = 0

2. Comof es diferenciable e, se verifica que

(@0 B) (30 = (9120, 5) o 7]

paratodox , € D. Tal como se afirma en el enunciado del teoréehgy = + h < Cj, con lo
cual

F(@o+R) = (Fo) =k f (Fo+ )~ [(Fo) =0,
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Por lo tanto

(910 7) - o ([K]) = (917 ) - “UEL)

]
Tomando limites: -
lim (¥ (@), wn) =0
h-T0
N——
wo+ﬁ60k
- >

3.5 Plano tangente y recta normal a una superficie

Rectas tangente y normal a una curvaSeaC una curva continua definida por la ecuacion

f(z,y)=0,
dondef es una funcion diferenciable. Podemos considerar@es la curva de nivel con valor
k = 0 de la funcionz = f (x,y ). De acuerdo con el teoren34, el vector

—_—
Vf(anyO) = (fglz (anyO) afy; (xo’y())) )
es ortogonal a la curva en el puritay, yo) Y es facil demostrar que el vector

R
T (x07y0) 2 (f?; ($07y0) ’ _f::: (x07y0)) )
es tangente a la curva en el punto dado; en efecto, se cunle qu
— —
<Vf(l“o,yo) , T (ﬂfo,yo)> = 0.
La tangente a la curv&@' en (xg,yo) se define como la recta que pasa por dicho punto y es

ortogonal al gradiente, es decir, un puioy) pertenece a la tangente siy solo si

<(.%' —Z0,Y — y0)7€f(x07y0)> - 07
0 bien

fz (z0,90) (x — x0) + f, (z0,%0) (y — yo) = 0.
Utilizando un razonamiento analogo y el vector tangenteedeck que la ecuacion de la recta
normal es

f{,(ﬂ:o,yo) (x —0) = fr (%0,90) (¥ — yo) = 0.

Teorema3.5 (Rectas normal y tangente a una curvikén

Dada la curva continuaC definida por la ecuaciorf (z,y) = 0, con f una fun-
cion diferenciable, las ecuaciones de las rectas tangem@rmal aC' en el punto

(x0,y0) son:

= Recta tangentef; (zo,y0) (z — 20) + f, (z0,y0) (¥ — y0) = 0.
= Recta normal. f; (zo,y0) (z — x0) — f5 (z0,y0) (¥ — o) = 0.
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Plano tangente y recta normal a una superficielUna superficieS en el espacio queda
perfectamente definida mediante una ecuacion de la forma

f (:Ua Y, Z) = 07
que puede interpretarse como la superficie de nivel de katof) de la funciénw = f (z,y, z).

Si esta funcion es diferenciable, el gradieﬁg‘ (z,y,z) es normal aS en cada punto de la
misma. Dado un punttcy, yo, zo) € S, el plano tangente a la superficie en dicho punto contiene

a(zo, yo,20) y €s normal &V f (xo, yo, z0 ); por lo tanto su ecuacion vendra dada por

_
(V£ (20,50, 20) (& = 70,y = 40,2 = 20) ) ,

o de forma analoga

fz (0,90, 20) (& = x0) + fy (20,90, 20) (¥ — o) + f, (20,Y0,20) (2 = 20) = 0.

El gradiente de la funcién también permite escribir conlifdail la ecuacion vectorial de la
recta normal a la superficie en un punto de la misma. La norrfa¢mel punto(xo, yo, z0) €S
la recta que pasa por dicho punto y tiene como vector direttgradienteV f ( zo, yo, 20 ), €S
decir

—_—
(,I, Y, Z) = (iEO, Yo, ZO) + tVf (iEO, Yo, ZO) ) t e R.
Entonces las ecuaciones de la recta normal en forma pareanéanen dadas por

r = xO_}'tfé(xO’yO’ZO),
= yo+tf, (x0,0,20),
z = Zo—th;(Cﬂo,yo,Zo)-

Ejemplo 3.7 (Plano tangente a un elipsoide)
Obtenga las ecuaciones del plano tangente y de la recta halretipsoide de ecuacién

y

2 Y2
a b ¢

en el puntdzo, yo, 20)-
Solucién: La ecuacidn del elipsoide define el conjunto de niglde la funcionw = f (z,y,2z) =

x/a+1y/b+ z/c— 1. Como la funcion es diferenciable &1 la ecuacién del plano tangenté&’a en el
punto(zo, yo, z0) Viene dada por

<Vf(5170,y0720) (v *xovy*yovz*20)> =0.
Ahora bien

= 2¢ 2y 2z
Vf(l',y,Z) = (za?a?)a

y en consecuencia la ecuacion del plano puede escribirse com

2160 2y0 22’0 -
(z — o) o + (¥ — o) b + (2 — 20) B =0.
Simplificando y teniendo en cuenta que
X
_0 + @ + @ — 1,
a b c
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resulta

=1

XX 4
TTo yéf@ 4 F2

< >

Plano tangente y recta normal a la grafica de una funciénLa grafica de una funcion de
dos variables reales, = g (z,y), es una superficie en el espacio. Para poder determinar las
ecuaciones del plano tangente y de la recta normal en cealounto(zg, yo, g (xo,y0)) de la
grafica, reescribimos la ecuacion de la superficie como

f(l’,y,Z):O,

donde

f(x7y7z):g($,y)—z.

De esta forma, las derivadas parciales se escriben

fé(xayaz):g/m(x7y)v f?;(x,y,z):g;(w,y), f;(.%',y,Z):—l,

y substituyendo en la ecuacién del plano tangente resulta

9 (20,90) (z — x0) + g, (z0,%0) (y — yo) — (2 — 20) = 0,

o de forma equivalente

z = g(20,90) + g (%0, 90) (x — 20) + g (z0,¥0) (¥ — vo)-

Un razonamiento analogo permite escribr las ecuacionesgdricas de la recta normal como

r = x0+tglx(m07y0)7
= y0+tgg,/(w07y0)7
z = g(wo,y0) —t.

Ejemplo 3.8 (Plano tangente a la grafica de una funcian )

Obtenga las ecuaciones del plano tangente y de la recta helargrafica de la funcioffi (z,y ) = e™¥
en(1,0).

Solucion: La funcion es diferenciable eR? por lo que admite un plano tangente en todos y cada uno
de los puntos de su dominio de definicion y en particulaflefl). La ecuacion de este plano se escribe
como

z=z0+ (@ —1)f; (1,0)+(y - 0)f, (1,0),

y dado quef;, = ye™y f, = ze™V, resulta

z=14+0x—-1)+1ly=1+y.
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4 )
Teorema3.6 (Plano tangente y recta normal a una superfici@®n

SeaS c R3 una superficie en el espacio definida por la ecuacidm, y, 2 ) = 0,
dondef una funcién diferenciable. Entonces las ecuaciones delgptangente y de
la recta normal aS en el punto(zg, yo, z0) Vienen dadas por:

= Plano tangente.

af (‘TanOa ZO)
ox

af ('I(]ay(], ZO)

P (z—z) = 0.

(m—xo)—i-

= Recta normal.

N
(.%',y, Z) = (x07y072:0) + tVf ($07y072’0)7 te R.

4 N
Teorema3.7 (Plano tangente y recta normal a una graficR9n

SiS ¢ R? es la gréfica de la funcién diferenciable= ¢ (z,y), las ecuaciones del
plano tangente y de la recta normalSen el puntd(zg, yo, g (x0,y0 )) S€ escriben
como:

= Plano tangente.
2= g(x0,90) + g (%0, 90) (x — 20) + gy (0, ¥0) (¥ — v0)-

= Recta normal.

(.%',y, Z) = ($07y0a9(x07y0)) +1 <€f($07y0)7—1) ) teR.
\§ 4

Plano tangente y recta normal a una hipersuperficieTodos estos resultados se pueden
generalizar sin dificultad a espacios euclideos de dimerssiditraria ¢ > 2). Una superficie
S C RY se puede definir mediante una ecuacion de la forma
f (?) = f(xl’x%"' ,xq) = 0’

gue establece una ligadura entre dagariables independientes asociadas a los grados de li-
bertad del espaci®?. La superficieS coincide con el conjunto de nivel, de la funcién

z = f(x1,2z2,---,24) Yy por lo tanto el gradiente d¢ es perpendicualar & en todos sus
puntos. Siguiendo el mismo razonamiento qué&émbtenemos que la ecuacion del plano tan-
gente aS en el puntox ( viene dada por

<€f (?0) ,E) - ?0> =0,
y que la ecuacion de la recta normal a la superficie en dichtomanescribe como

T =T +1V[(T).

Podemos adapatar facilmente estas expresiones al casqddi¢a S de una funciérz =
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g (?) = g(z1,22,---,24). En efecto,S coincide con el conjunto de nivél, de la funcion
w=f(x1, - ,2q,2)=f (3,2) :g(?) — zyaque

y teniendo en cuenta que(@, 2) = g () — 2

gue coincide con la definicion de la gréafi€ale g.
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Sila funciénz = g es diferenciable erx y, la funcion f = g — z satisface que:

1. es diferenciable efizo, z),

5 ?f (5}0,20) _ <8((g;x—1z)"”,8((g;x—qz)’ 5(9-2?)) _ <€g (?0) ’_1>

3. ?f (%0,20) LS en el punto( o, z0) € S.

—

Por lo tanto, la ecuacion del plano tangentg en ( T, zo) viene dada por

(V1 (Zo.20) . (F,2) = (Fo,20) ) =0,

. —
o de forma equivalente = z, + <Vg (o), o — ?0>.
Por lo que a la recta normal%en (?0, zo) se refiere, su ecuacion vectorial se escribe

(@,2) = (Fo,20) +19 [ (Fo,20) = (Fo,20) +t (Vg (@), ~1).

3.6 Algunos teoremas de las funciones diferenciables

En las secciones precedentes hemos introducido el congeptiferenciabilidad de una fun-
cion y hemos estudiado algunas de sus propiedades. Salmnegmplo, que si una funcion
es diferenciable en un punto, entonces se comporta comainciéfi lineal cerca de dicho pun-
to y su gréfica es continua y tiene un aspedieo» hasta tal grado que se confunde con su
plano tangente en dicho punto. Enunciamos ahora, en forneodemas, algunas propiedades
importantes adicionales de las funciones diferenciables.

3.6.1 El teorema del valor medio

Teorema3.8 (Teorema del valor medio)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién definida en el conjunid. Seana y b =
—_—

‘@ + h dos puntos pertenecientesl3 tales que el segmenfa,b] c D. Si f es

diferenciable en todos los puntos del segméntd) se cumple que:

f<3+ﬁ’)—f(z):<€’f(a>+§ﬁ>,ﬁ’>, £e(0,1),

El teorema también se puede escribir en términos de desiditkccionales, esto es,
— — —
f(@+m)-r(@)= Hth;_[h (@+¢n),
dondew;, es el vector unitario que posee la misma direccion y senﬂmneqvectorﬁ.

La figura muestra la interpretacion geométrica del teorezhsiador medio erR?. El teorema
. . . _)
garantiza la existencia de un punto del segméaté) (que denotamos coma + ¢ h) donde
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A4

—
a

Figura 3.7 : Interpretacién geométrica

la pendiente de la recta tangente a la seccion de la graficeogtiene dicho segmento es igual
—
a la pendiente de la recta que conecta los valores de la fuenifos extremo& y b .

Demostracion3.8
Seap : [0,1]C R — R ; t € [0,1] — o(t) = f (E’+tﬁ>) la funcién de una variable real

gue toma los mismos valores qyieen los puntos del segmenta, b]; por ejemploy (0) = f (@) y
pl)=f (3)) Demostremos primero quees derivable

0= o 2Rl (T (7 )
i ATHAEE) 2R 0 O8) g @ik )

RENCRD

Como la funciony (t) es derivable ef, 1] podemos aplicar el teorema del valor medio para funciones
de una sola variable; asi

(1) =@ (0)=¢" () (1-0)=¢"(£), £€(0,1).

Entonces, substituyendopor su definicién

(@ R) - (@) = IBlfy, (@+eh).

3.6.2 Laregla de la cadena

El resultado que se conoce como regla de la cadena en fuadieakes de una variable es
simple y compacto; por el contrario, la regla general de tiena en funciones escalares de
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varias variables es bastante mas compleja. Con el fin détdacl asimilacion por el lector

proponemos varias formas particulares y mas sencillas régla de la cadena.

( )
Teorema3.9 (Regla de la cadena a lo largo de una curva)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién diferenciable en el interior de su dominio y
C C D un arco de curva parametrizado por las funciones diferelleisw; = x;(t)
cont € I. Entonces la derivada de la funcion compuegtax viene dada por

YEO) _ 51z m).7 o).

donde@’ (t) = ((x1 ()", (z2 (1)), -, (mq (1))).

\\

Ejemplo 3.9 (El volumen del Universo y la regla de la cadena)

Suponga que el Universo es wizola elipsoidal cuyos semiejes son funciones del tiempo, que deno-
tamos pom(t), b(t) y ¢(t). Obtenga la velocidadV (¢) /dt con la que aumenta el volumen del Universo.
Si los semiejes del universo en el instahtsona(ty) = 1019, b(t) = 21010y ¢(to) = 1/210%° , en
unidades de afios luz (a.l.) y crecen con una velocidathdé! a.l./s., determine el valor numérico de
dv(t)/dt.

El volumen de una bola elipsoidal con semieje$ y ¢ viene dado pol/ = 4”7“”0. La variacion de
los semiejes del Universo elipsoidal con el tiempo induaalté@acion del volumen del Universo con una
velocidad que, segun el teorema de la caglén viene dada por

dv ()  dV (a(t),b(t),c(t))

dt dt
B oV (a,b,c) OV (a,b,c) OV (a,b,c) da(t) db(t) de(t)
<( da ' ab dc )t< dt ' dt ' dt >>
:8V(a,b,c) da(t)JraV(a,b,c) db(t)Jr@V(a,b,c) db (t)
da |, dt ab |, dt ab |, dt

Teniendo en cuenta que
oV (a,b,c) 4mbc OV (a,b,c) 4mac OV (a,b,c) 4mab
da 3 ob 3 de 3
y que en el instantg,

da (to) _ db (to) _ dce (to) _ 10711
dt dt dt ’

resulta

4 1
dV (ty) _ 4m (1020 +5 1020 42 1020) 107 (a.l.)? /s = %T 10%(a.l.)®/s.

dt 3

-« >
Demostracion3.9

Consideremos dos puntas (t + h) y T (t) tales que los dos y el segmento que los une estan conte-
nidos en el interior del dominio de la funcignEl teorema del valor medio establece que existe un punto

intermedio del segmentg> tal que

F@+m) - (@) =(I7(€).(@t+h) -2 W),
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Dividiendo &mbos miembros por el incremehtdenemos

F@@+h) - fF(Z 1) :<€f(z>),(?(t+h)—?(t))>7

h
y dado que cuandb — 0 se cumple que

€ —~ E (),
E’(t+h})L—§’(t) @,
f(Zt+h)—f(Z(1) ~ af (Z (1))
h dt ’
deducimos el resultado enunciado en el teorema, es decir,
df (Z (t - -,
w = (V1 (@), 7).
-« >
4 )\

Teorema3.10 (Una regla de la cadena Bh)

Seaf (x,y) una funcion diferenciable en el interior de su dominio derdeifin
D,yx = z(u,v) ey = y(u,v) dos funciones diferenciables de las varia-
blesu y v. Entonces las derivadas parciales de la funcion compues$ta v) =

f(z(u,v),y(u,v))son

ox (u,v) Ozr(u,v)

(az(u,v) 8z(u,v>)<af<x,y> 8f(w,y)) 9u o0
ou -’ v or dy Ay (u,v) 9y (u,v)
ou ov

Efectuando de forma explicita el producto matricial obbeog las siguientes expresiones para
las derivadas parciales

0 (uv) _ 0f (w,y) 0 (wv) | Of (2.y) Oy (w,v)

ou Ox ou oy ou '’
0z (u,v) _ 0f (z,y) Oz (u,v)  OF (2,y) Oy (u,v)
o  Ox ov oy o

El diagrama que representamos a continuacion muestrarletesa en<arbol de la expre-
sion precedente. El arbol se genera p@mificaciérr de cada funcion a todas la variables de
las que depende. Asi, cada rama une una funcién con una dariables que la determinan
directamente. Por cada variable directa debe existir uma saa cada rama le corresponde la
derivada parcial de la funcién en la que se inicia la rama espacto a la variable en la que
finaliza. La sucesion de ramas del arbol que llevan desdentera funcion hasta una variable
final dada forman un camino al que le corresponde el productodhs las derivadas parciales
asociadas a sus ramas. La derivada parcigl @g con respecto a una de las variables v es
la suma de los productos de derivadas parciales asociadesarhinos que partiendo ¢ z)
llegan a la variable correspondiente.

Ejemplo 3.10

Seau (z,y) una funcion diferenciable. Demuestre que bajo el cambiocademadas polares =
rcosf ey = rsend, se cumple que
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w
oy,
()

e

Figura 3.8 : Diagrama en arbol de la regla de la cadena en R?

ou\ () _ (0u)' 1 (ouy’
oz oy)  \or r2\00 ) °

La regla de la cadena nos permite relacionar las derivadases deu con respecto ay 6 con las
derivadas parciales con respecto @y. En efecto

i _ duds dudy
or Oz or  Oyor’
ou _ udr 0oy
06 — 0xdbd Oyl
y teniendo en cuenta que
% — cosf, 8_y = send,
r r
x oy _
% - rsen6, . rcosf,
resulta
% = %cosﬁJrg—;Lsen@,
la_u = —@sen9+—ucosc9
rofd  Ox Oy ’

donde hemos divido la segunda ecuaciénpdgl Gltimo paso consiste en elevar al cuadrado las dos
ecuaciones y sumarlas con lo cual tenemos

ou\ () (u)' 1 (ouy’
oz oy)  \or r2\00 ) °
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\
Teorema3.11 (Regla general de la cadena para funciones escalares)
Seaf : D ¢ R? — R una funcion diferenciable en el interior del conjunid
y cada una de las variables’;, que la determinan de forma directa, una funcion
diferenciable
2, RFP—R; W — (W), i=1,2-q,
de lasp variablesu;, j =1,2,--- ,p. Se cumple que las derivadas parciales de la
funcién compuesta = f (@' (w)) son
Ouq Ouo ouy
Ve(uW)=Vf(Z) | Om duy T Oy
Oz, (7) 0z (ﬂ)) 0z (ﬂ))
Ouy Ous ouy
. J

En el siguiente diagrama representamos la estructurdudimb de la expresién precedente,
definida de la misma forma que el el teorega0

Figura 3.9 : Diagrama en &rbol de la regla de la cadena general

Esta estructura también es aplicable a funciones escalarasa variable real, tal como se
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muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.11

Sea la funcion compuesta= f (y (x)) dondez depende dg, que a su vez es funcién deEntonces,
construyendo el arbol de dependencias tenemos

N dz dzdy
z — — T _— =
NG Ny dr  dydx’
& dy
dy dx

gue reconocemos inmediatamente como la regla de la cadeciadesa funciones de una variable real.

- >

La regla de la cadena puede expresarse de forma mas compacthu¢iendo la notacion
DZ (ﬂ’) para la matriz de derivadas parciales de las variablesrettinsr; con respecto a las
variables finales,;. De esta forma se escribe

3.6.3 Diferenciacion implicita

Introduzcamos primero el problema de la diferenciaciénlicita en un caso particular para
generalizarlo mas tarde a un nimero cualquiera de variddescuacion

f(l',y,Z) =0,

define implicitamente una de las tres variahleg y z en funcion de las otras dos. Supongamos
que fuese posible despejarcomo funcion der e y, obteniéndose = z(x,y). Llegados a
este punto el célculo de las derivadas parciales si¥ia inmediato. Si por el contrario no fuese
posible obtener explicitamentecomo funcién de las variablese y seria deseable desarrollar
un método para calcular las derivadas parciales sle necesidad de despejar dicha variable.

Supongamos qug es diferenciable y definames = = y us = y. Aplicando la regla de la
cadena, obtenemos

of _0f(,y,2) 0z  Of(,y,2) Oy  Of(w,9,2) Oz _
ou; or ou; y ou; 0z ou;

y por lo tanto

ox 0z x
95 (2ly.2) | 0f (%y2)9=(5.0)
oy 0z ox

Partiendo de estas férmulas resulta trivial obtener lasattas parciales de con respecto a
x ey, yaque
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af(x’y’z)
0z (x,y) o O
Ox of (z,y,z)’
0z
af(x’y’z)
0z (z,y) _ dy
dy of (z,y,2)"
0z
siempre que(ajc((g#y’z) £ 0.

En general, la ecuacién

f (E}) = f(l'l,xQ,"',xq) = 07
define implicitamente una de las variableg,por ejemplo, en funcion de las restantes- 1

variables, es decit, = z, (x1, 22, -, 241 ). Utilizando el mismo tipo de razonamiento que
en el problema precedente encontramos que
of (%)
Ot oymt) Ok gy g
0z

Ejemplo 3.12
Sea la superfici® definida por la ecuacién

r+y+z+6xyz=1

gue define implicitamente como funcién de: e y. Para hallar las derivadas parciales:dmn respecto
a estas dos variables definimos

Floy,2) =w+y+z+6zyz —1,

y aplicamos las expresiones encontradas en esta secciiamis

of (z,y,2)

p = 322 + 6yz,

7(%0(17’%2) = 3y* + 6xz,
dy

0

f(ac,y,z) — 322+6.I'y
0z
Asi

0z(x,y) 22+ 2yz
ox N 22+ 2xy’

0z(x,y) y? + 2z2
Jy N 22 + 22y’

expresiones validas para cualquier puftoy, z) de la superficies, si 22 + 2xy # 0.

< >
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3.6.4 Funciones continuamente diferenciables

EL teorema3.3 establece que la existencia de todas las derivadas paroidieesccionales de
una funcion en un punto no garantiza que la funcion sea difeakle en ese punto. El ejemplo
3.4 muestra un caso donde aparece dicho problema. Podemosgptar que condiciones
deben satisfacer las derivadas parciales para que la fuseefectivamente diferenciable.

Ve

Teorema3.12 (Funciones continuamente diferenciables)

Si una funcionf : D ¢ R? — R definida en el conjuntd es de clase’! en
Ty € D, entonces es diferenciable ar,. En este caso se dice qiiees continua-
mente diferenciable e o

El reciproco es falso: la diferenciabilidad deen un puntoz ; no garantiza que la
funcion sea de clas€'! en dicho punto.

Ejemplo 3.13

Demuestre que la funcién

xy
0 (0,0)

verifica que:
1. Tiene derivadas parciales de primer orden continu@&’en
2. Es diferenciable en todo el plano.

Solucion:
1. (z,y) # (0,0). Aplicando las reglas de derivacion resulta

21.y4 4

2yx
f/ (xvy) =3 f/ (I,y): T N2
g (@+y)* Y (x+y)*
Las dos derivadas parciales son funciones continuas yaLgpakep obtenerse como suma, produc-
to y cociente de funciones elementales continuas y los digraaiores no se anulan puesto que
(z,y) # (0,0). Cuando(z,y) = (0,0) debemos calcular las derivadas por aplicacion directa de

su definicién
. f(h,0) = f(0,0) .
I m —
fz (Oa 0) }|l|||0| h }ILI 0 h5 0’
. f(0,h)— f(0,0) .0
I m j— m — =
1y (0,00 = ;Lo h B ;Lo ne =0

Para que las dos derivadas parciales sean continuas egext debe cumplirse que

lim ' (z,y)=f1(0,0), a=x0y.
(I’y)éw’o)f( y) = £, (0,0) Y

Empezamos con la derivada parcial con respeato a

2zy*

= lim 5
(,9)—=(0,0) (x +y)

fo(2,y) =0=1(0,0),

Ii
(2,y)—(0,0)

y por simetria
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2y
D) :Ozfg/;(ovo)v

"(z,y)= lim S
fy(zy) (@y)—=(0,0) (x +y)

I
(z,y)—(0,0)
con lo cual queda demostrado gffey f, también son continuas &.

2. La funcionf es diferenciable e®®? — {0} debido a que es composicion, suma, producto y co-
ciente de funciones elementales diferenciables. Quedagtodiar si también lo es en el punto
«conflictivos (0,0). Con el fin de responder a esta pregunta aplicamos la definici6

f(@.y) = £(0.0) = (V£(0,0),(,9))

L= lim = lim —2
(z,y)—(0,0) VT 4y (@)=(0,0) (3 + y)g/z ’
y pasando a polares queda
L= Iirrz)rcos2 fsen’ § = 0.
En consecuencifitambién es diferenciable €0, 0).
- >

3.6.5 Desarrollo finito de Taylor

Supongamos que la funcighes diferenciable en un puntg, D. Entonces el polinomio
de primer grado en las variables

P (@) = [ (Zo) + (7 (Z0) . (T - Z0)),

proporciona una buena aproximacién a los valores de ladormirca dex o, ya que

[ (@) - P (%) 33,
IZ = 20|

El teorema de Taylor generaliza este resultado y nos prigmar@proximaciones de orden
superior de los valores de la funcién cerca del pagtp Pero antes de introducir el polinomio de
Taylor para funciones de varias variables resulta conaémigefinir las diferenciales de diverso
orden de una funcién asociadas a un punto de su dominio.

4 N

Definicion 3.3

0.

Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar diferenciable en el interior del dorini

D; se define la diferencial (de primer orden) deen el puntox, € D como la
., . . —

funcién lineal en la variableh

of [7a] (R) = (91 (F0) B ) = fjwh

La definicion de diferencial que acabamos de introducir rsmte reescribir la aproxima-
cion lineal P, (') como

P (@) = (@) +df [To] (7).
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Ejemplo 3.14
La diferencial de la funciotf (z,y) = €™ en un punto genérico de su dominio viene dada por

df [(2.9)) (hashy) = (V£ (2.) (hashy) )

donde el gradiente, que ha sido calculado en el ejejd del tema 2, es

Vi(zy) =€ (y,1).

Por lo tanto

df [(z,9)] (ha by ) = €™ ((y,2) , (hay hy)) = €™ (yhe + zhy) .
Los valores de la funcién cerca del puritoy)

f (:E + hzay + hy) = e(erhI)(erhy)’

se pueden aproximar por

f(:CJrhz,quhy)Zpl(:chhx,quhy):f(z,y)ﬁLdf[(:E,y)](hx,hy)
=™ + ™ (yhy + zhy) .

- >

Ejercicio:
Obtenga el volumen del material necesario para construivaso cilindrico cuyas dimensiones
son las siguientes: (a) radio del cilindro interioR; (b) altura del cilindro interior, H; y ()
espesor de las paredes y del fondd, Obtenga la solucion exacta y una solucién aproximada
calculando el incremento del volumen del cilindro interarincrementar su radio y altura en
una cantidadk .

Las diferenciales de orden superior se definen como losesitps polinomios en las compo-
. .H
nentes de la variable vectoriél.

4 )
Definicién 3.4

Seaf : D c R? — R una funcion de clas€? enx € D; se llama diferencial

de segundo orden de la funcién en el puntg al siguiente polinomio de orden dos
—

en las componentes del vecthr

g q
d2f aco < ) Z xzxj

i=1 j=1

Anéalogamente, st es de clas&™ en x( llamamos diferencial de orden n &g
a

df [@0o] (7) = Z Zf% o () iy ol

11=1 in=1

N y

Observese que la diferencial de ordede una funcionC™ es un polinomio homogéneo de
— . .
ordenn en las componentes del vecthr. Como consecuencia de esta propiedad se cumple que

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



3.6. ALGUNOS TEOREMAS DE LAS funciones DIFERENCIABLES 139

d'f [@o] (\R) = Adf (@] (B)),

En efecto, aplicando la definicion

df [Fo] (NB) = D0+ D0 £ L (Fo) (k) o W)

i1=1 in=1

de manera que sacando factor comun los factbres

df [@o] (AR ) =" Zq: Zq: JE) g (@) iy o hiy = N [@o] ()

i1=1 in=1

Ejemplo 3.15

Veamos algunos casos particulares gque clarifiquen la diéfinémterior. Dada la funcién = f (x),
definida en la recta real, su diferencial de segundo orden es

&f [xo] (h) = f@ (x0) h.

En el caso de una funcién de dos variakles f (x,y) la diferencial de segundo orden es un polino-
. — .
mio de grado dos en las componentegddees decir

&f [(0,50)] (has by ) = £ (20, 90) b + 2£5) (20, 90) hahy + £52) (20, y0) s
y en forma matricial

£ (zo,90) £S5 (20,30) h
d? , hayhy) = (b, hy ( m )
Flteo-ollt ! ) ( fag?/) (w0,90) f(Q) (w0,90) y

y2

- >
Ya podemos enunciar el teorema de Taylor. Daremos primex@ension parcial que relacio-

-, - -, . .
na el valor de la funcién ey + h con el valor de la funcién y de sus derivadas parciales de
primer y segundo orden evaluadas#p

~
Teorema3.13 (Teorema de Taylor de segundo orden)
Seaf : D ¢ RY — R una funcion escalar de clagé? en el puntox( € D;
entonces se cumple que
— - — — - 1 — - — |2
(70 ) =1 @) w20 () + 5 (7] (7) o (|]°)
El polinomio de orden dos en las variablgs,. . . , h,
- — — - 1 — -
Py <h) = f (@) +df [@] (h> + ﬁd%f (0] <h) ,

se denomina polinomio de Taylor de orden dos asociado a leidary en el punto

xo.
N y
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Utilizando la definicién de las diferenciales de la funciégntérminos de sus derivadas par-
. H - . .
ciales y de las componentes del vectoy el polinomio de Taylor se escribe

P (R) = (@) 31 (@) e 3 23 A (@) s

=1 j=1
El siguiente ejemplo particulariza esta expresion paraifunes definidas en el plano.

Ejemplo 3.16 (Férmula de Taylor eR?)

Seaf : R? — R una funcién de clas€? en el plano con valof (zg, yo) y derivadasf’, (zo,y0) Yy
o5 (To,y0) en el puntd(zo, yo). Entonces el valor que la funcion toma en el pupto+ b, yo + hy)
se escribe

f (o + hayyo + hy) = f(20,90) + fr (20,y0) ha + £, (Z0,90) hy
+ % {ff) (@0,40) b + f§2 (0, 90) hyy + 2L (fﬂo,yo)hxhy}
+0 (| (h 1))
- >

Ejercicio:
Utilice el desarrollo de Taylor de orden dos alrededor deben para escribir de forma aproxi-
mada la funcién

f(zy) ="t

Calcule entonces de forma exacta y de forma aproximada erva(0.1,0.1) y compare
ambos resultados.

Demostracion3.13

Antes de deducir la forma de la aproximacion de Taylor derordeepasaremos el teorema de Taylor
para funciones de una variable. Para funciones suaves deatinbleg : D ¢ R — R este teorema
asegura que si la funcién tiene sugrimeras derivadas continuasen= a *

gla+h)=g(@)+g [@h+~

1
519" (@) h? 4o+ =gt (@) B + Ry (a,h),

donde la cantida&,, (a, k) recibe el nombre de residuo. Podemos demostrar que en kimjmtades de
a el residuo toma valores muy pequefos. De las diversas éxpessque existen para el residuo, la mas
Gtil para nosotros se escribe como

Ro(a,0) = - (6 Q) 4 (a)

donde¢ € (a,a + h). Esta expresion esta intimamente relacionada con la faraellLagrange del
residuo, que es mucho mas conocida. Obsérvese que se curaple g

R, (a,h) 1 B
B0 B) _ L (g ¢) g (@) *=% 0

Admitamos, por el momento, quees de clas€? en su dominio y definamos la siguiente funcién de
una variable

g(t):f(i’oﬂﬁ),

Ipara ello basta con existan las+ 1 primeras derivadas en= a.
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cuyas derivadas se obtienen aplicando la regla de la ca@enw la funciénf es de clas€? la regla de
la cadena es valida tanto pafaomo para sus derivadas parciales de primer orden. Porttogademos
escribir que

g = Xl (?o + tﬁ’) hi
" (t) — Zq Zq f// (? 4 tﬁ) hih _ d2f
9 i=1 22j=1Jz;a; 0 il

y, en particular, cuandb= 0

df o+ tﬁ (ﬁ) ,
[[5’0 ; mj} (7).

g0 = df[@] (%),
g0 = df[@o] (k).

Estas expresiones so igualmente validas aunque la furfcido sea de clas€? en el puntoz .
Aplicando la férmula de Taylor a la funcigncuandaot = 1 obtenemos

g(1)=g(0)+4"(0)+ %9” (0) + R2(0,1),

y substituyendg por su definicién y sus primeras derivadas por las expresiamiriores, resulta

P (Fo+ W) = £ (Fo) + a7 [@] (B) + 50 [Fo] (B) + B2 0,1).
Ahora bien, el residuo puede escribirse como
1 4 —
Ry (0.1) = 5 (6" Q) = 9" )= 33" (M, (To +CR) = fiL,, (F0)) hi.

i=1 j=1

N
donde¢ es un niumero comprendido entre cero y uno. Ademas, ¢brhe H h H resulta

2
Ry (0,) < K [,

con

)

es decir

Ro(0,1) =0 (Hﬁ‘f)

De esta forma llegamos al resultado que buscabamos

g(1) =g(0)+4"(0) + %g” (0)+ o <HH’H2) .
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El teorema de Taylor de ordenes una generalizacion inmediata del anterior en la que el
polinomio aproximante involucra todas las derivadas pégside la funcién hasta orden

~

Teorema3.14 (Teorema de Taylor)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién escalar de clagé” en el puntox € D;
entonces se cumple que

El polinomio de ordem en las variablesiy,. .., h,

PT<ﬁ>:f(?)+df[ ol (= )+ S [T (R) +---
oy 7] (7),

se denomina polinomio de Taylor de ordede la funciénf en el puntox.

G .

Para finalizar la seccién, y a modo de resumen, incluimos agraina de flujo con las rela-
ciones entre los resultados mas importantes de este tema

—D| f continuaen

— | f nocontinuaen &

> Hlf'm-“(rr)VE > fI“( )—W{In)

— f diferenciable en I — ﬂj"m.h(rr)Vﬁ
{ no diferenciable en > Se cumple TVM
fes(Men ) No se cumple TVM

N Se cumple regla de la cadena

No se cumple regla de la cadena

Figura 3.10 : Diagrama de flujo
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Problemas
Problema 3.1Analice la continuidad y diferenciabilidad de las siguesnfunciones:

1.
LY .
f(xvy){ $+y2 S? (m’y)#(070)7
0 S (‘Tay) = (0,0)

3zy — 224 .
Flay)={ a2ggp o (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) =(0,0)
Problema 3.2Estudie la continuidad de las derivadas parciales primetagliferenciabilidad de las
funciones que se proponen a continuacién:

1.
s (@) #0,0),
f(:z:,y){ xz)ry RN, iy
2. 1
f(x,y){ (z+y)sen<m+y) si (x,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

Problema 3.3Dada la funcionf (z,y,z) = axz + bxy + cz, determine los valores de las constantes
a,b,c para que la derivada direccional gieen el puntory = (1,1,1) sea maxima en la direccién

Vo = (—1,1,0) y su valor se&.

Problema 3.4 La intensidad de luz visible en una regién del plano que eaetel puntd—2, 1) viene
dada por la funciod (z,y ) = A — 22 — y. Determine la trayectoria que debe seguir una pequefia forma
de vida fotéfaga (que se “alimenta de luz”), que en el instértial se encuentra en el purite2,1), de
manera que la cantidad de alimento conseguido sea maxima.

8 9] Problema 3.5Determine la trayectoria de descenso mas acusado situaeasuperficie = 2243y

y que parte del punto: (&),1,4)y (b) (1, —2,13).

8 9] Problema 3.6Determine la forma de la funciéfi si Vf (r,9,2) = a1 7 +az g + a3? para todo
(z,9, 2).

2 9] Problema 3.7Halle la ecuacion del plano tangente a la superficie defirodépecuacionz +y) —4 =
r —y+ sen(z)enelpuntoconr = ley = 1.

8 9] Problema 3.8La curva parametrizada pat (t) = (2t,3/t, —2t%) corta al elipsoide de ecuaciéf +

y? + 322 = 25 en el punta2, 3, —2). Determine el angulo de interseccion.

Problema 3.9Utilizando que la variable esta definida como funcién implicita de las variabtesy
mediante la ecuaciée¥ + zz + cos(xy) = 0, halle las derivadas parciales de&on respecto a ambas

variables.
Problema 3.10La ecuacion de estado de los gases perfect®desnRT = 0, dondeR es la constante
de los gases ideales. Demuestre por diferenciacion intgli@xplicita que:

op_ P
ov v’
or _ nk
or v’

Problema 3.11 En los libros de termodindmica aparecen expresiones ael tip
By (0= (9 __,
Or oy 0z)
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144 TEMA 3. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES ESCALARES

Explique el significado de esta relacion y demuestre quereadera.
Problema 3.120btenga la forma del gradiente de una funcjéin), siendor = | 7|y 7 = (z,y, 2).

Utilizando el resultado anterior calculé = — V'V paraV (r) = — dondeK es una constante.
T

Problema 3.13Desarrolle en serie de Taylor a segundo orden las siguiftme®nes:

1. f(x,y) =e"Ycos(x +y) entorno al puntd1, 2).

T2y
2. f(z,y) = / e~ dt entorno al origen de coordena

0
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Tema 4

Funciones vectoriales

4.1 Definicidon de las funciones vectoriales

Las funciones que hemos estudiado hasta el momento soroifescescalares. Es posible,
sin embargo, introducir funciones cuya imagen esta fornpaaavectores. Son especialmente
Gtiles para describir curvas y superficies en geometriapglmiento de sistemas de particulas
0 caracterizar el campo electromagnético en fisica.

Como ya hemos definido en los temas precedentes, una furgifmaeregla que a cada ele-
mento de su dominio de definicion le asocia un elemento (y wdd) de la imagen. Asi, una
funcion real vectorial es una regla que asocia a cada elerdergu dominio efiR? un elemento
deRRP, dondep y ¢ son nimeros naturales cualesquiera.

e )
Definicion 4.1 (Funcion vectorial)

Una aplicacion o regla

B DCRI—R; BeD— B (%) = (o1 (F). .0 (F)),

se denomina funcién vectorial de variables reales. Los conjuntod y
{@ (&) \.Z € D} reciben el nombre de dominio de definicion e imagefgde

Lasq componentes, z», ..., z, del vectorz reciben el nombre de variables in-
dependientes y Igsfunciones escalare§p; (') , i = 1,2,...,p} se denominan
funciones componente d@g.

g 4

Dado que los valores de la funcién son vectores podemostedaraclos dando su descompo-
sicién en una base. Utilizando la base estandar resulta

En el caso de funciones vectoriales de una sola variableamibs normalmente el simbolo
t para denotar la variable independiente; la razén es que rayar parte de las aplicaciones
fisicas dicha variable representa el tiempo.

Ejemplo 4.1 (Dominio de una funcion vectorial)

Sea la funcion vectoriap (t) = (¢, log(1 + t),sen(t)). Sus funciones componentes son
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146 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

¥1 (t) = tg’
P2 (ﬁ) = IOg(l + t)?
p3(t) = sen(t)

Si empleamos el simbolD; para referirnos al dominio de definicion de la i-ésima funa@émpo-
nente, el dominio de definicion global vendra dado poe N?_, D;, es decir, por la interseccion de los
dominios de definicion de las diferentes componentes. Beml@o actual los dominios de definicion de
las tres funciones componentes se escriben como

Dy = R, Dy = {t cR \ t > —1}, Ds; = R,

demaneraqu® = D;NDy;NDs={tcR \. t > -1} =(-1,00).

- >

Ejemplo 4.2 (Campo de velociadades de un fluido)

Para especificar la velocidad de un fluido que se mueve enatiesge requiere una funcién vectorial

V. R — R3: (x,y,z,t)—>‘—/>(m,y,z,t),

dondeV (z,y, z,t) representa la velocidad de una pequefia particula de flue@mel instante de
tiempo se halla en la posicidn, y, z).

Figura 4.1 : Campo de velocidades en el plano

- >

En diversas disciplinas como la geometria y la fisica muéhasiones vectoriales surgen
de forma natural como resultado de distintas operacionestras funciones vectoriales. De
hecho, la suma vectorial, el producto por un escalar, elymodescalar, el producto vectorial y
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4.2. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 147

la composicion de funciones permiten generar funcionescoraplejas.

Definicion 4.2 (Operaciones aritméticas elementales)

Dadas dos funciones vectorialgs : D ¢ R? — RP y 3 : D C RT — RP
y una funcién escalan (?) con dominioD C RY, convenimos en introducir las
siguientes funciones definidas 2n

[@+3] (@) =4 (@) + 4 () [sumal,
[up] () =u (&) @ (&) [Producto por un escalar],

[<¢’, $>] (Z) = (g (), ¥ (¢) @) [Producto escalar],
. Parap = 3 podemos definir la funcién producto vectorial

=

P W DN

—

%3] (@)-3 (@)= 4 (3).

Dadas dos funciones vectorialgs : D c R? — RPy 8 :ECRP — R™, es
—
posible definir su composiciégy : D C R? — R™ como

v (F)=6°%(7) =4 (3 (7)),

siempre quég (D) C E.

J

4.2 Continuidad y diferenciabilidad de las funciones vecto riales

En esta seccion generalizamos las definiciones de limidincidad, derivabilidad y diferen-
ciabilidad al caso de funciones con valores vectoriales.

4.2.1 Limites y continuidad de las funciones vectoriales

Los conceptos de limite y continuidad son completamentmgos a los que hemos introdu-
cido en el tema anterior. Asi, empleamos la notacion

para indicar que los valores vectoriales de la funcion sexapan aL cuando el puntoxr’
tiende ax (, cualquiera que sea la trayectoria de aproximacion. Es, g@ecdemos hacer que los
valores g (?) se aproximen d tanto como se quiera tomando el purgosuficientemente
préximo a@, con la dnica restriccion que # @o. Si L = (L1, La, - - -, L,) debera ocurrir
que

lim g (@) =L, i =1,2,...p.

T —xT0

e - - ’ H - H -
También es cierto que si ligh.z, ¢ (@) = L, lalongitud del vectorg (@) — L tiende
a cero a medida que se aproxima ar o. Cualquiera de estas condiciones sirve para definir el
limite de una funcién vectorial.
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148 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

Definicion 4.3 (Limite de una funcidn vectorial)

Daday : D ¢ RY — RP una funcién vectorial definida e® c R7y Ty € D
un punto de la adherencia del mismo, definimos

_lim ¢ () = <Jfrm o1 (), _lim o (Z), -, _lim g, (?)>,
xr X X x

siempre que existan los limites de todas las funciones coempes.

Ejemplo 4.3 (Limite de una funcién vectorial)

Dada la funcion vectoriaF’ (t) = (1 + ¢?) 7 +te! 7 +sen(t)/t k determine su dominio de definicién
Dy calcule a continuacion el limite de la misma en un pugtocualquiera deD.

Si llamamosD; al dominio de cada una de las componentes de la funcién vectenemos que
D = Di;nNDyNDs.Enelcaso que nosocup®; = Ds =R, D3 =R — {0} — D =R — {0}.
Calculemos el limite en el puntg = 1 € D:

i i ‘ . 4
lim 7 (t) = [Ilm(l + t3)} 7+ [Ilm tet} 7+ {hm sen(t) )] %
t—1 t—1 t—1 t—1 ¢
1
=27 +-7 + sen(l)_).
€
< >

Frecuentemente se encuentra en la literatura la siguiefitéaion de limite, equivalente a la
gue hemos dada mas arriba.

Ve

Teorema4.1l

Seayp : D ¢ R? — RP una funcion vectorial definida en el dominio re@ly
Ty € D’ un punto de acumulacion del mismo, se cumple entonces que

—

)— L

8|

im @(Z)=L < _lim

— X0 — X0

@ (

|-

Demostracion4.1

= Para demostrar la condicién necesaria partimos de la défiraciginal de limite, es decir

im @ (T)=1 = lim ¢, (T)=L.

— —
xr— T T — T

. g e
Ahora bien, la norma de un vector es un escal#@(?) — L H es una funcién real escalar de

las variablegzy, 22, - - -, z4); por las propiedades de las funciones escalares tenemos
. — = =2 . — =11\’
_lim <p(gc)—LH =(_lim cp(t)—LH ,
xr— T T — T

de manera que podemos calcular primero el limite de la normedrado para extraer después la
raiz. Se verifica entonces
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4.2. DIFERENCIABILIDAD DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 149

con lo cual

¢(@)-I| = Jm <i%(5’)Li> i(;""ﬁ @i(i’)Li)Q.

lim, =

— T

—
x

-« >
/ - - . . \
Teorema4.2 (Propiedades aritméticas de los limites)
Seang : D Cc RY — RPy E) : D ¢ R? — RP dos funciones vectoriales
y u (%) una funcion escalar definidas én. Si@, € D'y @ (7) =—=% I,
P (7) =—2% Myu () =% ¢, se cumple que:
1 $+$} () Z=2% T + M,
2. [ug] (F) Z=2% (L,
3 <$,$>] (7) 2222, <f,z\7 ,
4 a’xﬂ () Z=2% L x M (¢ = 3)
. v
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150 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

Demostracion4.2

La demostracion de estas propiedades no presenta difialgiaoh si se parte de la definicién de limite
como limite de las funciones componente. Nos limitaremaar daddemostracion de la primera de ellas,
dejando las deméas como problemas o ejercicios para el.l§eoiendo en cuenta las definiciones de
funcién sumay de limite podemos escribir

Jim [3+9] (@) =_im [3(@)+ 7 (@)= i <JmL i () + (z)}) 2

T — T

- >
El estudio del limite cuand@ se aproxima ar( nos permite explorar el comportamiento
de la funcién en una vecindad @€, tan pequefia como se quiera, pero que excluye el punto
central @ y por tanto nada nos dice sobre el valor de la funcién en dicimiop La relacion
entre el limite de la funcion y el valor de la misma en el puntg es la base de la idea de
continuidad.
4 )

Definicion 4.4 (Continuidad de una funcidn vectorial)

Una funcién vectorialg (') definida en el dominio reaD es continua efry €
D si se cumple que

Por extension se dice que una funcion vectorial es contimusuedominioD si es
continua en todos los puntos del mismo.

Resulta conveniente realizar algunos comentarios queitg@rcomprender mejor la defini-
cion precedente:

= De la definicion deducimos inmediatamente que una funci@toxial es continua si y
s6lo si todas sus componentes son funciones escalaresuam)tes decir,

Por lo tanto si una funciégp es continua en su dominio de definicion (o en un subconjunto
del mismo) podemos situar los extremos de los vectgi¢ss 1) y ¢ («'2) tan proximos
como se quiera permitiendo qaé; se aproxime suficientementéad,.

= Observese también que la definicion de continuidad que hertroducido involucra no
s6lo al dominio de la funciéon , sino también a su fronteraaSuhcion no esta definida
en un punto de la frontera decimos que posee una discoraheia dicho punto.
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Ejemplo 4.4 (Un primer ejemplo de continuidad de una funcién veatpri

Estudie la continuidad de la funcién vectorial

N _ _ (senz —seny e” —e Y
(10(xay)_((pz(xay)a@y(xay))_( $*y ) $+y )a
definidaem = {(z,y) € R?, \. 2? # y*}. ¢ Puede extenderse la definiciéridé =,y ) de manera que
sea continua en todR?.

La continuidad dég en su dominioA resulta evidente a partir de la definicion de sus componentes
¢z (z,y) es continua en todos los puntos del plano £64 y, mientras quey, (x,y) lo es siempre que
T # —y.

Para poder redefinir la funcién de manera que sea continwaleiXt es necesario que exista el limite
dey, (z,y) en los puntos de la forma,, o) y el deg, (x,y) en puntos comdzy, —zo).

En el primer caso efectuamos el siguiente cambio o+, y = yo+y, de maneraque lim ). (zo,z0) =
Iimiy,g*,(o_’o). ASi

lim O (x, y) = lim Du (x, y) lim Sen(l’o + .Z’g — S~en(:1:0 + y)
(z,y)—(z0,z0) (z,9)—(0,0) (&,5)—(0,0) Z—7

y efectuando un desarrollo en serie del numerador, resulta

)

sen(zg + Z) — sen(zg + §) = 2cos(x)(Z —F) + ...,
por lo que podemos escribir

lim (z,y) lim =Yy
T,Yy) = CcoSTog——= + -+ = CcoSxg.
(@) —(z0.m0)  ° (,5)—(0,0) -y

Procediendo de forma similar encontramos que
Iim Sﬁy(zay):‘fzov
(z,y)— (w0, —x0)

con lo cual deberemos definjr, (z,7) = cosz Yy ¢, (v, —x) = € para quep esté definida y sea
continua erR2.

- >
Las propiedades de los limites enumeradas en el tecteh@nducen de forma inmediata a
gue las funciones con valores vectoriales continuas aegisflas siguientes propiedades.
e ™
Teorema4.3 (Propiedades de las funciones continuas)

Sean?:Dch—>pr$:Dch—>RPyu:Dch—>Rdos
funciones vecoriales y una funcién escalar definidas en elahio D. Si las tres
funciones son continuas &g, € D se verifica que

G+ (@), W] (@), [(¢.9)](@). [¢x6](@) =3

son continuas e .

4.2.2 Diferenciabilidad de las funciones vectoriales

Hasta ahora hemos utilizado nuestro conocimiento preicesias funciones escalares para
introducir los conceptos de limite y continuidad de una i@meectorial. En este caso segui-
remos una aproximacion diferente y no nos basaremos erel@ddiabilidad de las funciones
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152 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

componente para definir la de la funcion vectorial. Por ediinitemos la derivada parcial de
una funcién vectorial como el limite de un cociente incretalerectorial y deduciremos después
su relacion con las derivadas de las funciones componentes.

Consideremos, para fijar ideas, una funcion vectagial D ¢ R? — R?, dada por

@ (z,y) = (0a (2,y) 0y (2,9)) -

Teniendo en cuenta la definicion de derivada parcial de umzdn escalar, dada en el tema
2, procederemos de forma similar y definiremos las derivadesiagles dég (z,y) como

ag—o)(x07y0) A . A$Ll_0)(x07y0) . (1_0)(('%.07y0)+h7) _$($07y0)

PR L im = lim :
ox h—0 h h—0 h

0@ (20:40) & iy D@ (T0:90) _ ¢ ((z0,90) +h7) = & (z0.90)
Ay h—0 h h—0 h ’

Ahora bien

A ((z0.90)) _ (tpx (o + Py yo) — ¢z (%0,90) ¢y (w0 + A, yo) —wy(xo,yo)>
h h ’ h ’

y al considerar el limite cuando— 0 resulta

M = ( Iim Pz ($0 + h,yo) — Pz (950790) lim Py (xO + h,yo) — Py (I'Q,yo)
ox h—0 h 7h~>0 h
_ ([ 9¢x (w0,90) Oy (20,¥0)
Ox ’ Ox ’

Procediendo de forma analoga se llega a que

0% (20,90) _ (9¢s(x0,50) 9y (20, 90)
Ay g Oy '

Por lo tanto, aunque hemos definido las derivadas parcialég (r,y) de forma directa
como limites de un cociente incremental, obtenemos elteskuhabitual que en este caso se
expresaria del siguiente modo: el vector derivada pareialrah funcion esta formado por las
derivadas parciales de sus funciones componente.

Utilizando los resultados de este ejemplo convenimos enidkfs derivadas parciales de una
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funcién vectorial general como

4 N
Definicion 4.5 (Derivada parcial de una funcion vectorial)

Seay : D ¢ R? — RP una funcién escalar definida en el dominid C RY.
Definimos la derivada parcial de (?) en el puntoz, € D con respecto a la
variable z; como

A P (?o + h?i) -y (?0)

= |im )
8'%'1' h—0 h

siempre que dicho limite exista, o de forma equivalente

({9(,_0) (E)O) A a@xl (E}O) 8901‘2 (5)0) o 8901‘(1 (E}O)
(95'3@' o 83:2 ’ 8::3@ ’ ’ (9::3@ ’

si las funciones componente son derivables parcialmente.
N Y

Ejemplo 4.5 (Célculo de las derivadas parciales)

Seay : R? ¢ R? — R?, definida por la ecuaciop (z,y) = (senz seny, e®¥). Segln la definicion
precedente sus derivadas parciales vienen dadas por

o 0 oe™Y
b (z,y) _ ( senxseny Oe ) _ (coszseny, ye)

Ox oz " O
y
— Ty
8906(;0,31) 3 <8sena:cyseny7 3aey ) — (senzcosy, ze™) .
- >

El hecho de que una funcion escalar sea diferenciable dp giento esta asociado a la exis-
tencia de una aproximacion lineal razonable de la funcidlaeproximidades de dicho punto.
Dado que la definicion de diferenciabilidad de las funciorexgoriales sigue la misma avenida,
conviene clarificar lo que entendemos por una funcién viattaneal.

-, . . H
Una funcién vectorial lineall : R? — R? posee componentes de la forma

l; (?) :ai—i—bﬂxl—|—bi2x2—i—---—|—biqxq, 1=1,2,...,p,

por lo que podemos expresarla en notacién matricial como

l1 (?) al bir bz ... blq 1
I (@) ay bar oy ... Doy To

= + . . )
lp (E)) ap bpl bp2 e bpq Lq

o bien, de forma mas compacta

1 (%) =7d+B7T,

dondea es un vector columna con entradas B es una matrip x g con entradas; ;.
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Ahora ya estamos en disposicion de dar una definicion adaamdiferenciabilidad de una
funcion con valores vectoriales.

4 )
Definicion 4.6 (Funciones vectoriales diferenciables)

Seag : D C RY — RP una funcién vectorial definida en el conjunfa Se dice
quey es diferenciable e’ € D si existe una funcién vectorial lineal

—

U (Z)=¢ (o) +T (o) (¥ — @),

dondeT (@) es una matriz real de dimensignx g, tal que:

o () -1 (@) -
— — - I
T Ha:—a:oH

0

—

Si E’ : D Cc R? — RP es diferenciablev & f), decimos que la funcién es
diferenciable en su dominio.
g 4

También en este caso conviene efectuar algunas aclaradada la importancia del concepto
de diferenciabilidad:

= La condicion basica de diferenciabilidad también se segesdribir como:

|2 @)-T @)
lim o =0,
AT |
(0]
¢(m0+ﬁ)_ ! (30+ h):?(ﬁ) Hﬁ ,
_

donde’ € <ﬁ> es una funcion vectorial tal que Ilms <ﬁ) =0.
h—>0

= Esta definicién es equivalente desde todo punto de vistaweldignos para las funciones
esacalares. Implica la existencia de una aproximaciérllirrzonable en cuanto que la
distancia (norma) entre los valores vectoriales exactos gproximados es mucho menor

. . - —
gue la distancia entr#h H entre los dos puntog’ y .

= Ademas, se reduce facilmente a la definicion de difereridadi de una funcién escalar.
En efecto, si realizamos las siguientes substituciones

2@ )
l(%> — l?),
?(h) — € h)

—  (t1,t2, ..., tg)

el producto matricial’ h queda reducido a un producto escalar, de manera que

G- T-1h = (B)|[R] — - 1- (2. 7) = (%)

con lo cual la afirmacién precedente queda probada
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Ejemplo 4.6 (Estudiando la diferenciabilidad de una funcion veatpr

Como botén de muestra que nos permita comprender mejor ladéfi precedente demostraremos
que la funcién vectorialp (x,y) = (e*¥,sen x cosy) es diferenciable en el origen de coordenadas.
Para ello debemos probar que existe una matriz

7(0,0) = (‘z Z) ,

., . - i ..
tal que la funcion lineall (z,y) (que escribimos en forma matricial)

Ge) = Giam) € 0 G=0) = 6)+ € o) )

verifica que
N
T- im 2wty g
(2,y)—(0,0) Va?+y?
Las componentes de la diferenga( =,y ) — T (z,y) vienen dadas por
@I(zay)flaz(zay) - exyflfaszy,
oy (z,y)—ly(z,y) = senzcosy—cx —dy,

y como debemos obtener el limite cuandoy) — (0, 0), es posible efectuar un desarrollo en serie de
potencias alrededor de= y = 0, de forma que

Ty —ax —by+ ...,

%(fﬁay)—lz(fﬂay)
) ) = (I—-czx—dy+...

7l’y(zay

Por lo tanto

(xy — ax — by, (1 — ¢)x — dy)

lim
(2.9)—(0,0) VrZ +y2

y para simplificar aliin mas el célculo efectuaremos un cambimedenadas polares, con lo cual

_
I —

+ ...

3

r—0 r r

T — lim (rQCOSQSenﬁar(;OSObrsenH (1c)rcos9drsen9)

= II'mO(facosﬂf bsenf, (1 —c)cos® — dcosb) .

Asi, para que el limite precedente exista y sea cero (cuakuaue seé(r)) debemos tomai = b =
d =0y ¢ = 1. En consecuencia concluimos que existe (al menos) unazmatri

T(0,0) = <(f 8) ,

que garantiza la diferenciabilidad g&en (0, 0).
Podemos avanzar que la matriz formada por las derivadamiesrde las componentes geen el
origen de coordenadas es

0z (0,0) v, (0,0)
Or dy _ (0 0
Opy (0,0) Oy, (0,0) 1 0/
ox dy

con lo que concluiremos el ejemplo preguntandonos si eradesd cumple que cualquiera que sea el
punto(z, y)

2 ox dy
O dy
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- >
A continuacion enunciamos en dos teoremas consecutiva®tasiciones necesarias y sufi-
cientes para que una funcion vectorial sea diferenciablengrunto del interior de su dominio.

\‘
Teorema4.4 (Condiciones necesarias de diferenciabilidad)

Seay : D ¢ R? — RP una funcién diferenciable e’y € D. Se cumplen
entonces las siguientes propiedades:

1. Lafuncion es continua en el purigy,
2. Las funciones componente son diferenciablesgn

3. Existen todas las derivadas parciales 2 y la matrizT (?0) viene dada
de forma Unica por

D1 (5)0) 1 (?0)
0z o 0z,
T(#0) =D (Zo)=| : .
Oy (To) O¢p (To)
8561 o 8:6(]
. y
Asi, Dy (?0) es la matriz formada por las derivadas parciales de printamode las fun-
ciones componente. El arreglo matricial es tal que cadadiliene todas las derivadas parciales
de una funcién componente con respecto a las distintadiesiandependientes;. Por tanto se
trata de una matriz de dimensipnx gq.

Ejemplo 4.7

Construyamos a modo de ejemplo las matribeg (E’) de tres funciones diferentes, lo cual nos
permitird obtener cierta soltura en su manejo.

» Seay (z,y) = (e*¥,senz cosy). Las derivadas parciales de las dos funciones vienen dadas p

3 = ye'Y, —on = xe',

€z Y

Iy (z,y) Oy (4, y)

—=— 2 = cosxcosy, ———> = —senxseny,
ox oy

y por lo tanto

= _ ye™? ze®y
Dy (z,y) = <cosaccosy —senxseny )’

» Seaf (z,y) = e*¥ una funcién escalar definida &%. Sus derivadas parciales vienen dada por

hERNAL VS ™Y

Ox ’ Oy ’

con lo cual la matriz de derivadas primeras es la matriz fila

Df (x,y) = (ye ae™).

Es muy interesante observar que a todos los efdatpsz, y ) = ?f (z,y).
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= Por dltimo consideraremos el vector de posicién de un purteral en el espacio dado por la
cubica alabeada’ (t) = (t,t%,t%). Las derivadas de las tres funciones componentes’sgh =
1,y (t) =2ty 2’ (t) = 3t2. Asi, la derivada vectorial es

1

D7 (t)= | 2t
3t2
- >
Las condiciones suficientes para que una funcion sea difiat#a se exponen a continuacion.
4 N

Teorema4.5 (Condiciones suficientes de diferenciabilidad)

Seayp : D C RY — RP una funcién vectorial definida en el conjunio. La
funcién g (@) es diferenciable efr’y € D si se cumple una cualquiera de las
siguientes condiciones:

1. Todas las funciones componem;e(?) son diferenciables en el punts,,

2. Todas las funciones componente son de aldsen x  (se dice entonces que
la funcion vectorial es de clasé! enxy € D).

\\

Ejemplo 4.8
Demuestre que la funcié@ : R? — R definida por

B (z,y)= (ez2+y2,w2 —y? m(zy + y2)) :

es diferenciable eR?. Demuestre explicitamente que se cumple la definicion deatitiabilidad en el
origen de coordenadas.

Resulta trivial probar la diferenciabilidad @& (=, y ) ya que sus tres componentes son suma, producto
y composicion de funciones elementales diferenciables@mel plano. Para verificar que se satisface la
definicion de diferenciabilidad &if), 0) debemos probar que el limite

o B (my) = (0,00 -DF(0,0) (z,9)]
L= lim
(z,y)—(0,0) Va2 + 2

La matriz de derivadas parciales se escribe en este caso

=0.

2xet +Y’ deIQer2
D@ (z,y) = 2 2y ,
Y x4+ 2y

de manera quB 'y (0,0) (z,y) = (0,0,0). Por lo tanto

z24y? 2 2 2
I—  lim |6 (z,y) — (1,0,0)|| _im (e +y _1) + (22— 1)’ + 72 (ay +1?)

(,5)—(0,0) V2 + g2 (@,y)—(0,0) z? +y?

Pasando a coordenadas polares tenemos

L= Iirrz) ———— + 1% (cos? f — sen? 0) + 7272 (cos O sen  + sen? §)*
r— r

= ”mo r\/l + (cos? 0 — sen? 0)* 4 w2 (cos @ sen § + sen? 0)* = 0,
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con lo cual queda demostrada la diferenciabilidad en eéarig

- >
Aunque de menor entidad que las propiedades que hemos extlosam los tres teoremas
precedentes, las propiedades aritméticas de las fundiliieesnciables también son de utilidad
y deben ser enuciadas aqui.

~
Teorema4.6 (Propiedades aritméticas de las funciones vectoudifieenciables)
Seang : D C RI — RPy 3 : D ¢ R? — RP dos funciones vectoriales y
u () una funcién escalar diferenciables @, € D. Entonces se cumple que las
siguientes funciones son diferenciablesz&g
Fo|@) W@ [(3.9) @),
y
D[@+¢](zy) = D@ (T +Dé (o),
Dg] () = Du(@) () +uD (Fo),
D[($.9)| (o) = D6 (T0) B (F0) + DF (T0) & ()
. y

Demostracion4.6

La demostracion de estas propiedades sigue un curso muidiaet de funciones de una variable.
Su dificultad es mayor debido sobre todo a que trabajamos &ioormatrices y vectores. Con el fin de
evitar el aburrimiento del lector s6lo daremos la demogiracorrespondiente a la funcién suma.

Seal (Z)=9¢(Z)+ Y (). Demostrar que la funcién suma es diferenciablecery que

D¢ (o) = D% (o) + D¢ (%),

implica demostrar que

A@T) . €@ - (F)-DC (T0) (7 - 7o)
L=_lim +————=_lim —— =0.
zamgH(E*(E()H xr—xo ||$137$130||

A(@.F0) |7 (F)-F(F0) -DB (7o) (F-T0)+ (¥ = ¢)|
ERE [z =2 |

)< AET) B (%) - # (o) ~DF () (# = 7o)
[ =% EREl
e @ -4 @) -Dé (@) (-7
[ =%

La regla del bocadillo establece de forma inmediata que
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L= lim

—
— —
T — T H$ —

si las dos funcioneg (') y ® (@) son diferenciables et .

- >
La notacion que hemos introducido para las matrices deattas/parciales permite una pre-
sentacion mucho mas compacta de la regla de la cadena. Popartiancia pasamos a enunciar
dicho teorema para funciones vectoriales.

~
Teoremad4.7 (La regla de la cadena para funciones vectoriales)
Seang : D C R? — RPy $ : F Cc RP — R™ dos funciones vectoriales
definidas en los dominio® y E. Supongamos que (D) C E, que’g () es
diferenciable eri, € Dy que é () es diferenciable endy = @ (@) € E.
Entonces la funcién
— —
¢op (T) =0 (s (7)),
es diferenciable e’ y
— —
D[4 @] (%) =D (W) DF (),
dondeD { ] (Z) es una matriz de dimension x g, ch (uo) tiene di-
mensionn x py Dy (@) dimensiorp x g.
N\ J

4.3 Campos escalares y vectoriales

4.3.1 Definiciones y ejemplos

La denominacion campo escalar, que utilizaremos frecoesrite de ahora en adelante, es un
sinénimo de funcién escalar (dependiente de varias vagabl.os campos vectoriales son un
tipo particular de funcion con valores vectoriales en las gjudominio y la imagen de la funcion
son subconjutos de un mismo espacio euclideo.

4 )

Definicion 4.7 (Campos escalares y vectoriales)

Una funcién escalap : D ¢ R? — R se denomina también campo escalar en
R?. Andlogamente, las funciones vectoriales

:DCR'—R;TeD—d(T)cRY,

se denominan campos vectorialesih
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No hace falta decir que un campo vectorial queda perfect@nuiterminado si conocemos
su expansion en una baselRie En este curso supondremos que se trata de la base estandar de
espacio de modo que

q
% (T)=) ¢ (7)<
=1
En el plano o en el espacio denotaremos los campos vectociaheo

—

®(ry) = Culxy) 7V +Py(2,)7T _ (R,
(I)(x7y7z) = (I)$(m7y7z)?+(by(x7y7z)7+q)2(x7y7z)k (R3)7
aunque en la literatura también se encuentra la siguietdeion

F(ry) = Pay)7+Q(zy)7, 4
F(z,y,2) = P(2,y,2) 7 +Q(z,9,2) 7 +R(z,y,2) k.
Ejemplo 4.9 (Ejemplos de campos escalares y vectoriales en la)fisica

Ejemplos tipicos de campos escalares en fisica son la tatopet («, y, z ) de los puntogz, y, z)
de un cuerpo caliente o la energia potentidl, y, z ) de una particula situada en la posicigny, z).
Un caso que ocupa un lugar privilegiado en los libros dedigpiar su importancia, es el del oscilador
armonico. Se trata de una particula cuya energia poterscial e

1
U(o,y2) = gK@ 437 + 2.

La fuerza (llamada recuperadora)

—

F(Ly,z) =-K ($7+y7+2?),

gue actla sobre la particula, es un ejemplo de campo vdctoria

Por otro lado los campos eléctridd (z,9,2)y magnéticoﬁ> (z,vy, z) generados por ciertas distribu-
ciones de carga y corrientes son ejemplos paradigmaticosndpos vectoriales. También lo es la fuerza
gue experimenta una particula de caygan presencia de dichos campos

F=q¢E+ 1% xB,
c

que se conoce como fuerza de Lorentz. En esta exprasiés la velocidad de la particula que entra en
el dominio de los camposgyes la velocidad de la luz.

- >

4.3.2 Representacion grafica de un campo vectorial

En el tem& aprendimos a construir diversos tipos de representacgraéisas de una funcion
escalar, tales como la propia gréfica de la funcién y los ctafude nivel. Como el lector puede
suponer las cosas son bastante mas complicadas cuandtasdetian campo vectorial. Una
manera de visualizar un campo vectorialRho R3 consiste en seleccionar un conjunto de
puntos distribuidos de forma uniforme en su dominio de dgfiniy representar en cada uno de
ellos el valor vectorial del campo.

Considere, por ejemplo, el siguiente campo definid®&n

—

TR —R%; (1,y) — B (2,y) = (—y,2).
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Seleccionamos una red tiéx 10 puntos distribuidos homogéneamente en el interjvalo 1] x
[—1,1] y representamos el valor del campo en cada uno de ellos. Ha@s se muestra en la
siguiente figura.

1’///M¢’< §'\‘7\V\w\
VAP AR N NN
A O N
A S T U U
B NI
RS,
VAN )
HANNN s
NN e e
N e e e A

Figura 4.2 : Representacion grafica del campo vectorial (-y,x)

Un ejemplo analogo en tres dimensiones nos lo proporciorcanmpo central de la forma

' P o 224+ y24+ 227 2+ 2 224y 422 )

que representaremos en el cliba, 1] x [—1, 1] x [—1, 1]. Distribuyendo uniformemente puntos
enunared x 6 x 6y representando el vector correspondiente en cada unoocderedulta

Figura 4.3 : Representacion grafica de un campo central en el espacio
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4.3.3 Gradiente, divergencia y rotacional de un campo

Dada una funciém (') su gradiente viene dado por

o o 00(B)  96(F)_, 00 () .
V(b(m)— Ry €+ Ds €9+ + o, €y,
en todos los puntos donde estén definidas las derivadaslparde la funcién . Puede resultar

conveniente reescribir la ecuacién anterior como

= 0 _, 0 _,
V=—e%e e —€y,
0x1 L+ + Oz a
como un vector simbdlico llamadmabla o, en ocasiones, operador de Hamilton. Se trata en
realidad de un operador de tipo vectorial, que s6lo adqentido pleno en tanto que actla

sobre campos escalares o vectorialesREeste vector viene dado por

Convenimos en definir la accion del operador de Hamiltonesabrcampo de las siguientes
formas:

Gradiente Dado un campo escalardefinimos su vector gradiente como

Vﬁb(m): (Z;SUT)€1+ 823)62%-'--%- (Z;ij)eq‘

. . g
Divergencia EIl «producto escalardel operador nabla y un campo vectorml(i’) es un

nuevo campo escalar, que recibe el nombre de divergenciahgio P (?) y se denota
por

V.3 (7) 0P, (@) L 9% (%) oy 0%, (%)
0z 0z org
Laplaciano La divergencia del gradiente de un campo escalar recibenghreode Laplaciano
y se denota por la letrA

== 0%(T) 026 (%)
Aﬁb(w) —VV@(w) _Tzrzl++87%
Rotacional En el espacio podemos definir también el producto vectoelkabperador nabla y

. = .
un campo vectoriaf® (z,y, z). El resultado es un nuevo campo vectorial que llamamos
rotacional del campo original

b 7 %

S .3 0 0 0
VXx®(x,y,2z)= - - il
(2,9,7) ox dy 0z
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4.3.4 Interpretacion de la divergencia y el rotacional

En el tema estudiamos con cierto detenimiento las propiedades ddilgra. La mas impor-
tante es que en cada punto del dominio de la funcion el gredgeaiiala la direccion y sentido
en el que la tasa de variacién local de la funcion es maxim#er@b de forma rigurosa una
interpretacion intuitiva de la divergencia o del rotaciat&un campo vectorial es bastante mas
complicado y requiere la utilizacion de los teoremas irgtksgr del calculo vectorial, que estu-
diaremos al final del curso.

Intentaremos suplir este problema mediante ejemplos. lasssencillos estan relacionados
con los campos de velocidades de un gas o un liquido. Suporga gelocidad de una molécula
de fluido que se encuentra gne le pufitoy, z) viene dada por el campo vectoridl (z,9,2).
Como vamos a ver en los siguientes ejemﬁbs?/ (z,y, z ) esté relacionada con la tendencia
del fluido a aproximarse o a alejarse del punto, es decir cexiséencia de fuentes o sumideros

De forma mas general, la divergencia de un campo vector@e su asociada en fisica a
la existencia defuentes o «sumideros de tipo escalar. Asi, en electromagnetismo la fuente
escalar de campo es la carga eléctrica. Esto se refleja erulasi@nes fundamentales del elec-
tromagnetismo (ecuaciones de Maxwell) en que la divergethel campo eléctrico viene dada
por la densidad de carga eléctrica. Por el contrario la girezia del campo magnético es nula
lo que significa que no hay fuentes escalares de campo mem(ibi existen cargas magnéticas
0 monopolos magnéticos).

El rotacional del campo de velocidad®s x V (z,y,2) nos da una medida de la tendencia
del fluido a rotar alrededor de dicho punto. Un fluido irrotaeil, cuya velocidad sélo tiene
componentes radiales, se obtiene exigiendo que el roslalehcampo de velocidades sea nulo
en todo el espaci@> <V (z,y,2) =0.

De un modo analogo aunque quiz& algo menos intuitivo, etimtal de un campo vectorial
fisico esta asociada a la existencia de fuentes vectodaleampo. En el caso del campo mag-
nético, son las corrientes de carga eléctrica. Una espirka jgpie circula una corriente de carga
eléctrica (otra vez las rotaciones) es una fuente de campoétieo.

Con el fin de verificar estas ideas de forma sencilla estudi@sdos siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.10 (Significado de la divergencia)

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



164

TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

Figura4.4:

Consideremos el siguiente campo de velocida-
des

7 - rd —
V(z,y)=azxi +tayj =ar,

donder’ = (z,y). Por sencillez centraremos nues-
tra atencion en el origen de coordenadas, aunque
argumentos mas elaborados permiten ver que (con
algunas diferencias) el fenémeno es general. El
movimiento de este fluido es radial y va dirigido
hacia el origen siv < 0 0 escapa del origen si

a > 0. Su divergencia es

—
V -

y observamos que es positiva cuanda> 0y

el fluido tiende a escapar del origen y negativa

cuando, por el contrariay < 0 el fluido tiende a concentrarse en el origen. Ademas

V xV(z.y) =

g Sl

7 &
99 _g
dy 0z
ay 0

como corresponde a un fluido que no forma remolinos alred#glomgin punto.

-€
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Ejemplo 4.11 (Significado del rotacional)

Consideremos ahora un campo de velocidades
diferente
= - —-
Vi(z,y) =—wyi +wxyj.

Si denotamos poir al vector de posicion del
punto(z,y), se cumple que

1 Ve ) =wn). @) =0,

lo cual demuestra que el campo de velocidades es
perpendicular en cada punto a su vector de posi-
sicion. Ademas

H‘—/)(ac UWH = Jwy) + (wz) =w|| 7],
Figura4.5: . . . . .
lo que correspondecon una rotacion uniforme del fluido alled del origen con velocidad angular
(unarotacién sélida como la de un disco de vinilo). De hetzhdivergencia del campo es

= = Oy ox
Este resultado nos indica que la cantidad de fluido en unremtte cualquier punto permanece constante
a lo largo del tiempo, es decir el fluido no presenta tendemeieumularse o a escapar de ningn punto
del plano. Si consideramos un pequefio disco alrededor denin,pa cantidad de fluido que penetra en
el mismo por una mitad cualquiera de su circunferencia ed ggla que sale por la mitad opuesta.

Por el contrario, el rotacional del campo

— - 7
7 7 k
?x‘—/)(:r,y): 6_81; a% % :2w?,

—wy wzr 0

no es nulo, lo que indica su tendencia a formar remolinos §@Enaaso un Unico remolino alrededor del
origen).

- >

4.3.5 Algunas relaciones basicas del operador V

Teorema4.8

Seang : D C R® — R yg : D Cc R3 — R? un campo escalar y un campo
vectorial definidos erD c R3 y de claseC?, esto es, con todas sus derivadas
parciales hasta orden dos continuas PnSe cumple entonces que:

f— = — . .
1. V x V¢ = 0: el rotacional de un gradiente es el vector nulo,

—

2.V. (? X 3) = 0: la divergencia de un rotacional es cero.
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Demostracion4.8

Tal como indica el enunciado la funcion escaddrz, y, z ) tiene todas suss derivadas parciales hasta
orden dos continuas por lo que el teorema de ClaiP&garantiza la igualdad de las derivadas mixtas.
De forma similar cada una de las componentes del campo iadctor

—

@(x,y,z) = (q)z(SC,y,Z),q)y(l',y,Z),q)z(Z',y,Z)),

es una funcion escalar de cla€€ por lo que sus derivadas mixtas también son iguales. Bags est
condiciones se cumple que:

- =
7 7 k
S =5, |2 9 9
VxXVo=1oz oy 0z
9¢ 99 0¢
Jor 0Oy 0z
2 2 2 2 2 2 Ny
_(Po PoNo (P PoN (P6 PoNp_7
Oydz  0z0y 0z0x  0xdz Oxdy Oyox
9 9 9
Jdx 0Oy 0z
V. (Vx8)=|2 99
Jr 0Oy 0z
o, O, o,
B 824)93782@1 n 82<I)y782<1>y y 82@27 0?0, —o
~ \0ydz 020y 020  O0x0z oxdy Oydx )
- >
4.3.6 Campos conservativos
4 N

Definicion 4.8 (Campos conservativos)

Un campo vectorial® : D C¢ R? — R? es conservativo si existe un campo
escalarg : D ¢ R? — Rtal que

2 ()= Vo (7).

es decir, las componentes del campo vectorial satisfacégualdad ®; (z') =

¢ ()

6%

En fisica el campap se denomina potencial escalar y se utiliza un conveniodigente
distinto ya que la relacion entre el potencial y el campo ot viene dada poﬁ (5’) =
—?qﬁ (?) Los conjuntos de nivel de la funci@hse denominan en fisica conjuntos equipoten-
ciales: curvas equipotenciales Rhy superficies equipotenciales Bi. Debido a las propieda-

des del gradiente el campo vectorial siempre es ortogorma ednjuntos equipotenciales, tal y
como se muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 4.12 (Ejemplos de campos conservativos en fisica)
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Denotemos porr = (z,y, z) el vector de posicién de un punto genérico en el espacio y slmgor
r = ||7||. Admitiendo que nos encontramos en el vacio perfecto, epcastectrostatico generado por
una carga eléctric&®, que se encuentra en reposo en el origen de coordenadasaromb gravitatorio
creado por una masd en dicho punto, son campos vectoriale®RSrdados por

= K_, (7,9, 2)

@(x7yaz):T—BT: ($2+y2—|—22)3/2,
donde la expresion y las unidades Heson diferentes en ambos casos. Por ejemplo, para el campo
gravitatorioK = —GM dondeG es la constante universal de la gravitacion. En el sistemanidiades

MKS la constantds del campo electrostatico se escrilie= Q/(4meg), dondee es la susceptibilidad
eléctrica del vacio.
Estos campos vectoriales derivan de un potencial escalar

K K

¢ L, Y,2) = — = T ———>
( ) r /$2+y2+22

como

—

B (0,y,2) = —Vo(z,y,2).

Las superficies equipotencialeg «,y,z) = c son esferas de radifi/c, mientras que el campo
vectorial es radial (proporcional®), y por tanto ortogonal a las superficies equipotenciales.

En general el campo eléctridd (z,y, z) se obtiene siempre como el gradiente de un potencial escalar
¢ (z,y,z). El campo magnéticd}_f (z,y, z) también esta relacionado con un potencial; sin embargo se
trata de un potencial vectoria (z,y,z) Yy larelacién entre ambos es muy distinta

—

B(2,y,2)=V x A (2,9,2).

- >

Ejemplo 4.13 (Obtencién del potencial escalar mediante cuadstura

Sea el campo vectoriah (z,y) = (3+2zy)7 + (22 — 3y?)7 definido en el plano. Determine si es
un campo conservativo y en caso afirmativo encuentre la siqordel campo escalar del que deriva.

Admitamos como hip6tesis que es un campo conservativo quaademo un gradiente del potencial
¢ (z,y). Porlo tanto

0¢ (x,y
_ N (bl(m’y) = %’
@y (ny) = =5
Asi, se cumplira que
99 (x,y) _

0slmy) o

99(xy) _ 2 g0

o9 x 3y~.

Integrando la primera ecuacion con respecto a la varigldbtenemos

¢ (z,y) =3z + 2y + ((y),

donde((y) es unafuncién arbitraria de la variableDerivando parcialmente con respectpla expresion
gue hemos obtenido e introduciendo el resultado en la segeouwhcion
z? + 3—2 =2? -3y — 3—2 = —3y%
El hecho de que la derivada de la funcigsodlo dependa dges un resultado satisfactorio. Si hubiese-
mos obtenido cualquier tipo de dependencia érabriamos llegado a un absurdo con lo cual la hip6tesis
inicial sobre el caracter conservativo del campo vectsgala falsa.
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Integrando ery llegamos a qué(y) = —y* + k, siendok una constante arbitraria. En definitiva, el
potencial escalar es

¢($7y):3$7y$27y3+k7

y no resulta complicado verificar que sus derivadas pasciean a las componentes del campo vecto-
rial.

- >

4.4 Curvas parametrizadas

En la secciénl.5 del tema?? presentamos varios ejemplos cuyo objetivo era convencer al
lector de que toda curva &f puede caracterizarse mediante una funcién vectorial dépae
de una sola variable real.

Consideremos, para fijar ideas, una funcién vectorial

B ) =(p1(),p2(t), .00 (t) \. tEICR, (¥)

continua en todos los puntos de su dominio de definicion . Rodeonsiderar que (t) tiene
su origen situado sobre el origen de un sistema de coorderad y que su extremo sefiala
el puntoP £ (z1, 9, ,T.q), de manera que

zr =1 (), wi= @i (b)), g =g (1) (+)

Cuandot varia dentro del intervald las coordenadas; también varian y el punt® traza
una linea o curva eR?. Como la funcién es continua dos valores sucesivos del prém ¢,
y to, definirdn dos punto®; y P, que se encontraran tan préximos como se quiera sin mas gue
exigir quelt; — ta| < 1. Por tanto, es razonable afirmar que la linea descritd’pes continua.
La ecuaciorn(x) recibe el nombre de ecuacion vectorial de la curva mientrasagg ecuaciones
(#*) son sus ecuaciones paramétricas.

Ejemplo 4.14 (Parametrizacion vectorial de una curva)

En este ejemplo obtendremos la ecuacion vectorial de laacurdefinida por la interseccion del
cilindro de radiol centrado sobre el ejg (z? + y2 = 1) y del plano de ecuacion+ » = 2.

La figura superior muestra de forma esquematica como se flarmavaC como interseccién de las
dos superficies. Resulta patente que la proyeccié@ debre el planaX'Y coincide con la base (que
llamamosCy,) del cilindro.

Sabemos que en el pladdY una circunferencia de radio unidad centrada en el origeritadma ecua-
cién de la forma

Cuy: T () = (cos(t),sen(t)) \. t € [0,27)

La diferencia entre los puntos dey de C,,, radica en el valor de la coordenadauitilizando la ecuacion
del plano podemos despejaen funcion dey, con lo que obtenemos que= 2 — y. Ahora bien, sobre
la curvaC se cumple qug = sen(¢), y por tanto las ecuaciones paramétricas de la curva son

x = cos(t),y = sen(t),z = 2 — sen(t),

lo que da lugar a la siguiente funcién vectorial

C: 7 (t) = (cos(t), sen(t), (2 — y(t))), \. t €]0,2n).
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—

Clxy)

Figura 4.6 : Interseccion plano-cilindro

p
Definicion 4.9 (Trayectorias y curvas)

Una trayectoria erR? es una funcién vectorial continu@ : [a,b] C R — RY; si

g = 2 6 3 se habla de trayectoria en el plano o en el espacio.

La imagen de la funcion, esto es, el conjunto

CE£{p{t)eR \. t€lab]},

se denomina curva hodografa @&, siendog (a) y @ (b) Sus puntos extremos.

\\

Se dice que la trayectori@ (¢) parametriza vectorialmente la cur@ay la dota de una orien-
tacion ya que los puntos de la misma se recorren en un ordendémdey (a) hastag (b)
segunt recorre el intervalda, b].

La denominacion de trayectoria para la funcion vectoria parametriza una curva proviene
sin duda de la fisica donde se llama de esa forma a la furgi¢) que caracteriza la posicion
cambiante en el tiempo (que se denota usualmenté) e un moévil. De hecho, como vamos
a ver a continuacion es bastante habitual en geometria desmovelocidadv’ (t) y aceleracion
@ (t) alas derivadas primera y segunda de la trayectoria.

4.4.1 Derivadas de una trayectoria

Las derivadas parciales de una funcion vectorial se obitideevando parcialmente las fun-
ciones componente. Una trayectoria es una funcion vettpredepende de una séla variable
por lo que se trata en realidad de derivadas ordinariasn8abgue en este caso los conceptos
de derivabilidad y diferenciabilidad coinciden por lo qoe Utilizaremos indistintamente a lo
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largo de esta seccion.

/
Definicion 4.10 (Derivada de una trayectoria)

Seay : I ¢ R — RY una trayectoria en el espaci&?. Definimos su derivada
de ordenn enty € I como el vector

A" (to) —(n) s v d"¢; (to) —
ar kA DD Dy ranth

i=1
siempre y cuando existan todas las derivadas de ordde las funciones compo-
nente en dicho punto.

Se llama funcién derivada de ordera la funcién

M) I -RI\. Vtel—BM@).

(&

y

Las derivadas de primer y segundo orden de una trayect@ra@m de forma habitual en las
férmulas de la geometria diferencial y reciben una denaotidnaespecial

p
Definicion 4.11 (Velocidad y aceleracién)

Seayg : I ¢ R — R una trayectoria derivable al menos dos veced eGonve-
nimos en utilizar los siguientes nombres:

» velocidad: v (1) = @’ (1),
= rapidez:v (t) = ||@’ (1),
= aceleracion:a (t) = @ (t).

Las derivadas parciales de una funcion escalar multidari@bla derivada ordinaria de una
of ()

T
de la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funni@fiyesegin el ejeX;. De forma
totalmente similar, el vector derivada de una trayectamnia € ¢, esta relacionado con la recta
tangente a la curva parametrizada por la trayectoria enngbptiy = & (o).

Para tratar esta cuestién con un minimo de rigor debemosrdefincuidado el concepto de
recta tangente a una curva. Seana curva,P un punto sobre la mismailyuna recta que pasa
por dicho punto y tiene como vector directodda Dado un punta sobreC'y denotando po#
el &ngulo que forman los vectoreb y 1763 decimos qué es tangente a la curvd en el punto
P si el angulod — 0 cuando@ — P (ver la figura ...).

funcién de una variable real) tiene un significado geonetiaro: representa el valor

Curso 2007-2008 Célculo Il, Grupos Ay E



4.4. CURVAS PARAMETRIZADAS 171

Con el objetivo de traducir estas ideas al len-
guage de las trayectorias supongamos que la cur-
va C viene parametrizada por la funcion vecto-
rial @ (t). Seany (to) Y @ (to + h) los vectores
de posicion de los puntaB y @ respectivamente.
Asi, afirmar qu&) — P es equivalente a tomar el
limite h — 0. El coseno del angulé viene dado
por

(o)

‘—> —1’

cosl =

), podemos escribir

Ahora bien, el miembro de la derecha satisface que

(Blto+n)-F(t), d) <¢<t0+hzi (tO)’7>
TR ] W R )

y por lo tanto

< ¢ (to + h})L @ (to) ’ E)> . <¢>, (t), E>>

Elosh-F@g| 7wl [d]
h

Este resultado implica que en el limite— 0 el angulof coincide con el &ngulo formado
por d y el vector derlvadap’ (to) Para que en dicho limit¢ = 0 es condicidon necesaria y
suficiente que los vectorad y @' (to) sean paralelos. En otras palabiass tangente a la curva
CenelpuntaP siysolosid || ' (o).
( )

Definicion 4.12 (Vector y recta tangentes a una curva)

cosf =

Si C es una curva efiR? parametrizada por la trayegoria? : I Cc R — RY,
cuya derivada em, € I existe y es no nulag’ (ty) # 0), se cumple que:

= B’ (ty) es tangente a la curv@ en el puntoP £ @ (to) .
= |a ecuacion vectorial de la recta tangenteCaen el puntoP es

T(t)=F (to) +(t—t0)@' (to), tER.

\\

Ejemplo 4.15 (Interpretacion geométrica del vector derivada)
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Consideremos la siguiente trayectoria en el plano

7 (1) = (2(t), (1)),

gue caracteriza la curva planade la figura. Su-
pongamos que dicha curva puede describirse tam-
bién como la grafica de la funcign= y(z), de
modo que la pendiente de la recta tangente en el
punto(z,y) sera

.
.
o o
o
o

dy (x)
t = .
gla) = ——
. Admitamos momentaneamente que, tal como
. c se muestra en lafigura, el vecter (t) = (2/(t),y'(t))

fuese tangente a la curéaen @ (t); entonces

Zvé(ﬂe-: dy/dt _ dy
:CI

Figura 4.8 : Interpretacion geomécg't%g de _ %9
rivada en 2D (t) dx/dt dx

Dado que hemos obtenido el resultado correcto estamosradibs para pensar que la derivada de una
trayectoria es un vector tangente a la curva que parametriza

- >

Ejemplo 4.16 (Vector tangente a una circunferencia)

Como un primer ejemplo de aplicacion de la definicldh2 calculemos el vector tangente a la circun-
ferencia de radio unidad centrada en el origen, en los phto$y (0,1).

La curva problema puede parametrizarse por la funcion xiett@ (t) = (cos(t),sen(t)) donde
t € [0, 27]. La derivada de esta funcion es

7' (t) = (—sen(t), cos(t)).
v (m/2) Por otro lado los dos puntgd,0) y (0,1) co-
. rresponden a los valorés= 0y ¢ = «/2 del
r (0) parametro, de modo que
=0 = F'(0)=(01),
t=7/2 = 7' (n/2)=(-1,0)
7 ()
Figura 4.9 : Vectores tangentes
- >

Ejemplo 4.17 (Angulo de corte de dos curvas)

Utilizaremos que el vector derivada de una trayectoria egetate a la curva que parametriza para
determinar el angulo de corte de dos circunferencias enwgus®de interseccion. Las circunferencias
en cuestion vienen dadas por las funciones vectoriales

Cy:71(t) = (cos(t),sen(t), 0)
Cy:7o(u) = (0,cos(u),sen(u)) } tu €0, 2m)
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Como norma general, dos cun@s : 71 (t), t € I; y Cy : 73 (u), u € I se cortaran si existen
valores de los parametros € I, y ug € I tales query (tg) = 3 (uo) . El angulo que forman las dos
curvas en el punto de corte se define como

(71’ (to) , 73’ (uo))
1’ (o)} 72" (wo) |

Los valores de y ug correspondientes a los puntos de corte de las dos curvassquoé satisfacen
que

cos(b12) = ||

z1(to) = w2(u0), y1(to) = y2(uo), 21(to) = 22(uo),
y utilizando las funciones componente de las dos trayextae! problema, resulta

cos(tp) = 0,
sen(ty) = cos(ug), = (to,uo) = (7/2,0), (37/2, 7).
0 = sen(up),

Substituyendo (por ejemplo) los valorestgeenr; (t) obtenemos los dos puntos de corte

to=7/2, = P=7ri(r/2) (0,1, 0)
to=3m/2, = Q=7 (31/2) (0,-1,0).

Ahora debemos calcular los vectores tangentes a cada uaacleVas en los puntos de corte. Tenemos

Tt = —sen(t)W + cos(t) T + 0k = Ty (n/2) =17 +07 + OE),
= - —
! T (37/2) =17 +07 + 0k,
— — — -
0)=0v+07+ 1k
Thw) = 07 —sen(u)7 +cos(w)k = T2 ’
2 () W7+ Ty (r) = 0T + 07 — 1K,

El calculo de los productos escalares

(1 (r/2),750) = —(T,k)=0,
(T (37/2), Th(m)) = —(T,K)=0,

demuestra que estos vectores son ortogonales y
por tanto que las circunferencias se cortan for-
mando un angulo recto.

Figgra 4.10: Cortes entre dos curvas

Ejemplo 4.18 (Recta tangente a una hélice)

En este nuevo ejemplo determinaremos las ecuaciones paraséle la recta tangente a la hélice
parametrizada por

C:7(t)=2cost? +2sent g +tz,

en el puntoP £ 27 +27 + 7r/4?. El valor ¢, para el cual la trayectoria pasa por este punto se

deduce facilmente de la expresion de la coordenaBaidentemente, e = 7 /4. El vector derivada se
escribe como
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@' (1) = (—2sent,2cost, 1) — @' (n/4) = (,\/57 V2, 1)
de manera que
T () =3 (n/0) +17" (n/4) = (V2,V2.7/4) + 1 (-V2, V2, 1),
es decir
T ()= (\/5(1 — ), V2(L+1t), /4 — t) .

Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas seran

2(t) = V2(1 — 1), y(t) = V2(1 +1), 2(t) = % ¢

4.4.2 Curvas suaves

A diferencia de lo que ocurre en funciones escalares de uiablarealy = f(x), la existen-
cia y continuidad de la derivada de la trayectoria no gazamue su representacion grafica sea
suave: debe cumplirse ademas @eie(t) # 0. Para convencernos de este resultado estudiamos
dos curvas planas muy distintas entre si: la hipocicloideudéro puntas y la circunferencia

Ejemplo 4.19

La hipocicloide (de cuatro cuspides¥ta para-
metrizada por la funcién vectorial continua
( B (t) = (cos®(t),sen’(t)), t € [0,27).
En este caso el vector derivada viene dado por

@’ (t) = 3cos(t)sen(t) (— cos(t),sen(t)) .

cuyo modulo ed| g’ (¢)|| = 3| cos(t) sen(t)].
Este se anula cuando el parametiama los valo-
rest = 0,7/2, 7y 3w/2. Y precisamente, tal co-
mo se muestra en la figura adjunta, la hipocicloide
(= 5n/2 presenta cuatro puntas alrededor de dichos valo-
res det. Realmente podemos decir que la hipoci-
cloide no tiene un aspecto suave; sin embargo, los
arcos de curva comprendidos entre las puntas si
Figura 4.11 : Curva hipocicloide lo son y por ello decimos que la curva es suave a
trozos. En general, los puntos donde se anula la derivadenseninarpuntos cuspidales
La circunferencia de radie centrada en el origen tiene por trayectoria la funcion véaitg (1) =
(cos(t),sen(t)), cuya derivada es

@ () = (= sen(t), cos(t)) < |’ (1)) = L.

Por tantog’ (t) nunca se anula (si lo hiciese su norma también deberia s8r Eétector admitira que
la circunferencia tiene un aspectmuy suave: no presenta dobleces, cambios de direccién abruptos o
puntas a lo largo de su recorrido.

- >
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~

Definicion 4.13 (Curva suave)

SeaC' una curva parametrizada por la trayectorig (¢) definida en el intervalo
real [a,b]. Se dice que&”' es suave si se cumplen simultaneamente las siguientes
condiciones:

1. @ (t) es una funcién vectorial de clagé' en(a, b),
2. @' (t) # 0 Vt € (a,b).

Si existe un numero finito de puntQst,, . .., t,—1 en el intervalo(a, b) en los que
se verifica que la derivada no existe, es discontinua’dt;) = 0 se dice que la
curvaC es suave a trozos. Definiendp= a, t,, = by C; como el arco de curva
caracterizado por

Ci:@:[tiii,tJCR—RI, con i=1,2,...,n,

la curva suave a trozos se puede expresar como union de los@rc

r(b)

f(a) r(t1) r(t2)
\J al Q G

Cl

r(b)
C=UQ

Figura 4.12 : Ejemplos de curvas suaves

La figura anterior muestra ejemplos esquematicos de un ae s/ de un arco suave a
trozos, que se descompone como union de arcos suaves. lkas suaves admiten un vector
tangente unitario a lo largo de todo su recorrido; si la ttey@a que parametriza la curva es

—

@ (t), dicho vector viene dado por

expresion que esta bien definida puesto gliét) # 0 en(a,b). Siunacurva es suave a trozos,
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— , .. — I
el vectorT (t) no esta definido en los puntes- ¢; dondeg’ (t;) = 0.

( N\

Definicion 4.14 (Curva simple)

Una curvaC suave (0 suave a trozos) se denonsimaple si puede parametrizarse
mediante una trayectorig : [a,b] C R — R? uno a uno en el intervalda, b).
Esta condicion garantiza que la curva no se interseca a simajgxcepto quiza en
sus extremos.

Cuando los extremos de una cuWaparametrizada por la trayectori (¢), satisfacen que
@ (a) = @ (b), la curva se denomina (obviamente) cerrada. No existe nangazén para que
una curva cerrada no pueda ser simple; las curvas de estedipen un nombre especial.

Definicion 4.15 (Curva de Jordan)

Una curvaC suave (0 suave a trozos), cerrada y simple recibe el nombeeida
de Jordan.

Una curva simple sélo tiene dos orientaciones asociadd35Sig (a) y Q = @ (b) sonlos
puntos extremos de una curva simple abiéftgpodemos considerar que la curva esta dirigida
desde P a Q, o viceversa. En el caso de una curva de Jordangsdetar a la curva de una
orientacion en el sentido de las agujas del reloj (negativ&n sentido contrario a las agujas
del reloj (positiva). La siguiente figura muestra variosvgjos de curvas suaves, simple y de

Jordan

Curva simple Curva suave no simple
Curva de Jordan Curva suave cerrada no simple

Figura 4.13 : Ejemplos de curvas suaves
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4.5 Integrales sobre curvas

El lector ha estudiado previamente integrales definidaasque el dominio de integracion es
un intervalo de la recta real. La medida de Riemann asocidit#a dominio es simplemente su
longitud. En esta seccion introduciremos integrales sobreas, donde el dominio de integra-
cion es un arco de curva. Como en el primer caso la medidaefgranion debe proporcionarnos
la longitud de dicho arco, pero en esta ocasién el célcuta disicho de ser trivial.

4.5.1 Particion y medida de un arco

SeaC una curva suave en el espa@. Esto significa que esta parametrizada por una tra-
yectoriay : [a,b] C R — RY de claseC! en(a, b), tal que su derivada no se anula en ningin
punto del intervalo abiert(u, b). Como ya es habitual, denotaremos go(t) y @’ (t) los va-
lores vectoriales de la trayectoria y de su derivada. Unadate generar una particién del arco
C consiste en introducir una particid®, ; del intervalo|a, b| formada pom subintervalos con
fronteras en los puntos

a=tyg <t <ty <. - <t <o <tpoq <tp=0b,

lo que permite definir los puntas; 2 B (¢;) sobreC'y los subarco€; 2 A;_, A;, es decir,
delimitados por pares de puntos sucesidgs; y A;.

Entonces, el conjunto de subarcos

Po={C;, i=1,2,...,n},

es una particion d€’. Sip (C) es la medida
o longitud deC'y p (C;) la longitud deC;, se
cumple que

i=1

ya que la union de los subarcog”; es exac-
tamente igual &'. El objetivo ahora consiste
en relacionar la medida (C;) con la trayec-
toria @ (t). Podemos obtener una aproxima-
cion de la longitud del subared; admitiendo

X que

_ w(C) = AL A [ (0) - % ()]
Por gf%@a‘%téf‘dﬁ?fﬁﬁ'gg g?t%llgﬁ%réf{ﬂ%l valor medio

B (t) — P (tic1) =B (L) Aty, & € (ti1,ta),
dondey (;) es un punto intermedio del ar€g y At; = t; — t;—1. Asi,

w(C) = |7 ()] At

n(€) =) @ (@)l At
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En principio la aproximacién puede parecer grosera; sinaegah a medida que la particion
deC se haga mas fina de forma reiterada, los resultados seraneadss exactos. En efecto,
silos puntos4; se encuentren muy proximos unos a otros los am/os\AZ— seran indistinguibles
de un pequefio segmento rectilineo con lo cual la aproximamidpuesta sera cada vez mejor.

4.5.2 Longitud de arco

Utilizando nuestros conocimientos sobre integrales dkfnide funciones de una variable
reconocemos inmediatamente en la expresion pé&fd una suma de Riemann correspondiente
a la particionP,, ; del intervalola, b] y a la funcién|| @’ (¢)||. Es decir

p(©) =Y 8" ()] At = R O] P, (7).
=1

y como (por hipétesis)| ¢’ (¢)|| es continua erfa, b) podemos garantizar que en el limite en
que el diametro de la particion( P, ;) = max{At;}, es cada vez menor

b
P = [ 0] o

Si el arcoC es save a trozos y se obtiene como la union de un namero finitwcdsC;
suaves,

Y= Ilim R(||J (¢
p(C) =, Jim R ()

C:UC'i, Ci: @ :la;,b] CR — RY,

la expresion precedente se generaliza de la siguiente forma

n b;
@ =Y [ 7 o) a.
=17 i
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Ejemplo 4.20 (Longitud de arco de una circunferencia)

Utilizaremos la expresidon que acabamos de obtener panal@ala longitud de la circunferencia de
radioa. Como su longitud no depende de la situacion de su centrenposl parametrizarla mediante la
trayectoria

T (t) = (acos(t),asen(t)) , t € [0,27),

correspondiente a una circunferencia centrada en el offiferector derivada verifica que

T (t) = (—asen(t), acos(t)) = |7 (t)|| = V/(—asen(t))? + (acos(t))? = a.

Por lo tanto
27 2m
pe)= [IF Ol d = [adt =m,
0 0

que es la relacion universal (e historica) entre el radiolgrgitud de una circunferencia.

- >

Ejemplo 4.21 (Longitud de arco de una hélice)

En este ejemplo trazaremos la curva parametrizada porylectiaia

T (t) = (cos(t), sen(t),t), t € [0,27],

y obtendremos la longitud del arco limitado por los purfta$),0) y (1,0, 27).

Las ecuaciones paramétricas de la curvason cos(t), y = sen(t) y z = t. Comoz? + y? =
cos®(t) + sen®(t) = 1, la curva se encuentra sobre el cilindro de radjocentrado en el ej&. Segun se
incrementa el punto caracterizado p@# (t) gira en sentido antihorario y asciende de manerague.
Fijandose en la tercera coordenada es facil deducir quaitteg del enunciado corresponden-a 0 y
t = 27, respectivamente

El aspecto de la curv&, denominadanélice,
es el que se muestra en la figura adjunta.
Calculando el vector derivada

7' (t) = (—sen(t), cos(t),1),
su maddulo

|7 (@)|| = V/cos2(t) +sen?(t) + 1 = V2,

; ! y aplicando la férmula de la longitud de arco, te-
—mmek-—T-- nemos
1

PR ‘r s(27r)/0 Hr’(t)”dtx@/o
! :2\/571

X >
CUdadé duérehitliseareinaraalieifyiud de un arco parcialefnplo del arca’; limitado
por los puntosp (a) y @ () (cont € (a,b)) se utiliza habitualmente una notacion distinta

(€0 =stt) = [ 1% )] .

Derivando con respectotaos dos miembros de la ecuacién podemos obtener un resultado
bastante interesante y (til. En efecto

v <
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L0 4 1% wl =% @,

lo que nos dice que la variacion local de la longitud de arceadhbr infinitesimalmente es
igual a la norma de la derivada de la trayectoria. Asi

ds (t)
dt

y claro estéls = |4’ (t)|| dt. Encontraremos con frecuencia la siguiente notacion etetad
tura:d's = @’ (t)dt.

=¥ ®

)

Ejemplo 4.22 (Reparametrizacion de una curva)

En ocasiones resulta til expresar una curva en términos g@andmetro diferente, por ejemplo, su
propia lungitud de arco. Aqui reparametrizaemos la héli¢erar en funcion de la longitus{t).

:/Otu?'(u)udu =Vai=s =
yentonces
7 (t) = R(s) = T[t(s)]
() - (=)= () 5
< >

4.5.3 Integrales de linea y arco

R
Seang (@) y @ (@) un campo escalar y un campo vectorial continuos sobre laetirv
Seamos mas precisos con respecto al significado de estaadinmqueremos decir que las

funcionesy (@ (t)) y 3 (@ (t)) son continuas en la variablges decir

lim ¢ (G (1) = ¢(&F (t))

t—to

I|m<I>( 1) = 5(?(150))

t—to

Introducimos ahora las siguientes sumas de Riemann aasc@das dos funciones, a la
particion P- del arco de curva y al conjunto de puntos intermedios defip@fola secuencia

{t;;i=1,2,...,n}

REOP D) =30 (7 =30 () |7 ()] ot

@
I
—
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Esta expresion puede transformarse aun mas si tenemosr@a @éefinicion del vector tan-
gente unitario

de manera que

1=

Estudiando con detenimiento las dos expresiones es fasi daenta que las funciones que
aparecen dentro de los sumatorios son escalares y contfma@sectop (@ (1)) ||’ (¢)|| es
escalar y también es continua ya que los son sus dos factrpsmero por hipétesis del
enuciado y el segundo porque la curva es suave. Lafur<c%|ﬁ$ (t)) -y (t)> es un producto
escalar y es continua segun los argumentos que acabamaokzde ut

Por lo tanto, las dos sumas convergen a una integral (simapjag/las dos funciones dependen
de una sola variable) en el limite en gi\¢ = Sup(At¢;) — 0, y podemos escribir que

b
Im R P{T) = [o@0) @ 0]«

Iim R<$,P,{£}> - /ab<¥($(t)),¢/(t)> dt

At—0

\

Definicion 4.16 (Integrales de arco y linea)

Seans (%) y @ (@) un campo escalar y un campo vectorial continuos sobre la
curva suaveC' parametrizada por la trayectorigs : [a,b] ¢ R — RY. Definimos
las siguientes integrales extendidas sobre la curva

1. Integral de arco del camp@:

[oa= o (B 0) |7 0] .

2. Integral de linea del camch;:

03. ds :/ab<$($(t)) ,?’(t)> dt.

SiC' es suave a trozos y se descompone como union de arcos suavesC;, las
integrales anteriores se definen como

) Y

La definicion de integral extendida a una curva es una de lasm@ortantes de este curso
por lo que merece que nos dentengamos sobre ella lo que sEsanec
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= Los simbolos/ ¢ dsy / &.ds son simplemente una notaciéon compacta para refe-

, ¢ C Lo :
rirnos a las verdaderas integrales que aparecen en lascefas en los miembros de la
derecha.

= Es posible encontrar otras notaciones y otras denomireien la literatura. Nombres
comunes son integral de trayectoria o con respecto a latlmhde arco para referirse a
Jo ¢ ds, y circulacion (del campo vectorial correspondiente) jpiereominar las integrales

[.®-d¥ .

= Las integrales sobre curvas son integrales simples, estie @ga sola variable. Esto es
un hecho consistente dado que una curva, igual que un ejesébaltiene un grado de
libertad.

= Si los campos estan definidos en el espacio resulta factoléb de forma mas cla-
ra las definiciones anteriores sin que la notacion sea muygesa. Sean (z,y,z) y

g(x,y,z) = (®;(x,y,2),Py(x,y,2),P, (x,y,2)) un campo escalar y un campo
vectorial continuos sobre la curva orientada

C:TF W) =27 +y)T +2()k, telab].

Entonces la integral de arco del campsobreC viene dada por

b
/C ods = [ 6 (a(0).9(0).20) VIO + O+ 0P

y la integral de linea por

N b
/C 345 - / (@, (7 (1)) 2(6) + ®, (F (1)) y'(6) + B (7 (1)) 2/(2)] .

En algunos libros, especialmente de fisica, es posiblentracmtra notacion; si definimos
los infinitésimos ¢ = 2/(t)dt, dy = y/(t)dt y dz = 2/(t)dt, la integral de linea se
reescribiria como

[#d5 = [0, (epe)de 4, (0p2)dy + 0, (00:2) .
C C

Ejemplo 4.23 (Una integral de arcao)

Evalle la integral de arc?[ (2 + zy) dS dondeC es el semicirculo unitario superior, es de€ir:
c
2 +y?=1,y>0.

La trayectoria que parametriza la curva C, asi como su dixiveenen dadas por

7 (t) = (cos(t),sen(t)), 7' (t) = (—sen(t),cos(t)), t € [0, 7],

con lo cual la norma del vector derivadalges”’ (t)|| = 1.

Como la derivada no se anula en ningln punto se trata de us@age. Por otro lado como el campo
escalar es continuo €R? lo es definitivamente sobi€, y aplicando de forma directa la definicion de
integral de arco de un campo escalar, resulta
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T

/(2+xy) ds :/ (24 z(t)%y(t) || 7" (t)] dt =
c

0
HOIN 2
_%U] -

— /0 W(2+cos (t)sen(t)) dt = [Qﬁ . 3

< >
Ejemplo 4.24 (Una integral de linea)

SeaC la circunferencia de ecuacitt + y> = 4y i (z,y,2) = (2x —y,yz% y*z) un campo
vectorial definido eR3. Calcule el valor de la integral de linea del campo a lo larg@’domada en
sentido positivo.

La trayectoria

C:7 (t) = (2cost,2sent,0), t € [0,27],

dota aC de la orientacion antihoraria adecuada. Para poder caleuliategral de linea necesitamos la
derivada de la trayectoria

—

' (t) = (—2sent,2cost,0),

y la expresién del campo sobre los puntos de la curva

3 (7 (t)) = (4cost — 2sent,0,0).

Aplicando entonces definicion de integral de linea, tenemos

2m
/ B d5 = / (& (7 1), 7 (1)) d,
Cy 0
dondeC recalca que la curva se recorre en sentido positivo. Ponto ta
N 2m
/ ®.ds = / ((4cost —2sent,0,0), (—2sent,2cost,0)) dt
Cy 0
2m
= / (8costsent —4sen’t) dt = 4,
0

< >

4.5.4 Influencia de la orientacién de la curva

Seampy & un campo escalar y un campo vectorial continuos (al menbsg $os puntos de la
curva simpleC' parametrizada pog : [a,b] € R — RY. Sabemos que esta trayectoria induce
una orientacion en la cuné@ya que sus puntos se recorren degté:) ap (b). Convenimos en
llamar a esta orientacion positiva y denotar a la curva ta@ande esta forma cont®, . Ahora
bien, es posible encontrar otras trayectorias que dotertaVa de la orientacién opuesta. En
concreto, si definimos un nuevo parametmediante la transformacidn= a+b—u, u € [a, b],

la trayectoria? (u) = @ (t(u)) = @ (a + b — u) recorre la curva en sentido opuesto.

Para entender este hecho nos apoyamos en la figura y observz;ammf> (a) = g (b)Y
E) (b) = @ (a). Asi, cuandou se desplaza desdehastab su imagen recorre la curva desde
¥ (b) hastay (a), es decir, la orientacion ahora es la opuesta a convenimos en denotar a
la nueva curva orientada condd . Se dice que la nueva trayectofa(u) es una reparametri-

zacion deg (t) que cambia la orientacion dg
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i X2 u t X2

A A i) A A A b
r

T b//

a2 aﬂ’iﬁ

x1

Figura 4.16 : Reparametrizacion de una curva

Estudiemos el efecto de la orientacion de la curva sobrdal gla las integrales de arco y de
linea. Comencemos con las integrales de linea. Dadas @ogamiones de una misma cuWa

C+:z>(t), t € |a,b],
C_:¢ (u), ué€lab],

definimos

w|

/C+$.d - /ab<$(¢’(t)),%> dt,
/E’.d /ab<$(?(u)),%> du.

Para relacionar entre si las dos integrales debemos tegaeata que

|

t:a+b—u,—>du:—dt,{u - at = b
u — b t — a,
y también que
v — — —
de _delatbmw) o\ p 2B de
du du dt du dt
Por lo tanto

De forma similar, definimos las integrales de arco sobredascdrvas orientadas
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/C+¢ds - /abqa(?(t))H%Hdt,
[(oa = [(o(Cw)

y procediendo de forma similar tenemos

C’,(bds _ /abq; (?( ) 2 [1) H—%H d(—1)

b

Resumimos a continuacion los resultados obtenidos solméiuancia de la parametrizacion
en las integrals de arco y de linea.
s N
Teorema4.9 (Efecto del cambio de orientacion sobre integrales cieyade linea)

—> . -
Searypy ® un campo escalar y un campo vectorial continuos sobre logoguae la
curva simpleC. SiC'y y C'_ son dos orientaciones opuestas de la curva se cumple

que
/g-d? - —/ $.d7,
4 _

¢ ds = ¢ ds.
cy c_

4.5.5 Integrales de linea de campos conservativos

La propiedad mas importante de los campos vectoriales c@ts®s se enuncia en el si-
guiente teorema.

/ )
Teorema4.10 (Teorema fundamental de las integrales de linea)

H - - . - .
Sea® (5’) un campo vectorial conservativo y continuo en el interiorldees
decir

« B (T)=Vo () VT €D,
= el potencial escalap (') es de clas€ enD.

Entonces, sC es una curva orientada suave (0 suave a trozos), contenida ®n
parametrizada por la trayectoria : [a,b] ¢ R — RY, se cumple que

3.d5 =0 (G 1) —¢(B(a).

C
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Figura 4.17 : Integrales de linea de campos conservativos

Este resultado nos dice que la integral de linea de un cangparia conservativo sélo depen-
de de los valores que toma el potencial en los extremos deava guno depende del recorrido
intermedio de la misma. Por lo tanto todas las integralegnéa del camp@> extendidas sobre
curvas gue tienen los mismos puntos extremos tienen el miatop Otro corolario importante
del teorema anterior es que la integral de linea de un camszo@tivo sobre cualquier curva
cerrada es nula.

Ejemplo 4.25

Com ya hemos comentado, los campos electrostatico y eltgcamal son ejemplos sencillos de
campos conservativos en la fisica. Sus integrales de lépragentan el trabajo realizado para llevar una
carga o0 una masa respectivamente desde un pluatotro puntaB, y éste (en ausencia de otras fuerzas
no conservativas, como rozamiento) sélo depende de laedit& de potencial entre dichos puntos y no
del camino seguido, esto es

W:/Fd?:AU,
C

dondeU representa el potencial gravitatorio o electrostético.

-« >
Demostracién4.10

Utilizando la definicion de integral de linea de un campoasatgenérico tenemos

— b — 0z
<I>~d§’/<<1>(¢’(t)),il—":>dt,
c a

y substituyendo el campo por su definicion en términos depcesscalar resulta

/;5). ds = /b<?¢ (B (1), %)> dt .

a

Por otro ladop (E’) y @ (t) son de clas€! enD por lo que podemos aplicar la regla de la cadena. Esta
establece que

d¢ (¢ (1))

= (Vo (F1). 9 (1),

y por lo tanto

/;6’- ds = /bw(%(”) dt .

Ahora bien, la integral de una diferencial exacta es simplemel incremento de la funcién en los
extremos del intervalo de integracion, es decir

a
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J

=1
o
»]
I
-
)
=
\
-
)
B

~ ™
Teorema4.11

- . . . o .
Sea® un campo vectorial continuo en el abierfd, que supondremos conexo. Si
la integral de linea del campo sobre cualquier curva cordaréenD so6lo depende
de los puntos extremos de la misma y no de su recorrido se euqupl

1. @ es conservativo, es dec® () = V¢ (T),V T € D.

2. Si®, @y € D, el campo escalap (Z) se obtiene como

¢(?):/C$-d? +k,

dondek es una constante real arbitraria ¢ es cualquier trayectoria conte-
nida enD que une los puntog oy .
S y

Ejemplo 4.26 (Obtencion del potencial asociado a un campo vecyorial

Dado el campo vectoriab (z,y) =3+ 2zy)7 + (z — 3y)7 suponga que las integrales de linea
—
fc ® .- ds = 0 para cualquier curva cerrada en el plano. Aplique el teor@merior para obtener el

. .=
potencial del que derivé®.
Elegimos como punto inicial de la curva el origen de coordasg lo unimos con un punto genérico de
coordenadaér, y) mediante un segmente rectilin€o Una parametrizacion sencilla de dicho segmento
es

C: R(t)=(X(1),Y () =t(xy), teo,1],
cuyo vector derivada se escribe
R'(t) = (z,y).
La expresion del campo vectorial sobre los puntos del segndériene dada por

—

3 (ﬁ (t)) = (3+2X()Y ()2 X(1)2 — 3Y()2) = (3 + 2ayt?, 222 — 3y212)

de manera que la integral de linea se escribe como

As

R’( )> dt =
((3+ 2zyt,xt — 3y2t) (z,y)) dt =

3:E+ 31‘ y— 3y )tQ] dt =3z + 2%y — o>

I
\\\

En definitiva, el potencial es

h(z,y) =2y —y+3z+k,
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y derivando parcialmente podemos comprobar que el camporniaaeriva realmente del mismo. Se
cumple en efecto que

¢ (z,y)
ox

¢ (z,y)

=3z +2y; ay

=z — Jy.

-« >
Demostracion4.11

Seanz y * dos puntos arbitrario del interior d@ y C' C D un arco de curva suave (o suave a
trozos) que une dichos puntos. Definimos entonces la siguiiencion escalar

¢ (T) /;$~d? +E,

que sélo depende d€ (y de @), ya que por hipétesis las integrales de linea del caﬁa)pmn dependen
del recorrido d&”, s6lo de sus puntos extremos. De acuerdo con el enunciatEpdeinak es cualquier
ndmero real.

Seax + h'e; un punto proximo ar ; el valor deg en este punto sera

¢(5’+h€’i):/ B.d5 +k,

dondeC’ es un arco arbitrario (contenido en el interiorfdque unex  y el nuevo punto. Debido a la
independencia del recorrido de arco podemos elgégie C' U AC, siendoAC el segmento de recta que
unex y x + h'e;. Este puede parametrizarse mediante la trayectoria

(1) =T +t(hes), telo1),

cuya derivada eg’ (t) = h'e’;.
Se cumple entonces que

(b(?th?i)f(b(?)il B N = | 1 [ =
A E[/,irds /C!I%ds]E/AClI%ds,

y aplicando la definicién de integral de linea

SN -\ — 1 1
¢ (x +he) - ¢ () :l/ <T{>’(E>+th?i),h?i> dt =/ i (7 +the,)dt,
h h Jo 0

donde hemos usado q<£,€’i = ®,. Tomando el limite cuandb — 0 en los dos miembros de la

ecuacion y teniendo en cuenta que el limite de una integtalietegral del limite si el integrando es una
funcion continua, tenemos

1

09 (= !
(=) _ ||'m/ ®; (Z +the;)dt = [ lim®; (& +the;)dt
8:1:1- h—0 0 0 h—0

ztbi(?)/oldt:d)i(?).

En definitiva, podemos escribir que

—

v / &.d5 +k

o

)

.
donde en el Ultimo miembro hemos utilizado el simbj:laljf)0 para recalcar que la integral de linea sélo
depende de los dos puntos extremos.

- >
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S 4.A Curvatura y sistema intrinseco de una curva

4 .A.a Definicion de Curvatura

Recordemos que €' es una curva suave caracterizada por la trayecipri@) podemos
definir enlgdos Sus puntos un vector tangente con la misreatacion de la curva, ya que
@' (t) # 0 cualquiera que sea Normalizando este vector obtendremos un vector tangente
unitario

-1
S 10

gue indica el sentido en que recorremos la curva.

)

Figura 4.18 : Variacidn del vector tangente sobre algunas curvas

La figura muestra el comportamiento d_f—:(t) en algunas curvas suaves. Resulta patente
que este vector apenas cambia cuando la cGhge desvia poco de una recta, mientras que
su variacion es muy superior si la curva presenta doblecesnbios de direccion bruscos. El
concepto de curvatura de una curva en un punto pretendeaeradida de larapidez con que
dicha curva cambia de direccion al desplazarnos infini@sirente de dicho punto. La forma
tradicional en que se ha definido es

—
drT

k2|94
ds

donde T es el vector tangente unitario syes la longitud de arco. Obsérvese que se utiliza
como parametro la longitud de argale manera que el valor de la curvatura en un punto dado
sea independiente de la parametrizacion elegida (frecusmte se denomina parametrizacion
intriseca de la curva a la que emplea la longitud de arconwvartir la curvatura, obtenemos el
radio de curvatura de la curva en el punto dade 1/k.
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En general no utilizaremos la longitud de arco como variatlependiente de la trayectoria
gue parametriza una curva; por esta razén conviene reiedardurvatura para una parametri-
zacion arbitrariap (t). En este caso

dT (t) dT (s)ds dT ,_,
170,
y como la curva es suave| ¢’ (t)|| # 0) podemos escribir
_|Te
el

Ejemplo 4.27 (Curvatura de una circunferencia)

—
darT

k(t) = | —

Como un primer ejemplo, calcularemos la curvatura de urtaicferencia de radia. Un resultado
razonable seria que la curvatura fuese constante y quei@ldadurvatura coincidiese con el radio de
la circunferencia.

Suponiendo que la circunferencia tiene su centro en elmdgecoordenadas, la parametrizacion mas
sencilla es

P (t) = (acos(t),asen(t)) , t € [0,2m),
con lo cual

—

@' (t) = (—asen(t),acos(t)) = ||¢’ ()| =a= T (t) = (—sen(t),cos(t)).
Derivando el vector unitario tangente resulta

dT (1)
dt

_
dT (t)

dt
y substituyendo en la expresion de la curvatura, obtenemos

= (—cos(t), —sen(t)) = =1

)

-
7o)

k=ft=—m=-=p=a.
o o 7’

- >

Ejemplo 4.28 (Curvatura de una cubica alabeada)

En este ejemplo determinaremos la expresion de la curvdtuta cibica alabeadd : @ (1) =
(t, 12, t3) en funcién del pardmetio El vector derivada viene dado por

1,2t,3t)
B’ (t) = (1,2t,3t? 2l = VI a0l o T (1) = (263
wa= ) =l el AR =T = e o

El siguiente paso consiste en el célculoﬁé(t)

dT (1)  (=26(=2+ 9¢2), —2(—1 + 9¢%),6¢(1 + 21?))

dat (1 + 4t 4 9t4)3/2 ’
y —
dT (t)|| _ 2V1+ 92+ 9¢%
dt || (1+4t+9t4)3/2

con lo cual la curvatura vendra dada por

2v/1 4 9t% + 9¢4

(1 + 42 4+ 9¢4)3/2°
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4.A.b Triedro intrinseco de una curva

En el espacio, cualquiera que sea el punto que considerabiasisa curvd’, existen infini-
tos vectores ortogonales al vector tangente unit@ricComo este vector tiene norma constante
para todo valor de¢, podemos escribir que

7 a| 7|
i\ 1d||T||
<T> (t) ) ( ) =35

>_ _oT() L 4TW

dt

dt 2 dt
. g , . . g —-

La derivada del vectofl' no serd en general un vector unitario, perdl‘é;i (t) 0 podemos

normalizarlo para obtener el llamado veat@rmal unitario principal

“TEel

También podemos expresar este vector como

- 1 T'(t)

NO = raTEOr
siempre que la curvatura no se anule. Es importante resafagl gector normal unitario prin-
cipal no esta definido en los puntos donde la curvatura esycear tanto, no esta definido en
ningun punto de una recta.

El vector N (t), no solo es ortogonal @, sino que sefiala la direccién y el sentido en que la
curva se«dobla> cuando nos desplazamos infinitesimalmente desde el puntedlculamos
N (t) . Para justificar tal afirmacion admitiremos que las funcsooemponente de la trayec-
toria pueden desarrollarse en serie de Taylor, y por tanpoojgia funcién vectorial admite un
desarrollo de este tipo. Asi

1
B (1) =B (to) + 9 (o) At + 58 (t)) AP+,

dondet es el punto donde calculamos los
— —
vectores unitariosI' y N y At = t — tg.
Ahora bien,
ds| =
P (ty)= —| T(t
¢’ (to) it (o)
y derivando de nuevo
2@ ds| =
¢ (to) = 72| T (to)
to
BN N (¢
T\ 7 t (to)IN (to)
0

Figura 4.19 : Vectores T, N y B (justificacion) e insertando estos resultados en el desarrollo
en serie de la trayectoria obtenemos una ex-
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presion aproximada parg en términos de
— —
T (to) y N (to)

k(to) A N (to) + -+,

9| = ds\
At T (to) + | —
o dt
to

a b

es decir
A (tg,t) = @ (t) — @ (to) =aT (tg) +bN (tg) + -,

. . . -, . Ve ﬂ
y comob > 0 deducimos que la curva cambia localmente su direccion ydeesegun/V (como
gueriamos demostrar). Este resultado es ademas impopargee demuestra que de forma
. - —
local una curva suav€ siempre se encuentra en el plano formado por los dos veciongs\ .

Figura 4.20 : Vectores tangente, normal y binormal

EnR3 se define ademas eéctor unitario binormal B (t) = T (t) x N (t), siempre que
— —
T (t) y N (t) estén definidos. En este caso, en cada punto de la curva (e lesgo mismo,

. . —- = =
para cada valor dg tenemos tres vectores unitarios y ortonormdesN y B, que forman el
triedro intriseco de la curva en el punto dado.

Ejemplo 4.29 (Triedro intrinseco de una hélice)
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Calculemos como ejemplo de aplicacion de las ex-
presiones anteriores los vecto@)sﬁ> y B del triedro
intrinseco de una hélice circular dada por la ecuacion
vectorial

—

7 (t) = cos(t)? +sen(t)7 + t?, t eR.

El vector tangente y su médulo son

() = —sen()T +cos()T + K,
- 7wl = va
X Por lo tanto el vector tangente unitario es
= ) N7 +1k
Figura 4.21 : Vectores T, Ny B en una héli- T (t) = — sen(t) v + cos(t) g + _
ce V2
y su derivada

T (1) —cos(t)? + —sen(t) 7 . H?, _ L’
V2 V2

con lo cual el vector normal unitario principal se escribmoo

N (t) = —cos(t)@ + —sen(t)7 .
Por altimo, el vector unitario binormal viene se obtienealsiguiente forma

B(t)=T(t)x N (t) = % — SenEt)) — cosEt; (1) = \/Li (sen(t), — cos(t),1).
—cos(t) —sen(?

Dejamos como ejercicio para el lector que verifique que les wectores que hemos obtenido son
ortonormales y que el vector normal unitario principal ebt@gido hacia el interior de la curva.

-« >
El célculo de cantidades como la curvatura y el vector notméério principal, aunque di-
recto, es en general muy farragoso; la razén se encuentraedasjcomponentes de un vector
unitario son habitualmente fracciones con raices en elrdaramlor. El siguiente teorema pre-
senta una forma alternativa de calcular estas cantidades.
4 _ )
Teorema4.12 (Expresiones alternativas parg IV)

La curvatura de una curv& suave, parametrizada por la funcion vectorial :
[a,b] € R — RY admite la siguiente expresion en términos de las derivadag d

_E ) x8® @)
— - )
I8’ @l
Ademas, sk(t) # 0, el vector unitario normal principal se escribe

k(1)

d?s
—>(2) __—>/
O URY T0
B ds\ 2
K1) (a)
. 4
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194 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

Demostracion4.12

Dado que
v d
7 _ ¥ (t) — _ E
tenemos
F(0 =7 0|T=2T.

dt

de manera que derivando nuevamente con respettp aplicando las reglas de derivacion podemos
escribir que

d?s— ds—
Bt = — —T'
7)) =T+ T
_

— —

Por otra parte, com@” x T' = 0 resulta
rd —=(2) ds 2_> il
FxPPM=(7) TxT

y teniendo en cuenta qUE es unitario y normal &'’ tenemos

)

2
[#rwxeo]=(3) |7

lo cual conduce de forma inmediata a que

_>I
1m0 _jpexzee)
= 4= = 5 )
I @l [ @l
Las expresiones intermedias que obtuvimos a lo largo derfeosigacion nos facilitaran una nueva
formula para el calculo del vector normal unitario print¢ifan efecto, la segunda ecuaciéon permite

e d
despejarT’’ como

d?s—
e (t) - =T

d_S )
dt

y por otro lados sabemos que

ds

= k1) [ B O] = k) &,

con lo cual, dado que en una curva sup& (t)|| # 0, podemos escribir

™

d*s
e@ (t) - W“—dl (t)

k(t) (%)2

- >

—
N =

siempre que la curvatura no se anule.

Ejemplo 4.30 (Curvatura de la grafica ge= f(z))

Vamos a particularizar la expresion kig) para el caso de una curva plana con ecuagiénf(x). La
trayectoria que define esta curva en el plano viene dada por

B (z) =27 + f(z)7,
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con lo cual, las derivadas de la misma se escriben como

¢'(x) = T+ [fl(2)7,
¢ (@) = 07+ f'(x)7.
Entonced| @’ (z)|| = /1 + (f'(z))*y
7 7 K .
¢ @) x P @)=|1 fx) 0|=[")k,
0 f'(z) 0
de manera qué g’ (z) x B2 (z)|| = |f”(x)]. Por lo tanto
h(z) = f (33)|2 -
(1+ (f@)*)
-« >

Problemas

Problema 4.1Dada la funciong : R? — R? definida por

7 (o) = (.7 81 () £ 0,0) £ B (0,0) = (1,0).

se pide que: (a) estudie la continuidad de la mismay (b) giatenmatriz de derivadas parciales.
Problema 4.2Calcule las siguientes expresiones:

1.V (r™) conn entero positivo.

-
2. V (log r) conr # 0.

3. V2 (1) conr # 0.
T

. (;) conr # 0.

|

dl

4,

Siendo7 = (z,y,2)yr = || 7]

Problema 4.3Calcule, si es que existen, los campos vectorii’e(s:c,y,z) que cumplen qu§> X
il
F (z,y,2z) = (z,y,2). .

Problema 4.4Sea el campo vectoridl (z,y,z) = (2\zye?, Ae*z?, zye® + 2?). Determine los valo-
res del pardmetro realpara los que existe un campo escdlér, y, z ) del que derive como un gradiente
=
F' y obtengaf.

8 9] Problema 4.5Halle el punto de corte y el &ngulo de interseccion de lasasriv(t) = (e, 2cos(t), t — 2)

yra(u) = (u,2,u—3)
Problema 4.6Suponga que una particula trza un arco de curva dado poulizsstg trayectoria de clase
C? 7 (t) = (cos3(t), sen?(t)): (a) Trace de forma aproximada la curva; ¢tiene un aspeai@3ub)

Deduzca las expresiones de la velocidad, de la rapidez ysd&elnoresf> y N. (c) Obtenga la longitud

de la curva.

Problema 4.7Una particula se mueve segun la trayectafié) = (a cos(wt), asen(wt), v.t), cona,
w Yy v, constantes, hasta el instamte- 7/w en que pasa a moverse libremente. (a) Calcule la posicién
y la velocidad de la particula en el instante 7/w. (b) Calcule los vectores velocidad y aceleracion (y
sus madulos) en cada instante de tiempo. (c) Obtenga lassapes de los vectores tangente unitario y
normal unitario principal. (d) Halle la longitud recorridarante los intervalos de tiempae [0, 7/w] y
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196 TEMA 4. FUNCIONES VECTORIALES

t € [r/w,2r/w).
Problema 4.8Un alambre muy fino se encuentra sobre la circunferenciadie«a@entrada en el origen.
Si la densidad de masa del alambre es

1
Mz, y) =K (1‘2 - 592) :

dondeK es una constante positiva. (a) Halle la masa total del akan(iby determine las coordenadas del
C.M.y (c) encuentre el momento de inercia con respecto & eje

. Problema 4.9Calcule la integral de linea del campo vectorial definidclRénf‘> (z,y) = 32’y +
(23 + 2y) 7 alo largo del cuadrado con vértic@s 0), (1,0), (1,1), (0, 1) orientado positivamente.
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Temab

Extremos de las funciones escalares

5.1 Definicidn de extremo local o relativo

Una de las caracteristicas (geométricas) mas importaatesalfuncién son los puntos de su
dominio donde la funcién alcanza un valor mayor 0 menor queuaitquier otro punto de una
vecindad circundante. En dichos puntos la gréafica alcaraa&inm o una sima, respectivamente.
Estos puntos se llaman extremos locales de la funcién ; ganto la nocién de extremo local en
calculo de funciones multivariable es anéloga a la que apame funciones de una sola variable,
con la cual el lector se encuentra familizarizado. Sin egiyda localizacion y el estudio de
la naturaleza de los extremos de funciones multivariatdalten mucho mas complicados; en
estos apuntes introduciremos el problema y daremos loglogtte trabajo basicos.

4 ™)
Definicion 5.1 (Extremos locales de una funcion)

Seaf : D ¢ R? — R una funcion real definida en el conjunfd. Se dice que
tiene un maximo local e € D si

35>0\. f(F) < f(Fo) V& € B* (Z0.6) N D

Anélogamente, decimos que posee un minimo local gk D si

35>0\. f(&) > f(Fo) V& € B* (Z0.6) N D

Si las desigualdades son estrictas, los maximos o mininuiisere el nombre de
estrictos. Los maximos o minimos locales de una funcionrsecen genéricamente

con el nombre de extremos locales.
\C 4

Ejemplo 5.1

Por lo tanto la idea de méximo local de una funcién es la depunto cuspide de la grafica de la
funcién , que sobresale sobre los puntos cercanos; por ghcion un minimo local corresponde a una
sima de la gréfica. El siguiente esquema presenta de forméladéamidea de maximo y minimo locales
mediante las gréaficas de un paraboloide y de un parabolaidgiifo.

- >

Resulta pertinente hacer algunos comentarios sobre ladi@firde extremo local de una
funcion:

= La definicion anteriomo impone ninguna condicion de regularidad sobre la fungion
esto es, no es necesario que sea continua o diferenciable.
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198 TEMA 5. EXTREMOS DE LAS FUNCIONES ESCALARES

Max. local

min. local

Figura 5.1 : Ejemplo esquematico de maximo y minimo locales

= Si f tiene un extremo local e’ , la condicion de extremo debe cumplirse siempre que
estemos suficientemente cerca del punto y con independimtadorma en que nos apro-
ximemos al mismo. Por esta razén, dada cualquier olirgarametrizada pog () y tal
que @y = @ (to) (es decir, la curva pasa pat,), la funciéne (t) = f (@ (t)) posee

un extremo local en = t,. El reciproco es falso: la funcién puede presentar el cotapor

miento caracteristico de un extremo al movernos sélo peraétadas trayectorias.

A\ 4

“

Figura 5.2 : La curva C también tiene un extremo
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5.2 Condicion necesaria de extremo local

4 )
Definicion 5.2 (Puntos criticos)

Seaf : D ¢ R? — R una funcion definida en el conjunio y diferenciable (al
menos) ent o € D. Si

S of (®o) of (@ of (& i
w1t - (Y0 A0, 2E0) o

o de forma equivalente, si

df [@o] (1) =0,

decimos queér ; es un punto critico (o estacionario) dfe
. y

( )
Teoremab.1 (Condicion necesaria de extremo)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién definida en el conjunfo y diferenciable en su
. . . L) _ —_—
interior. Si'Z € D es un extremo local d¢ entoncesV f (Zo) = 0.

En otras palabras, la existencia de un punto criticofden =y € D es condicién
necesaria (pero no suficiente) para gug sea un extremo local.

El reciproco es falso: no todo punto critico es un extremallogstos puntos criti-
cos se denominan puntos de silla.

\\

Demostracion5.1
Sabemos ahora que gtiene un extremo local €& g, la funcion

o(t)=f(Zo+tu), |T| =1,

que proporciona los valores desobre la recta de ecuacigfy + tw, dondew es un vector unitario
arbitrario, también posee un extremo locaken 0; por tantog’ (0) = 0. Ahora bien

&' (0) = lim P(t) —¢(0) f(5>0 *tﬁ) —f (QO) =7 (?0) _ <§’f (?0) ,ﬁ> -0,

t—0 t t—0 t
Yy COI’nOE> es un vector arbitrario concluimos qu (?0) =0.

-« >
La consecuencia directa de este teorema es que la locahizéeilos extremos locales de una
funcion diferenciable pasa porque determinemos primeétesison sus puntos criticos. En las
secciones siguientes introduciremos una serie de cstetijetivos para determinar qué pun-
tos criticos son también extremos locales; de momento,ssidnientes ejemplos lo haremos
mediante inspeccion

Ejemplo 5.2
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200 TEMA 5. EXTREMOS DE LAS FUNCIONES ESCALARES

. .., — . . .
Comprobemos con un ejemplo que la condicion de punto ciffigo= 0 no garantiza la existencia de
un extremo (se trata de una condicidn necesaria pero noesuégi Sea

f:]R2—’R; (;L',y)%f(l‘,y):l'fy,

una funcion diferenciable definida en todo el plano. Se camgpk

f;(O,O)Zf;(O,O)Z()#ef(O,O) :6).

Sin embargo

f@,0)=2>20 y f(0,y)=-y<0,

es decir, en cualquier entorno del origen hay simultaneteymmtos en los que> f (0,0) y puntos en
los que por el contrarie < f (0,0) . Concluimos por ello que el origen de coordenadas no es vereat
def.

Este hecho se refleja en la representacion gréafica de la fueni@n entorno del origen. Es precisa-
mente el aspecto de esta grafica el que da el nombre de purgdsdelos puntos criticos que no son
extremos locales.

Figura 5.3:
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Ejemplo 5.3

Estudie los extremos de la funcigi{ z,y ) = 22 + y — 2y — 7y.
Dado que la funcion es diferenciable en el plano podemoginia localizacion de sus extremos
buscando los puntos criticos g@iecon ese fin planteamos el sistema de ecuaciones

fo = 42—y s 7 dr—y =0
£ W—x—T i(vf_o):> dy—x=7

Resolviendo el sistema encontramos que la funcién poseaiaoa punto critico erfxg, yo) = (1, 4);
si la funcién posee un extremo local debera coincidir com pghto. Para verificarlo estudiemos el incre-
mento local de la funcién cuando nos movemos cerda:glgyo); tenemos

Af=f(+hg,4+hy) — f(1,4) =2R% + h2 — hghy,
y definiendo(h,, hy) = h(cos6,senf)

20
Af=h[2cosf +senf — cosfsend] = h {cos&—i— (1 — %)] > 0.

Por lo tanto, el puntd 1, 4) es un minimo local de la funcién correspondiente al vlfr, 4) = —14.
Obsérvese el caracter concavo de la gréafica de la funciéma ceralicho punto lo que le confiere un
aspecto tatalmente distinto al de la grafica del ejemplosgiette.

Figura5.4:
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Ejemplo 5.4

Estudie los extremos locales de la funciéon

f(r,y)=y—xy+2zx+y+1.

Como en el ejemplo precedente estudiamos la existenciardegxriticos de la funcién , cuyas coor-
denadas seran las soluciones del siguiente sistema

o= —y+2 }:{ —y+2=0 = (%0, Y0) = (5,2).

fy = 2y—z+1 2y—x =1

Estudiando ahora el comportamiento del incremento de lkeidarcuando nos movemos cerca del punto
critico podremos determinar si se trata de un extremo o deimo e silla. En efecto

Af=f(B+hg,24+hy) — f(5,2) = hy — hyhy = hsenf [senf — cosb],

donde hemos tomad@., h,) = h (cos§,sen #). El incremento se escribe de forma mas compacta como

donde la funcidn dependiente del &ngulo puede reexpressirse
x (0) = V2sen f sen (% - 9) .

Es claro quex (6) toma valores positivos y negativos dependiendo de la dée@n que nos movamos,
por lo que el punto critico es un punto de silla.

Figura5.5:
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5.3 Condicién suficiente de extremo

En esta seccion deduciremos un criterio de suficienciadbasa las derivadas de segundo
orden, que permita determinar si un punto critico es un dr®cal de la funcion . Por su-
puesto, en el caso de funciones de una sola variable delskréirse a las condiciones que ya
conocemos, esto es, qyi > 0 para un minimo local estricto f// < 0 para un maximo estricto.

5.3.1 Desarrollo de Taylor alrededor de un punto critico

No debemos perder de vista que el objetivo de nuestro estsdvariacion del valor de la
funcion cuando nos separamos de forma arbitraria de un puitico una distancia infinitesi-
mal. La forma mas general de desarrollar esta tarea comsistélizar el desarrollo de Taylor
alrededor del punto critico. Empecemos por considerarumzdn f : D C R? — R definida
enDydeclaseC? en® € D.SiZ,esun punto critico de la funcién resulta que

V(@) =0 6 df[@] (B) =0, VA.

Por lo tanto el desarrollo de Taylor hasta orden dos vendtéa par

F(Fo4 B) = 1 () + 57 [7a) () +o ([7]).

siempre que la diferencial de segundo orden no se anule emigl priticd. Entonces, el incre-
., - .
mento de la funcién parHah H < 1 se escribe como

1 2
A= (Fo+ B) - £ (F0) = s (7] (W) +o (HZH ) |
Conviene distinguir entre la direccién orientada del vegteu médulo; para ello introducimos
=
h =ew con||uw|| = 1. Asi

Af = ; <d2f (@] (W) +20(€)> :

82
y considerando valores desuficientemente pequefios de manera que

o (&%)

e2

)

< | [0] ()

obtenemos
g 2 [— —
Af ~ Edf [sco} (u)
Ademas, coma? > 0

sgn (Af) = sgn (& [®0] (W),

dondesgn es la funcién que nos proporciona el signo de su argumentaleknitiva lo que
hemos demostrado es que cuando nos separamos de un puatowr#t distancia suficiente-
mente pequefia en la direccion dada porel signo del incremento dg¢ coincide con el de

d’f [Zo] ().

'De ahora en adelante, salvo que se diga explicitamente tracion supondremos quéfd] @' | (ﬁ) #0
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En el caso de funciones de una variable la diferencial seguiete dada por’d [xo] (h) =
@ (z0) h, y comoh? > 0 el signo de la diferencial coincide con el de la derivada séguDe
esta forma, sif® (z¢) > 0 el incremento de la funcion es positivo y estamos en preseafei
un minimo local. Analogamente, % (zo) < 0 el incremento de la funcién es negativa:y
es un maximo local.

La situacion se complica enormemente cuando tratamos caiohes multivariable,ya que
la diferencial de orden dos es un polinomio de segundo gradasscomponentes del incre-
mentoh = T — T . Los conocimientos adquiridos en cursos de algebra lirmksformas
cuadraticas son una ayuda inestimable para resolver deprab

5.3.2 La diferencial segunda como forma cuadratica

La matriz de derivadas parciales de segundo orden de lasfuicevaluada efx

- _ 2 —
Hy (To) = |- [, (%)
' 1j=12,...q
recibe el nombre de matriz Hessiana de la fungiden el puntoz’,. Utilizando Hy (@) y la
matriz columna asociada a las componentgsi, - - - , u, del vector unitariouw
ul
Uz
u = . s
Uq

podemos reescribir la diferencial de orden dos como

q
& [o] (@) = 3 (Hy (Fo)), uius = u" Hy (o) .
ij=1
Por lo tanto la diferencial de segundo orden es una formaéatiea en las variables; , us, - - - , uy.
Ademas, como las derivadas cruzadas de las funci6Ae®n iguales, la matriz Hessiana es si-
métrica y por lo tanto diagonalizable mediante una transéoién ortogonal rea (una matriz
de entradas reales que verifica @O = OOT = 1). Es decir, existe una relacion de la forma

Hf = OH;O" = A = diag(\, Mo, -+, )\g),

donde{\;},_; , _, son los autovalores (reales) de la matftiz.
Resulta conveniente definir una nueva matriz colummalyas componentes vienen dadas por
la relacion. = Ow. Introduciendo la definicion deen la expresion de la diferencial tenemos

d2f [?0] (ﬂ)) = uTHf (?0) u = UTOTHf (?0) Ov
= vl Av = \vd + Mool + - + )\qvg,
con lo cual hemos logrado expresar la diferencial de orderdmo una suma de cuadrados cu-

yos coeficientes son los autovalorggle la matriz Hessiana, que pueden ser positivos, negativos
0 cero.

Ejemplo 5.5
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SeaF’ (uz,uy) = u” Qu una forma cuadratica €k’ donde las matrice® x 2

UT = (U:muy) y Q = <qII qu) )

dzy Qyy

tienen entradas reales (es decy, ¢..5 € R).
Como( es una matriz real y simétrica existe una matriz ortogoraide dimension dos

cos sen 6
0= <(—1)¢’ senf (—1)%+! cos@) » #=12,

tal que

OQOT =A= diaQ)q, )\2)
Expresando este resultado en términos de ecuacionesrescadsulta
Qrz €OS® 0 + qyy sen? 0 + (fl)qquy sen260 = A1,

Qrz €0S® 0 + qyy sen® 0 — (71)¢qzy sen260 = Ao,

Gzz — Qyy o1y 99 + (—1)?qzy cos 26 = 0.

La ultima ecuacién permite determinar el valor &lg substituyendolo en las otras dos ecuaciones
obtendremos los autovalores de la mafpid_a matrizO nos permite definir un nueva matriz columna
cuya relaciéon com es

— Ou— (V1) = cosf sen 6 Uy
U= M va) — \(=1)?senf (—=1)*1cos6) \u,

T ug\ _ [cos (=1)?send v
A <uy) - <sen9 (—=1)?*cosf) \wva )
Entonces

F (ug,uy) = v Qu = vT Av = Mo} + vl

Es muy instructivo clarificar el significado geométrico dérnsformacion de coordenadas asociada
a la matrizO. Con este fin estudiamos la transformacion de los vectergsy’. Asi, definimos

_
72 7¢

O—)
7 — (o

Utilizando la matrizO y la forma matricial de los vectorés y 7', obtenemos

?1 = (cosf,senb), ?2 = ((—1)¢sen 0, (—1)*! cos 9),

expresiones que indican que los nuevos vectores corresp@ndna rotacion antihoraria de angulLa
figura muestra, parg = 1, la rotacion de los dos vectores de la base, lo que demuéataanente que la
matrizO esta asociada a una rotacion de los ejes del sistema dengéere

< >
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[ Figura por hacer ]

Figura 5.6 : Rotacion de los vectores de la base.

5.3.3 Criterio de suficiencia de la diferencial segunda

Podemos utilizar el comportamiento de la diferencial sdgute la funcion e, caracteri-
zada por la matriz de autovaloras

d’f [?0] (U) = uTHf (E}o) u=v"Av,

para determinar la naturaleza del punto critico. En efqeuddemos considerar los siguientes
casos excluyentes entre si:

1. Todos los autovalores de la matriz Hessiana son positivos, lo cual implica qifg | () >
0 Vu.En este caso se dice que la diferencial segunda de la fuaniafy, esdefinida
positiva.

Cuando el desplazamiento= ||z’ — || es suficientemente pequefio se cumple que
Af>0 V& € B* (@,¢), de forma quéx, es un minimo local estricto.

2. Todos los autovalores de la matriz Hessiana son negativos, y por lo tadtd &) (u) <
0 V. En este caso se dice que la diferencial segunda de la fueniaf, esdefinida
negativa

Si e es suficientemente pequefio se cumple fyfie< 0 V& € B* (?0,5), con lo cual
T es un maximo local estricto.

3. La matriz Hessiana poseg autovalores positivos y, autovalores nulosg(,qy >
0, g+ + qo = q). Se dice entonces que la diferencial segunda de la funciém ges
semidefinida positiva

En este caso se cumple qu¥ @iz o] (w) > 0 V. Sin embargo el criterio no pro-
porciona la informacién necesaria para determina¥ gies un extremo porque existeg
direcciones independientes, dadas por los autovecft;{asociados a los autovalores nu-
los, tales que [E’O] (?Z> = 0. En consecuencia es necesario acudir a las diferenciales
de orden superior para determinar la naturaleza ge

Cuando la diferencial segunda de la funciénaém essemidefinida negativa un razona-

miento analogo nos lleva a la misma conclusion: resultaésgindible acudir a términos
de orden superior en el desarrollo de Taylor.
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4. La matriz Hessiana posee autovalores positivog,_ autovalores negativosg autova-
lores nulos ¢,q_ >0, ¢+ + g_ + qo = ¢). Se dice entonces que la diferencial segunda
de la funcién enx o no esdefinida ni semidefinida

En esta situacion existep, direcciones orientadagj, definidas por los autovectores
de los autovalores positivos, tales qu [ <f>j) > 0y ¢_ direcciones orienta-
das independientes, correspondientes a los autovecterastalvalor negativo, tales que
o’f [@] (?;) < 0. Al desplazarnos segun las primeras direcciones la furpriésenta
en T un comportamiento de minimo. Se comporta por el contranoacsi tuviese un

maximo cuando nos movemaos segun el otro conjunto de direesidn consecuencia el
punto criticox o es un punto de silla.

Estos resultados se resumen en el siguiente teorema qumerésicondicion suficiente de
extremo local
e N
Teorema5.2 (Criterio general de la diferencial segunda)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién de clas€?y x € Dun punto critico de la
funcion . Si la diferencial segunda dfeen @ es:

1. definida positiva el punto critico es un minimo local estricto,
2. definida negativael punto critico es un maximo local estricto,

3. semidefinidano se tiene informacion suficiente para determinar la raeza
del punto critico.

En cualquier otro caso, esto es, si la diferencial nadefinida ni semidefinidael
punto critico es un punto de silla.

\

Ejemplo 5.6

Intentaremos clarificar estas ideas en el caso de una fudefimda enR? y con la ayuda de los
resultados del ejemp®.5. Sea(xo, yo) un punto critico de la funciéfiy Af = f (zo + ha, yo + hy) —
f (zo,yo) el incremento de la funcién cuando nos desplazamos del grititsm. Admitamos que

62

2
Af~ %de (0, y0)] (ua, uy) = guTHU,

donde(hy, hy) = € (ug, uy). Entonces:

1. Sila diferencial es definida positiva los autovaloregideon positivos X1, A2 > 0) y por tanto

2 2
Af (ug, uy) = Aiv7 + Agvy > 0,
cualesquiera que seén, v-), 0 lo que es lo mismo cualquera que 3€a

2. Sila diferencial es definida la matriz posee autovalores negativos. Como X\, < 0, la forma
cuadratica cumple que

Af (ug,uy) = Mof + Aovi < 0,

cualquiera que sea la direccion en que nos desplacemos;iesdalquiera que sea .

3. SiA; > 0y Ay = 0, en cuyo caso la diferencial segunda es semidefinida pasitives posible
afirmar queA f (u., u,) toma simepre valores positivos o negativos. Por el cooteisten dos
direcciones orientadas ortogonales para las que el coampiemito es radicalmente distinto:
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Parav{ = (1,0) = w; = (cosf,send) se cumple que\f (uw;) = A; > 0. Asi, en esta
direccidn el comportamiento dées el de un minimo ya qu& f > 0.

Parav] = (0,1) = Wy = ((—1)?send, (—1)?*! cosf) tenemos quél f (&s) = A2 = 0. En
este caso no podemos saber cual es el comportamiento deiérfya que el signo dA f viene
definido por términos de orden superior del desarrollo déofay

4. SiA; > 0y Ay < 0 la diferencial segunda no es definida ni semidefinida. Comel apartado
precedente existen dos direcciones orientadas ortogoealas que el incremento de la funcién
es muy distinto.

Siv] = (1,0) = W = (cosf,send), entonces\f (W) = Ay > 0. Asi, en esta direccion el
comportamiento es el de un minimo ya ghg > 0.

Sivl = (0,1) = Wy = ((—1)?sen®, (—1)?*! cos), entonces\ f (w2) = A2 < 0, con lo que
la funcidn se comporta como si tuviese un maximdan yo ).

Dado que dependiendo de la direccion en que nos alejemositel eritico el incremento de la
funcién es positivo 0 negativo, dicho punto es necesaritenenpunto de silla

La figura muestra (para = 1) las dos direcciones ortogonales en las que el comportéorden\ f
es diferente cuando la diferencial de orden dos no es definida

- >

5.3.4 Criterio de la diferencial segunda en  RR?

La gran ventaja que presenta este caso es que podemos daterarn sencillez la naturaleza
de un punto critico a partir de los elementos de matriz de taiztdessiana evaluada en dicho
punto, sin necesidad de diagonalizarla. $e®? — R una funcion de clas€? y (g, 10) un

punto critico de la misma. Se cumple entoncesﬁife( z0,90) = (0,0) y

Af:f(%y)—f(fﬂo,yo)
1 ( 2 (x0,90) £ (z0,90) ) < T —xg > .

= —(x — 0,y — o)
fg/)(xmyo) fgSQ)(HUmyo) Y=Y

2
Debido a la invariancia frente a cambios de base de las dpeesctraza y determinante,
podemos escribir

TrH (20,50) = £ (20, 90) + £52) (20, 50) = A1 + Ao,

detH (2o,y0) = £&) (20,y0) £32 (z0,w0) = £ (x0,50)" = MAa,
donde, segun la notacion habitu&l,y A, son los autovalores de la matriz Hessiana. De manera
frecuente se denomirgiscriminante D (o, yo) al determinante de la matriz Hessiana en el
punto critico(zg, yo)-
Consideremos ahora los siguientes casos:

» D(wo,y0) >0y f;gi) (z0,y0) > 0; entonces

D('I07y0)>0 — fm(i) (x07y0)f35?3)(x07y0)>07
2 2
£ (20,50) >0 = Fiy (x0,0) > 0,
con lo cual tenemos quB (xg,yo) = A2 > 0y TrH (x0,y0) = A1 + A2 > 0. Resulta

evidente entoces qug y A2 son positivos. Por lo tantél es definida positiva Yz, yo)
es un minimo local estricto.
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= D(zp,y0) >0V fﬁ) (z0,y0) < 0. Un razonamiento totalmente analogo nos permite
ver queH es definida negativa o, yo) €s un maximo local estricto.

= D (zg,y0) = 0. Estoimplica que al menos uno de los autovalore& @ nulo y la matriz
es semidefinida. En consecuencia el criterio basado erelediial segunda es insuficien-
te para caracterizar el punto critico. Este tipo de puntitie@s se llaman degenerados y
en este curso habra que examinarlos caso por caso paraideteshtomportamiento de
la funcién.

= D (zg,y0) < 0. Esto implica que los dos autovalores Meienen signos opuestos por lo
que la matrizH no es ni definida ni semidefinida, y el punto critico es un paetsilla.

e N
Teorema5.3 (Criterio de las derivadas segundasRéh

Seaz = f (x,y) una funcién de clas€? y (xq, o) un punto critico de la funcién
. Dependiendo de los signos del discriminante y‘ﬁé(xo, Yo ) tenemos:

D (z9,y0) >0 fé? (z0,90) >0 es un minimo local estricto

:l(ii) (x07y0) <0
D (zo,y0) =0 V 72 (20,%0)

D (z0,y0) <0 | ¥ £ (0,90

Z0, 3/0)

o, yo) es un maximo local estricto
)
)

Z0,Yo) €S un punto critico degenerado

(
(
(
(

o, Yo) €S un punto de silla

\\

Ejemplo 5.7

Estudie los puntos criticos, extremos locales y puntoslideds la funcionf (z,y) = 2® + y — 3zy.

La funcion es diferenciable eR? por lo que aplicaremos los criterios basados en las comdisio
necesaria y suficiente de extremo local. Asi, para local@apuntos criticos partimos del sistema de
ecuaciones

fi =3x—3y 0=3xz—3y y=ux
fl=3y—3c [T 0=3y—3z [ a=y
y substituyendo una ecuacion en otra
_ 4 y=1—-y=1
y=y — { y=0
Por lo tanto tenemos dos puntos criti¢es, yo) = (0, 0) y (z1,y1) = (1, 1). Apliguemos ahora el

criterio de la diferencial segunda para determinar la a#aa de los dos puntos criticos; las derivadas
segundas vienen dadas por

2 = 6w, [ =3, [} =6y,
de manera que

6 —3
D(z,y) = “3 6y }36zy9.
Substituyendo las coordenadas de los puntos criticogaesul
) (0,0) =0, D(0,0)=-9 = (0, 0) puntode silla
(2 (1,1)=6>0, D(1,1)=25>0 = (1, 1) minimo local estricto
- >
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Figura 5.7 : Extremos y puntos de silla de la funcién propuesta

5.4 Extremos absolutos

El estudio de las funciones de una variable real muestra ajee funcion continua en un
intervalo cerradd alcanza su méaximo y su minimo absolutos en dicho intervaliedtemasb.4
muestra que eR? se tiene un resultado analogo.

'd )

Definicién 5.3

Seaf : D C R? — R una funcién definida en el conjunf. Decimos quér’, €
D es el maximo absoluto (minimo absoluto)fdenD si f (o) > f (Z) V& €
D (f (%) < f(Z) V& € D).

Una vez definido el concepto de extremo absoluto de una faremdun conjunto déR?
pasamos a enunciar el teorema de Weierstrass

'd )

Teorema5.4 (Teorema generalizado de Weierstass)

Seaf : D ¢ R? — R una funcion continua en el conjunto compa&pentonces
f alcanza su méaximo y su minimo absolutos/gnes decir existen dos puntos
Z1, %, € Dtales quef (1) < f (@) < f(Z2), V& € D.

Considerando que cualquier regién compaota: R? puede descomponerse como la union
de un conjunto abiertd y su fronterad A, el método para encontrar los extremos absolutos de
una funcién en dicha region consiste en los pasos que se eanugreel siguiente teorema
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D =AU0A

0A

)

Figura 5.8 : Region compacta en el plano

e )
Teorema5.5 (Localizacidon de extremos absolutos)

Seaf : D ¢ R? — R una funcién continua en el conjunto compadio =
A U 0A formado por la unién del abiertal y su fronterad A. El procedimeinto
estandar para encontrar los extremos absolutosfden dicho conjunto consta de

los siguientes pasos:

1. Localizar todos los extremos locales flen el abiertoA.

2. Hallar los extremos de la restriccion dea la fronterad A (es decir, conside-
rando quef solo esté definida efiA).

3. Comparar los valores que tonfaen todos los puntos hallados en los pasos 1
y 2; seleccionar el mayor y el menor de ellos.
\\ y

SiD = AU JA es una region del plano delimitada por una curva continuar tepmion de
varias curvas continuasd = U, Cy, el pas® puede llevarse a cabo de la siguiente forma:

1. Cada curval;, se parametriza mediante una funcion continga I, CR — R ; ¢ €
Iy — 7 ()
2. Se construyen las funciones (t) = f (rx (t) ) y se localizan los extremos locales de las

mismas.

3. Calculamos los valores de las funciongsen dichos extremos y afiadimos los valores
gue toman en los puntos donde se unen las curvas (si hubisrdem#a).

Ejemplo 5.8

Encuentre el maximo y el minimo absolutos de la funcidm, y) = = + 2y en la region compacta
D = {(x, y)ER? \. o 4y= 1}. Con el fin de aplicar los métodos anteriores separamoseglany

la frontera deD

D=AUO0A \. A= {(z,y);:c2+y< 1}, 0A ={(z,y);2+y=1}.
Interior. El primer paso consiste en hallar los extremos locales deleidn en el abierta!, para lo cual
igualamos a cero las derivadas parciales

‘Jiz Ziz }:» Z:g }:’(xo,yo)Z(O,O)-
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Por lo tanto el origen es el Gnico punto critico en el abidrt®ara determinar su naturaleza aplicamos el
criterio de la diferencial segunda. Las derivadas pareiddeorden dos son

fP=2 D=4 =y,

con lo cual obtenemos el siguiente valor para el discrintaan

D(x,y)‘g 2‘8>0.

En consecuencia el pun(o, 0) es un minimo local donde la funcién toma un vafqi0,0) = 0.

oD

Figura 5.9 : Parametrizacion de la frontera

Frontera. Para estudiar el comportamiento de la funcion en la fromtefraonjunto introducimos una
parametrizacion suave de la circunferencia de radio unidad

OA: 7T (0) = (cos,send), 6 € [0,2n]

y la funcién

@ (0)=f(7(0)) =cos® 0 +2sen’ 0,

gue reproduce los valores deen la frontera de la regién. A continuacién estudiamos ltemos locales
dey en el abiertd0, 27). La derivada de’ (9) viene dada por

@' (0) = —2cosfsenf + 4 cossend
3
= 3cosfsend = 5 sen(20)
Entonces, la condicion de punto critico se escribe

@':0:sen(29):0:9:%,nez.

Asi, en(0, 27) tenemos los siguientes puntos criticos

0= {Evﬂ-ag_ﬂ-}v
2 2

y comoyp(?) (§) = 3 cos(26), resulta que
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6=5 =@y =01, F0,1)=
D ¢® (7/2) = =3 < 0 — (0,1) [méaximo. ]
0= WE( Ty )_(a_l)v f(O,—1)=2
¢@ (1) = 3 <0 — (0,~1) [maximo. |
(-1,0 0="0 = (2,y) = (-1,0), f(~1,0)=

2 (37/2) =3 >0 — (~1,0)

A estos tres puntos hay que afiadir los extremos
. b del intervalo = 0, 27. Como estos dos angulos
min. abs. representan un mismo punto solo consideraremos
(0,-1) el primero. Tenemos entonces que

Figura 5.10 : Maximos ¢ snines, y) = (1,0), f(1,0) =1

por lo que se comporta como un minimo.
En definitiva, comparando los valores fleen los puntog0, 0),(1,0),(—1,0), (0,1) y (0,—1), con-
cluimos que la funciérf posee:

= un minimo absoluto efD, 0) de valorf (0, 0)=0,

= y dos maximos absolutos €6, 1) y (0, —1) cuyo valor esf (0,1) = f(0,—1) = 2.

< >

5.5 Extremos condicionados

Consideremos, como forma de plantear el problema, el sitpiigiemplo de minimizacion,
tipico de los sistemas productivos. Supdngase que se @dsaaf un envase con forma de para-
lelepipedo recto y volumeVi = 1 litro, pero cuya superficie sea lo menor posible de manera que
se minimicen los costes de produccién. Si denotamos: pgly = los lados del paralelepipedo,
su volumen y area exterior vienen dados por

V(z,y,z) = zyz,
A(w,y,2) = 2ay+az+ye).

Se trata entonces de hallar el minimo (absoluto}lde, y, = ) con la condicién suplementaria
de queV (z,y,z) = 1.

Estos problemas se conocen con el nombre genérico de omtidtizcondicionada y son
habituales en bastantes disciplinas como la fisica, laceném etc. En general consisten en
localizar los extremos de una funcién escalar de variaghias realeg’ (') cuando éstas se
encuentran condicionadas por una o varias ligaduras den‘mtp(?) = 0; se habla entonces
de extremos condicionados.

En el plano esto se traduce en la localizacion de los extrelmasia funciore = f (z,y)
definida en un cierto domini® C R?, pero donde las dos variablese y estan relacionadas
por un ecuacion del tipg (z,y) = 0. Esto implica limitar nuestra atencion a los puntos de la
curva definida por esta ecuacién, tal como se muestra en fa fdLl
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max. no cond.
max. cond. 0 cond

i, cond. Grafica

L o o= = -

-
-
-
-
-
-

/
gty /

Figura 5.11 : Extremos condicionados

El término extremo condicionado no es el Unico que se utdizda literatura; de hecho es
usual referirse a estos puntos como extremos restringidos.

/
Definicién 5.4 (Extremo condicionado)

Seanf: D C R? — R, ¢ : D C R? — R dos funciones reales definidas en el
conjuntoD. Denotaremos pof al conjunto de nivel con valor nulo de la funcion
¢, esto es

S={TeD; p(T)=0}.

Decimos qugf tiene enzy € S un extremo relativo condicionado por la ligadura
¢ (@) = 0 si existe un valos > 0 tal que

El siguiente teorema proporciona la condicién necesana pae un puntox, € S sea
extremo condicionado dg cuando nos restringimos al conjuntodefinido por la ecuaciéon de
ligadura.
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4 N
Teorema5.6 (Método de los multiplicadores de Lagrange)

Seanf : D C R? — Ryy : D C R? — R dos funciones definidas €0y
continuamente diferenciables (de claSé) en un entorno dery. Si f (@) tiene
un extremo local enc, condicionado por la ligadurap (?) = 0, entonces existe
un nimera\q € R tal que la funcion

g (@, N =f(Z)+x (&),

tiene un punto critico ey, \o), es decir

Vg (o ho) = V(o) + Ve (To) =0,

Antes de embarcarnos en la demostracion puede ser pegtiefattuar una serie de aclara-
ciones sobre el significado de este resultado:

1. La funciéng (?, )\) recibe el nombre de funcién auxiliar y el parametro reak deno-
mina habitualmente multiplicador de Lagrange.

2. El sistema de ecuaciones

9%

LN — o
N 8.%'2 31‘2
VIi(Z) +\Ve(Z) = 0 }: ;
z - .
o) =0 o e
Oz, Oz N
L go(?) =0

recibe el nombre de sistema de Lagrange. Las incognitagstizha son lag coordenadas
de @ y el valor \y del multiplicador de Lagrange en el punto critico.

3. Las soluciones de este sistema son los puntos critie@s\o) (con ¢ (?0) = 0)de
la funcion auxiliarg (', \); de acuerdo con el teorema precedente los extremos condi-
cionados def, si existen, deben coincidir con algunos de los valagsasociados a los
puntos criticos de.

4. Sidg =0 entonces?f (?0) -0 y por lo tanto @, también es un punto critico de
la funcién f. Si la funcién posee un extremo condicionado, éste coirendaun extremo
local libre.

5. Elteoremd.6 posee un significado geométrico muy claro. La Iigadm(a_c’) = 0 define
el conjunto de nivel de valor cero de la funcion diferen@abk (?) Si llamamosS

a dicho conjunto, sabemos q¥&p () es ortogonal & en’x, (siempre que el vector
gradiente no sea nulo). Por lo tantofS(iE’) tiene un extremo local e® , condicionado

por la ligadurap () = 0, el vectorV f () —paralelo avy () — también es
ortogonal aS en T .
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6. Cuando la ligadura viene definida por dos ecuacigngs) =0y v (') = 0elsistema
de Lagrange se escribe

8]

)
)
)

Oool

8| 8|

VI(Z)+ Ve (T) +uV (
¥
¢

(
(

Demostracionb.6

Seanf : D C R? — Ry ¢ : D C R? — R dos funciones de clasé! en D. El teorema
5.6 establece que los puntos criticos de la restricgi@obresS, el lugar geométrico de los puntos que
satisfacen la ecuacic’m(?) = 0, son las soluciones del sistema

VI(Z) +AVp (T) =0

v (T) =0
La ligadura define implicitamente una de lggariablesz; en funcién de las restantes; supongamos,
por ejemplo, que
z1 =Y (x2,T3,...,%q) .

Antes de proseguir definimag8* = (2,3, ...,z,), la funcion

F(E’*) =f(W(z2,...,2q),22,...,2q),
gue es la restriccion dgsobreS, y la funcion

(I)(?*) = (xs,...,2q),22,...,24) =0,

gue toma un valor constante solste
Como las dos funciones son diferenciables podemos apdicagla de la cadena; El diagrama de arbol
correspondiente es en este caso

x2 T2
T — X T = T
. v e vy
xT; T;
. "
Por lo tanto
— s — s =
TSI D, s
y R N —e -
) ) 2

donde en este segundo caso las derivadas son nulas @oesueula sobré.
Supongamos ahora que la restriccionfdsobre el conjuntd posee un extremo local éf, € S.
. . — b
Esto implica quéV F ('j) = 0,y por lo tanto
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of (®o) o () N of (Zo)

(9%1 8:171 85171 ’
9o (@o) 04 (F5) ¢ (o) _
o0x1 ox; 0x; B

parai = 2,3,...,q. Multiplicando la segunda ecuacién por un nimero arbdrary sumando ambas
ecuaciones resulta

0f (wo) \0¢(®o) | 0¥ (5) | Of (Fo) 09 (Fo) _
o0xy +A o0x1 ox; + ox; A 0x; B
Si % # 0 basta con elegik de manera que
1

of (®o) | 09 (T0)
8$1 * A (’)xl

=0,
y en consecuencia

0f (Fo) |90 (To)

=0, 1=1,2,...,q.

- >

Ejemplo 5.9

Obténgase el minimo dé(z,y) = 2z + y condicionado por la ligadura+ y = 1.
Para obtener este punto (y el valor de la funcion ) podemasegdey de dos maneras distintas:

i) Despejando la ordenadade la ecuacion de ligadura tenemos gue= 1 — = y definiendo la
funcion

resulta obvio que el minimo absoluto kleorresponde & = 0. Por lo tantoy = 1 de forma que el
minimo condicionado d¢ ocurre en(0, 1) dondef (0,1) = 1. Por comparacion el minimo libre
ocurre en(0, 0), dondef (0,0) = 0.

i) Como calculo alternativo aplicamos método de los miittgalores de Lagrange. Previamente he-
mos identificado la funcién a minimizar y la ligadura:

[Funcion] — f (x,y) =20 + v,
Ligadura] - o (r.0) =2+ 5-1=0

Los gradientes de las dos funciones vienen dados por

— —
Vf=4z2y); Vo= (2z,1),

de manera que el sistema de Lagrange es

B 2y+A=0
v = r+y=1

o

4 A2x) =0
ef‘i‘)\%}(p:ﬁ)}_){ T+ A(2z)

Utilizando la primera ecuacién tenemos

z24+AN)=0—-2=006 A= -2
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Si z = 0 despejamog de la ecuacion de ligadura encontrando un vgloe 1. Si A = —2
podemos determinar el valor geutilizando la segunda ecuacion del sistema. Asi

A
=-2=1
Y 9 )
y substituyendo en la ligadura resulta= ++/1 —y = 0. Por lo tanto, existe un Unico punto
critico (xo,y0) = (0,1). El método de los multiplicadores establece que si existextiemo
debe coincidir con este punto. Asi, la cuestion ahora rasticdeterminar si realmente existe tal
extremo.

Como la funcién esta acotada inferiormente ya due,y) = 222 + y? > 0 debe poseer un
minimo; por el contrario la funcién no estd acotada supew®nite y en consecuencia no posee
maéaximo absoluto. En efecto, cuande— +oo la ligadura impone qug — —oo, de manera que

f(z,y) — 00, T — too.

Por lo tanto la restriccion de la funcién al conjunto definmo 22 + y = 1 posee un minimo
absoluto y éste debe ocurrir en el puffiol).

< >
Ejemplo 5.10

Obtenga los extremos locales de la restriccion de la funtign y ) = xy sobre la circunferenci@
de ecuacion? + 32 = 1.

Con este fin aplicamos el método de los multiplicadores dedrag. La funcién cuyos extremos
debemos hallar y la ligadura son:

[Funcién] — f (z,y) = ay,
H<p(17,y) =r+y—1=0.

Las derivadas parciales de ambas funciones vienen dadas por
of of g ¢

—r = , — = SC, _— = ,

ox & oy ox dy

con lo cual debemos hallar las solucionesen y A del siguiente sistema de ecuaciones

2z = 2y,

y+ A(2z) =0,
z+A(2y) =0,
rz+y=1.

Despejandg de la primera ecuacion y substituyendo en la segunda tenemos

r=0 — y=0

y:—2)\:c—>:c(1—4)\):0—>{ M=+l — y=Fax

Introduciendo la solucién: = y = 0 en la ecuacion de la ligadura llegamos a la igualdad absurda
0 = 1, lo que descarta dicha solucién. Utilizando la segundag@mie introduciéndola en la ecuacion de
ligadura reslta

1
\/55

con lo cual quedan cuatro soluciones satisfactorias daxtas p

y=tr—-2xr=1—-z==+

_ 1 1 1 1 1 1 1 1
w=(5) () (755) (-5578)
De acuerdo con el método de los multiplicadores exister@paintos criticos entre los que deben encon-
trarse los extremos condicionadosfjesi es que existen. Ahora bien, la circunferer¢ias un conjunto
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cerrado y acotado ¥ es una funcién continua: por lo tanto debera alcanzar sumgéyisu minimo
absolutos er’. Asi bastaré con calcular los valores de la funcién en losqaueriticos y seleccionar el
mayor y el menor de ellos. Procediendo de esta forma tenemos

() () -

() (o) s

Es decir, la restriccion dg¢ sobre la circunferenci@ alcanza un valor maximo en

(ww) (&a)

y un valor minimo en los dos puntos

() ()

[\

Problemas

Problema 5.1Cuando el sefior TompkiAgntré en el despacho, el profesor estaba muy concentrado
colocando unas particulas en dos graficas que tenia sobressu Mientras esperaba educadamente a
gue el profesor terminase su tarea para no distraerlo, ef 3efmnpkins curioseé entre los objetos que el
profesor habia traido de sus viajes por las selvas cuantizas de los colmillos de elefante cuantico se
le cay6 al suelo.

- Oh, jDios mio! -exclamé el profesor.

- Lo siento, ¢ era muy importante lo que estaba haciendo?

- No, sélo estaba jugando con unas particulas clasicas. edtaba colocando en estos potenciales justo
en sus posiciones de equilibrio para que se mantuviesempesae

- Oh, y al caérseme el colmillo se habran descolocado. Lacsien

- Lo cierto es que eran particulas puntuales, que son muyepegw muy dificiles de encontrar... no
me haria mucha gracia perderlas. Pero al(in hay esperanzeatuebpcion debida al golpe ha sido muy
pequefiay algunas pueden haberse quedado oscilando celmadddas dejé. Ayddeme a ver cuantas he
perdido y cuantas puedo localizar. Acababa de dejar coampétgite inmovil la Ultima particula en uno
de los puntos de equilibrio de estos potenciales:

1L.V(zy)=x+zy+y—3x—3y
2. V(z,y) =at +¢* — (x+y)*

Ayude al sefior Tompkins a localizar los puntos de equilidg@stos dos potencialesBh.
Problema 5.2 Determine para qué valores &dienen un minimo local ef0, 0) las siguientes funcio-
nes:

(

1. f )=x+ kaxy+ 3y
2. f(

T,y

x,y) = kx + bxy + 4y

Problema 5.3 Cada afio, una empresa puede produgiadios yt televisores con un coste total de
C (r,t) = 5t+r €. Si cada radio se vende80€ y cada televisor 800€, halle la produccion de radios

y televisores que maximizaria las ganancias del empresario
Problema 5.4Determine el maximo y el minimo absolutos de las funciones:

2personaje protagonista de la obEd breviario del sefior Tompkins”Esta historia no corresponde a ninguna de sus
aventuras imaginadas p@eorge Gamowfisico de reconocido prestigio, que vivié en el siglo XX.
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1. f(z,y) =+ zy + y definida en el disca + y < 4.
2. flx,y) = (x —1)2 + (y— 1)? en el discaD = {(x,y); 2% + y? < 25}.
3. f(z,y) = (x — y)? en laregion cerrada y acotada= {(z,y);0 <z < 6,0 <y < 12 — 2z}.

. Problema 5.5Halle las distancias maximay minima de los puntos la elipsecdacionz +6zxy +5y =

= S &l Origen de coordenadas.

Problema 5.6Determine las dimensiones del rectangulo inscrito en usamierencia de radioy cuya

superficie tiene &rea maxima.

. Problema 5.7 Determine las dimensiones del paralelepipedo recto tnsen una esfera de radio
cuyo volumen es maximo.

. Problema 5.8Una empresa utiliza fibras de lana y algodon para produeir kel cantidad de tela pro-
ducida viene dada pdp (z,y) = zy — « — y + 1 dondex es la cantidad de lanazela de algodon,
ambas medidas en las unidades adecuadas de masayconl. Silos precios de la lanay del algodén
por unidad de masa sQr€ y ¢ €, respectivamente y la empresa solo puede invertg, determine la
proporcién de lana y algoddn para producir la mayor cantitaila posible.

Problema 5.9Demuestre que de todos los triAngulos que tienen un pedmato, el equilatero es el
gue tiene mayor arefsta: El area puede escribirse como= /s(s — a)(s — b)(s — c) dondes representa el semiperi-
metros = 2 (a+b+c)
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo seautifidibro abierto y contiene
algunas recomendaciones sobre como crear un libro abipadiade un documento de Alqua.
Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documstggsecasi con seguridad un
documento librade Alqua; libre en el sentido descrito emehnifiesto de Alquy lasdirectrices
para documentos libres de Alqusi has obtenido dicho documento en un centro publico, como
una biblioteca, entonces es ademadihmo abierto de Alqua.)

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documéibtes de Alqua que se pueden
obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. Lacpdatidad de los libros abiertos no
reside emjué contiener{el contenido es el mismo que el de los libros descargadoa k)
sino encomo pueden utilizarse

Al igual que los usuarios de Algua a través de la red formancoenaunidad de interés que
aprende colectivamente leyendo los documentos, disdatisobre ellos y modificandolos para
adaptarlos a propdésitos muy variados, los lectores de Wlimtbca constituyen también una
comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de cotest@alimentacion: las nuevas
versiones son leidas, corregidas o quiza bifurcadas, l@guduce a la publicacién de nuevas
versiones listas a su vez para un nuevo ciclo del procese.quéano abrir esa dinamica a la
participacién de comunidades que no se articulan en tormorad?. No todos disponen del
tiempo o los medios para participar efectivamente en elgs@de mejora de los documentos a
través de la red, que es la aportacion diferencial mas impigrde los libros libres respecto a los
no libres. Por ello queremos poner a disposicion de lasdvdaadibros abiertosque faciliten
lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informaticos al coneringue su estudio propor-
ciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documepir parte de la amplisima
comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro mediaiquépiz o una pluma.

= Laformacion de grupos de interés locales: compartir asrdeéin documento libre puede
compartir su proceso de aprendizaje con personas intaepad temas afines.

= La constitucion, hasta en los centros que cuentan con uneiataon mas débil, de un
fondo de documentos libres que cubra areas del conocimigigtGeu presupuesto no per-
mite afrontar.

¢, Como puedo contribuir a los libros abiertos?

Solo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero dagato que compartes tu experiencia
de aprendizaje con otras personas.
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Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquieribto de la biblioteca puedes
escribir en los margenes de los libros abiertos tus progin®eatarios: correcciones, aclaracio-
nes, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordanshte, de modo que no interrumpa la
lectura.

Si quieres compartir algdn razonamiento mas largo, pudilesutus propias hojas e incor-
porarlas al final del documento, poniendo una nota dondesmonda. En este caso, no olvides
firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcioeali®, una direccidon de correo
electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puedeporen tus contribuciones a la
version que se distribuye en linea, con la ayuda de la coradrdé Alqua. De esta manera
abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores quetao asostumbrados al ordenador
o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria Enaso de que los cambios se
incorporen y establecer contacto al respecto. Damos pbiohmee al escribir tus aportaciones
en un libro abierto estas de acuerdo con que sean libremgiitadas (en el sentido descrito
en las directrices para documentos libres ya mencionadasy Yo tanto incorporadas a las
sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se psedarar sus hojas porque no
hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tempraaisar la encuadernacién como
un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no kilpmos sino que animamos a
ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en prégtiaeaes llevar contigo sélo la parte
gue estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar dosreintos, sino para que existan:
hace falta imprimir, encuadernar y donar a una bibliotecdagumento libre de Alqua para que
se convierta en ulibro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a tjoetoabiertosperduren en la
biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por € astualizando periddicamente el docu-
mento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién prepws un sistema de encuadernacion
modular.

¢, Coémo puedo publicar un libro abierto?
Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién mas actualizada del documento tal sedistribuye en la pagina web
de Alqua,alqua.org

2. Conseguir una encuadernacion modular — sugerimos uivadon de anillas con una
ventana o de portada transparente. Ello permite llevarigorsslo la parte del libro que
se esta usando y afadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la diasicion decimal universal en su
lomo y tapas.

4. Sipuedes, adjuntar al archivador una copiadielROM de documentos libres de Alqua

5. Donarlo ala biblioteca y comunicar a Alqua la edicionriesendo dibrosabiertos@alqua.org

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de partsut@mo de bibliotecas y otras
instituciones, con un coste marginal que no se vera sigtifacaente incrementado por la con-
servacion y actualizacion puesto que se puede mantenesdadgrnacion y sustituir solamente
las paginas impresas.
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En conclusién

El proyectolibros abiertos consecuencia de los principios establecidos enaiifiesto de
Alqua, persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y abtgide documentos libres y a
la vez facilitar la participacion de los usuarios en el psocereativo del que son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estosahjet

© Alvaro Tejero Cantero, 2003.

Esta descripcion dgiroyecto Libros Abiertogsta bajo una licenciatribucion-sin derivadosle
Creative Commons. Para ver una copia de esta licencia asanéo carta a Creative Commons,
171 Second Street, Suite 300, San Francisco, Californi@®41SA o visitehttp://creativecommons.org/licenses/by _nd

Version 1.0, 2003 http://alqua.org/alqua/open_books-es.html

Célculo Il, Grupos Ay E Curso 2007-2008



CAL2

CALCULO MULTIVARIABLE

531.5

ALQ

1 lomo para ediciones impresas







Calculo multivariable
Calculo Multivariable

Joaquin Retamosa Granado y Pablo M. Garcia Corzo
Curso de calculo I

requisitos

Conocimientos basicos de calculo en una variable

en internetittp://alqua.org/documents/CAL2

otros documentos libres

Variedades, tensores Yy fisica - Optica electromagnéticeuagiones dife
renciales ordinarias - Introduccién a la fisica cuantiegusda parte - Re

des y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria sim@léckésica de|
laser - Phystones.

http://alqua.org/documents/

algua.madeincommunity



