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1 El campo electromagnético

1.1. Descomposicion en modos del campo clasico

La electrodindmica cldsica parte de las ecuaciones de Maxwell, que en ausencia de
fuentes (p = 0,j = 0) se escriben del siguiente modo:

0B

rotE—&-E—O divB =0 (B = poH)
D
rot H — 8875 =0 divD =0 (D = ¢E)

Las fuerzas del campo derivan de los potenciales vector A y escalar ¢ a través de

B = rotA (1.1)
0A

Introduciendo en las ecuaciones de Maxwell estos potenciales, y teniendo en cuenta
que en ausencia de fuentes préximas ¢ ~ cte, se obtiene una ecuacién de ondas clasica

162
N—=—]A=0
( c? 0t? >
En las manipulaciones se ha usado rot rot = grad div — A y que en el vacio ¢~ = /eyfio.

Ecuaciones anélogas pueden obtenerse para E y para B; todas ellas admiten soluciones
de onda plana del tipo

h
A = k-r—wt-—
(r,t) =4/ gV ebcos(k-r—wt— )
s ; (1.3)
_ Y[ —ip ik r—wt) ip —i(k r—wt)
”2w(—:0Ve2(e e +ete )

En estas soluciones, e es un vector unitario que es conocido como wvector de polariza-
cion; la raiz es un factor de la amplitud que se ha expresado en esta forma por razones
de notacién que permitiran simplificar la interpretacién de los resultados. En él aparece
la magnitud V', que es el volumen en que podemos considerar confinada la energia de
la perturbacién. El valor inicial de los fasores del campo es el de los niimeros complejos
conjugados

para el potencial vector:

b _, b .
a(0) =57, a'(0) = 5€¥



1 El campo electromagnético

7 . o
A(I‘,t) = \/;e [a(o) eZ(k r—wt) _|_a*(0) e—z(k r—wt)

Si esta expresién ha de ser solucion de la ecuacién de ondas se ha de verificar la relacion
de dispersién k? = w?/c?. Ademés, dado que divD = 0 y siendo ¢ ~ cte, tenemos que
E = —0A /0t por lo cual divOA /9t = 0. Esto en la solucién de onda plana que estamos
considerando obliga a

Asi,

e-k=0
(condicién de transversalidad del campo: los vectores A, E e incluso B son ortogonales

a la direccién de propagacion, que es la del vector k).

= Con estas soluciones, e imponiendo unas condiciones de contorno en la superficie
del volumen V podemos construir una base del espacio funcional para el campo
electromagnético. Considerando, para simplificar, un recinto de forma ciibica con
lado L (V = L3) y situando el origen en una esquina del cubo se pueden establecer
las siguientes condiciones de contorno periédicas (Von Neumann):

A(0,t) = A(Luy,t) = A(Lug,t) = A(Lus,t)
En la onda plana se traducen en la siguiente condicién sobre k,

2

ki = k100, = 7

(llul + lgllQ + lgUg)

donde [ representa la terna de indices 1, lo, [3, cada uno de los cuales puede asumir
cualquier valor entero. A cada una de estas ternas corresponden dos soluciones, con
polarizaciones e y es ortogonales. Estas soluciones se denominan modos libres del
campo electromagnético en la cavidad. Para abreviar la notacién utilizaremos sélo
dos indices: [, que es una abreviatura de [y, l2,l3 y 0 = 1,2 para la polarizacion.

En el instante ¢ los fasores del campo de un modo son

a5 (t) = @i (0)e ™" = (aj,(1))"
y llamando a la parte espacial
( ) eikl °r
Uo(\r)=¢€,—7—,
VvV

el campo del modo se escribira abreviadamente asi

A (r ) = ,/zjeo (g () () + al s (r)]. (1.5)

A veces se denomina parte de frecuencia positiva al primer término y parte de frecuencia
negativa al segundo.

lels| =1 (1.4)

2 Fisica del laser - 1.0.0




1.1 Descomposicion en modos del campo cldsico

Es ficil comprobar que los modos estdn ortonormalizados,
/ ufa(r).ul/a/(r) d3r = 5”1(500/
1%
[ wi) i@ = 0
1%
/ ula(r)-ullg/(r) d31‘ =0
\%4

asi que un campo electromagnético cualquiera confinado dentro del volumen V se puede
expresar mediante una superposiciéon de modos de onda plana en la forma

A1) = 304 5 oo (0 (5) + i, 1)
l,o

Empleando las relaciones 1.1 y 1.2 tenemos los campos de fuerza:

2
B(rt) = i 54/ 22 [ (t)u (r) — afyuf, (1)
l,o

2w €q
B(I', t) = EH VANK ; m [alo—(t)UZo—(r) - alaulo(r)]

Podemos ahora formalmente introducir dos variables canénicamente conjugadas, ¢; y
p; como ciertas combinaciones lineales de los fasores:

o
qio = \/;(ala + (llg) = bio COS(U)lt + @lo’) (16)
Wi l
o fhwy :
Pio =04/ TZ (aj; — aio) = - 71 bio sin(wit + ¢i0) (1.7)

Nétese que p;, = dgi,/dt: estas dos variables se comportan respectivamente como la
posicién y el momento en la solucién de la ecuacién de un oscilador arménico mecénico
de masa unidad. En efecto, puede comprobarse que

£ =

g

d2(]l0'
dt2

Utilizando las nuevas variables en las expresiones de los campos E y B asi como las
condiciones de ortonormalidad de las distribuciones espaciales, la energia total del campo
dentro del volumen V tiene la siguiente forma:

H = 1/ (60E2+1B2> dv
2 v [0

1
IS0k otad)
l,o

+w12qw =0.

http://alqua.org/documents/FdL 3
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1 El campo electromagnético

Js l (|17|27|3)
= |

Ilﬁ

Figura 1.1: En el espacio de momentos, asociamos un volumen unidad a cada dos modos (con
polarizaciones o = 1, 2).

P}

Vemos pues que cada modo da al campo su energia como un oscilador arménico. Asi
pues desde el punto de vista energético el campo aparece como una superposiciéon de
osciladores armonicos.

En este punto es conveniente apuntar que las condiciones de contorno empleadas para
generar la base del espacio funcional pueden ser muy diversas. Pueden utilizarse condi-
ciones que modelan situaciones fisicamente realizables o condiciones de naturaleza pu-
ramente matemdtica como las que hemos usado anteriormente. No obstante la densidad
de modos de la cavidad en el espacio de fases posicién-momento (r, iik) es independiente
de las condiciones de contorno. Esto es importante porque como acabamos de ver el
hamiltoniano del campo es la suma de los hamiltonianos asociados a los modos de la
base; Hla =DPlo + W?QZU-

1.2. Densidad de modos

Como hemos visto el momento ik; de un modo estd determinado por los tres ntimeros
enteros l1, 12,13 y por su polarizaciéon o = 1, 2.

Un punto de un espacio tridimensional, cuyo sistema de referencia lo constituyen los
ejes l1, 1,3, con coordenadas enteras representa un valor k;, es decir, dos modos con las
polarizaciones o = 1, 2. Se puede imaginar una malla de cubos de lado unidad centrados
en las coordenadas enteras (ly,[2,13) como el de la figura 1.1, con dos modos por cubo,
o unidad de volumen.

Entonces el niimero de modos en un volumen di;dlsdl3 serd dN = 2dlydlsdl3. Cam-
biando de variables a k; = 27l;/L se tiene, en coordenadas cartesianas del espacio de
momentos:

s

3 L ’ L ’ 3
BN =2 () didkadiy =2 (=) d*W

4 Fisica del laser - 1.0.0




1.2 Densidad de modos

Empleando coordenadas esféricas (k, 0, ¢):

k1 =k sinf cosp
ko = k sinf sinp
ks = k cos#,

se obtiene la dependencia del volumen del espacio de momentos en el mdédulo del vector

de ondas, k:
d3V, = dkidkodks = k2dk sinf d6 dp = k% dk d2Q,

que se puede escribir en términos de la frecuencia utilizando la relaciéon de dispersion.
Concretamente, suponiendo la relacién lineal k = w/c, dk = dw/c se tiene !

2
PV = 2 dwd®Q.
C

Finalmente, el nimero de modos cuyas frecuencias angulares estan comprendidas entre
w y w+ dw en la cavidad que encierra la radiacién y cuyas direcciones de propagacién
estan dentro del angulo sélido d?Q depende cuadraticamente de la frecuencia angular:

L) w?
BN =2(=) £ dwd2Q
2w ) 3
Dado que el volumen de la cavidad es V = L3 el nimero de modos con cualquier

direccién de propagacion serd (w = 2w v):

T 27 2 2
dN = / BN =2 do= T vy,
0 0 = C C

y por lo tanto, la densidad de modos en la cavidad por unidad de volumen e intervalo

de frecuencia resulta
dN 82

puv) = o= (L8)

Noétese que es una densidad valida para el volumen total, pero no necesariamente
para subvolimenes. También es interesante apuntar que aunque esta densidad ha sido
deducida para el caso de las soluciones con simetria cibica en la cavidad, la misma
expresion se puede obtener con cualquier otra geometria en la cavidad que encierra a la
radiacion y con cualquier clase de condiciones de contorno en la superficie de la cavidad

siempre que el volumen sea finito.

Ejemplo Para hacernos una idea de los 6rdenes de magnitud en la ec. 1.8 en el caso de
la radiacion en frecuencias 6pticas, supongamos que la longitud de onda fuese A =
0.6 um, es decir v = ¢/\ = 5 x 10" Hz. Entonces p, (v) = 0.23Hz lem™3. Asf el
ntimero de modos que en un intervalo de frecuencias Av = v/101% ~ 5x 10 Hz (mil
veces menor que el minimo actualmente alcanzado), en un volumen relativamente
pequeiio de 1em ™3 serfa N = p, (v) Av ~ 10* cm 3.

'En lo que sigue, c es la velocidad de la luz en el interior del volumen V. Sélo cuando el indice de refraccién
del medio es ;= 1 coincide con el valor en el vacio, que denotamos co.

http://alqua.org/documents/FdL )
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1 El campo electromagnético

Como se puede apreciar en el ejemplo anterior, incluso en cavidades pequenias y en
intervalos de frecuencia reducidos, el nimero de modos es tan elevado que podemos
considerar que forman una distribucién continua, como se ha supuesto al deducir 1.8.
Sélo en cavidades microscopicas podria no ser aplicable dicha expresion, y entonces
deberian considerarse individualizados los modos.

6 Fisica del laser - 1.0.0




2 Cuantificacion de la radiacion

2.1. Cuantificacion de los operadores

Hemos visto que la energia de una configuracién arbitraria de radiacién electromagné-
tica puede ser obtenida como la suma de las energias de osciladores asociados a modos
o configuraciones espaciales del campo. El hamiltoniano de uno de estos osciladores, de
frecuencia w, es

1
H =3 (" +w") (2.1)

En él p y ¢ son magnitudes oscilantes con la frecuencia w y proporcionales a la amplitud
b del campo. Podemos pues interpretar que el oscilador estd asociado a la oscilacién de
la amplitud del campo electromagnético de la onda que constituye el modo.

Si los modos de radiacién son formalmente osciladores, la cuantificacién del campo de
radiacion se podra realizar mediante la cuantificaciéon habitual de un oscilador arménico
en mecanica cuantica: asociando a los fasores a y a* los operadores de creacion y aniqui-
lacién a y a' de cuantos de energia en el oscilador. Estos nuevos operadores se expresan
en funcién de los operadores posicién y momento como los fasores a y a* en funcién
de las variables oscilantes candénicamente conjugadas ¢ y p (ecs. 1.6, 1.7). Por medio de
dicha expresién explicita se puede probar la usual relacién de conmutacion,

[a,aT] =1
y utilizando 2.1 se puede escribir
1 i i
H= 3 hw (a a+aa )

En virtud del valor del conmutador, aa’ = 1 — afa, con lo que se obtiene otra expresién,
mas habitual, del hamiltoniano:

H = hw (aTa + 1/2) . (2.2)

2.2. Estados Fock

2.2.1. Autoestados del operador hamiltoniano

Los autoestados de la energia son las autofunciones |n) que cumplen

hew (aTa+ 1/2) In) = Ey, |n)



2 Cuantificacion de la radiacion

también son autoestados del operador nimero, N = a'a, aunque con distinto autovalor:
Nn) = d'a|n) = n|n) (2.3)

y estdn ortonormalizados: (n|m) = 0. La relacién entre H y operadores a y a' nos
conduce a interesarnos por las propiedades de estos ultimos.
Del conmutador de a y a' podemos obtener facilmente

la,N] = aala —a'aa = (1 +aTa)a—aTaa =q
[GT’ N} = a'a'a—alaa’ =a'ala—al(1+ala) = —d
Entonces
Najn) = (alN — a)[n) = (n — L)aln)
Na'ln) = (a'N + al)|n) = (n + )a|n)
Por tanto

aln)y < |n—1) — aln) = Aln—1)
alln) < |n+1) — al|n) = Bjn+1)

Si asumimos que |n — 1) y |n + 1) estdn normalizados, las normas de aln) y de af|n)
seran

(n|afaln) =n = |A]> - A=n
(nlaal |n) =(al (1 + ala) [n) =0+ 1= |BP — B=vas1

Las ecuaciones de autovalores completas para los operadores destrucciéon y creacién
son pues:

al) = V1) (2.4)
a'ln)y = Vn+1n+1) 2.5

con a |0) =0y n >0, lo cual se justifica por el caracter positivo de la norma al cuadrado
de a |n), ({n]a") (a n)).

Para que n sea siempre positivo debera ser entero, pues en caso contrario podriamos
encontrar un niamero k lo suficientemente grande como para que

a¥lny =+v/nn—1)--(n—k+1)n—k) (n—k<0),

sin pasar por el vector |0), y eso seria absurdo. Si n es entero cuando k = n se genera el
vector |0) y ya no se puede obtener n — k < 0 pues a|0) = 0. Por lo tanto, n =0,1,2...

y los autovalores de la energia son
1
E, = (n + 2)

8 Fisica del laser - 1.0.0




2.2 Estados Fock

Los estados |n), autoestados de la energia en el modo, se denominan estados de Fock.
Los elementos de matriz de a y a! son

(n'laln)y = Vnéyn- (2.6)
('laln) = V416,

Los autoestados de la base de Fock los podemos representar en su propia base:

1 0 0
0 1

)

10) n) =

Ly
0

asi como los operadores destruccién, creaciéon y ntimero:

0 V1 0 0 0 0
0 0 V2 ; Vi 0 0
“a=fo0o o o0 “@=1 0 Vv2 0
000
' 010
aa=1{ 9 0 2

En el conjunto de la radiacién los modos son independientes, pues el hamiltoniano
total H, es la suma de los hamiltonianos de todos los modos y en cada uno de estos ha-
miltonianos los operadores actian en el espacio de Hilbert asociado al modo en cuestion.

1
H,. = Z Hla’ = Z ha)l (a/}.o_alo- + 2)
l,o l,o

Los autovectores de H, son los vectores |¢) que cumplen H, |¢) = Ey4|¢), lo que implica

|d)> = |7’Ll/o./> X |nl//o.//> R = |’n,l/o./ Ny -+ >
1
E(;S = Enl/o’ + Enlnan +--= ZZ hUJl <nl0' + 2)
g

Es decir el espacio de Hilbert de la radiacién serd el producto tensorial de los espacios
de Hilbert asociados a todos los modos. Entonces

]@...@[@...@CLL@[...’...nla...> = ‘/nla+1""nla+1"'>
[1®QI® ®ap®I- | np-) = Vig|-..mg—1...)

I® - - IQ---QN,,QI--- |"'nla"'> - nlo"-~~nl0'--~>
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2 Cuantificacion de la radiacion

Este es entonces el espacio de Fock de la radiacién si la base es la formada por los
vectores |ny, nyrgr .. .). Finalmente y como es légico se tiene que verificar la relacién de
cierre en esta base

Z Z ’nl/ ’ nl// " -'-><7’Ll/o./ nlllo.// ‘) :I

/a-/ l//o-//

2.2.2. Caracter de los estados Fock

Hemos comprobado que al cuantificar la radiacién de un modo aparecen los autoes-
tados de la energia o estados Fock |n). Pero jcomo seria el campo eléctrico en el modo
cuando la radiacién que contiene estd en uno de estos estados?. Para determinarlo, cal-
culamos el valor esperado del campo E:

(n[E(r,0)|n) = \/i [(nlaln) u(r) = (] a® [n) w(r)]

En virtud de las propiedades de los operadores creaciéon y destruccion y de la ortonor-
malidad de la base,
(n|E(r,t) |n) = 0

Este campo tiene pues un valor esperado nulo y por tanto tiene bien poco que ver
con el campo clasico de la radiacién que en cada punto y en cada instante es en general
distinto de cero. Como el campo oscilante de la onda electromagnética clasica es un
buen modelo del campo emitido por los emisores naturales, debemos concluir que los
estados Fock no son faciles de generar y tienen un cardcter muy poco clasico. En efecto,
en estados Fock el nimero de fotones estd bien determinado (ec. 2.3). Al determinar
perfectamente la particula, perdemos conocimiento de su dimensién ondulatoria.

Noétese que hemos cuantificado la energia de una onda extendida a toda la cavidad: en
esta cuantificaciéon no se puede definir la posicién del fotén, porque no la tiene. El fotén
no tiene funcién de onda; es una particula no local.

2.3. Estados coherentes

2.3.1. Autoestados del operador destruccion

Tratando de encontrar estados de la radiaciéon en el modo que tengan una imagen
mas proxima a la clasica vamos a estudiar los autoestados del operador a, es decir, unos
estados |a) tales que

ala) =alay, aeC.

Siendo a un operador no hermitico, es de esperar que sus autovalores puedan ser
complejos. Como ya conocemos el dlgebra que permite calcular con los estados Fock,
vamos a tratar de escribir el estado |a) en base Fock utilizando la relacién de cierre

o0 o
la) = Z nla) |n) = Z en(a
n=0 n=0
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2.3 Estados coherentes

Para conocer este desarrollo debemos calcular explicitamente los coeficientes ¢, (a):

ala) = Y e Z a)yvn n—1)
n=0 n=1
= > capr(a) Vnt1|n)
n=0

= Zacn ) In) = ala)

la igualacién de los coeficientes entre ambos desarrollos da lugar a una relacién de recu-

rrencia
nt1(@) Vn+1 = acy(a)

que se utiliza para calcular todos los coeficientes a partir del primero:

« « a? a™

—=0p, Cy = —=C] = —F———(y, Cp = ——=¢C

La expresion de un estado coherente en base de estados Fock es:

Cl1 =

o) n

) =Y CO%W.

n=0

El valor hasta ahora indeterminado del primer coeficiente ¢y se puede calcular de modo
que los estados |a) estén normalizados. Asi

1 = (a]a) = |eo|? Z Z m|n |col? Z o™ |2e|°“2,

n=0 m=0

es decir,

el = eIl

y con la adecuada eleccién de la fase inicial:
1 2
co = ezl

Por tanto

Ze Loz @7 ‘n>

2.3.2. Nudamero de fotones

La probabilidad de obtener en una medida de la energia n cuantos hv en el modo sera

o2 lo"

[en(@)[* = [(n]a)[?

n!
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1000 T T T T T T T T T T I T I
2n i

N x en ()" = eXp( || ) n! , a=2
800 - x _
o 600 —
§/ B X * .

S

— 400 - —
200 % ) -

0 L Xy

2 4 6 8 10 12 14

Figura 2.1: La distribucién de probabilidad sobre el nimero de cuantos es la distribucién de Poisson.

Vemos pues que en estos estados el nimero de cuantos de energia hv no esta determinado.
El ntimero medio de cuantos en el modo es:

(n) = (ala’ala) = a*a(a]a) = |af?
escribiendo el autovalor en forma moddulo-argumental:

a = |a|e ™ = (n)l/2ei

len((0))[? = o—(m ()"

nl -

2.3.3. Evolucién temporal

El operador unitario de evolucién temporal para un modo (hamiltoniano 2.2) es

U(t) = exp (—2Ht> = exp {—iw (aTa + ;) t}

Haciendo evolucionar |« (0)) mediante U (t) obtenemos |« (t)):

a () =e 2‘“'22 _ eileler )y

2 >0 Oén . 1 t
— o—3lal z:ome_w(mz) In)
n=
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2.3 Estados coherentes

Este estado sigue siendo un estado coherente pues

a‘a( —¢ 2\a|2 Z —zw n+ ) ‘n>
= e 2\a|2 Z —zw n+ ) \/ﬁ|n_1>

_ ae—%\od —zw(n—l—%)t ’n o 1>

""tzw n—1)!

= ae " “Ha (t))

Entonces llamando

—iwt __ L _i(wt+yp)

a(t) =ae = (n)2e

se tiene
ala(t)) = a(t)]a(t)),

es decir, que en el transcurso del tiempo el estado cambia afiadiendo a la fase inicial del
autovalor la fase wt.

Es facil ver que aunque los estados coherentes no son ortogonales, con ellos se tiene un
conjunto de generadores del espacio de Hilbert y del modo con una apropiada relacion de
cierre en el plano complejo de los autovalores a.! Se dice que es un conjunto de vectores
sobrecompleto, pues no es linealmente independiente. En consecuencia, por ejemplo, la
formula usual de la traza no es valida para ellos.

Si en un estado |a(t)) calculamos el valor esperado de campo E, empleando la definicién
1.4 ysing = (e — e7'*) /2i,

(a(t) [l a(t)) = \f [ ®)lala @) u(e) = (a (@) |a|a t)) u' )]

FlE

- W 0(8) ) — a* (1) u* ()]
hw % ik r—wt—p) e —i(k: I'—Wt_‘P)]

\/22‘}‘/ 2251nkr—wt— ©)

Es decir, que en el estado coherente el valor esperado del campo es el de una onda
plana clésica; la fase del autovalor a(t) es la fase del campo clasico y su médulo guarda
relacién con el valor esperado del niimero de fotones. Este es indeterminado en los estados
coherentes, mientras que la onda queda perfectamente definida, al revés que en los estados
Fock.

La relacién de cierre es 7! [ e (al d?a = I, como se puede comprobar a partir de la expresién explicita
para |a) en términos de |n) integrando en polares.
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P ;
7z //
- de
s
PSprap
Py

Px

Figura 2.2: Pequefio volumen en el espacio de momentos correspondiente a un intervalo de momento
dp y a un intervalo de dngulo sélido d2().

Por tanto, cuando consideramos la radiaciéon producida por fuentes naturales, el estado
coherente puede representarla de una forma tan precisa como pueda hacerlo la onda
monocromética cldsica (aunque la energia tendra oscilaciones cudnticas alrededor de
(E)). A este respecto conviene resaltar que el estado del campo es independiente de la
geometria de la distribucién espacial del modo de la radiacion, que esencialmente esta
determinada por las condiciones de contorno que se le imponen a la ecuacién de ondas
espacial.

2.4. La radiacion isotrdpica

Imaginemos una configuracién del campo de radiacién en la que su energia pueda ser
considerada uniformemente distribuida en promedio en todos los puntos del volumen V'
que ocupa. Supongamos ademdas que todas las orientaciones de la polarizacién y de la
direccién de propagacién, en cada punto del espacio y en cada instante de tiempo son
equiprobables. Dicho de otro modo, que cambian con tal rapidez que sus cambios no
pueden ser seguidos por los aparatos de medida, para los cuales todas las orientaciones
estan presentes en cada instante. Teniendo en cuenta la relacion entre la frecuencia de la
radiacién y el momento lineal de sus particulas, p = hr/c, tendremos que la composicién
espectral de la radiacién implica una distribucién de ésta en el espacio de momentos.

Seleccionemos ahora los fotones cuyos momentos estdn orientados dentro de un angulo
sélido d?Q) y con su momento entre p y p + dp, como se ilustra en la figura 2.2.

El volumen que estos fotones ocupan en el espacio de fases es, considerando solamente

una polarizacién:
3,2

h
&3V = Vp2dpd2Q = 2V 75 dv d2Q).

En la teorfa cuantica, segin el principio de incertidumbre de Heisenberg, el volumen que
ocupa en el espacio de las fases el estado de una particula es AV, = h3. Asf es que el
numero de distribuciones en posiciones y momentos que caben en el volumen del espacio
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2.4 La radiacion isotrépica

de fases dGVf serd, el nimero de modos en el volumen V que se propagan dentro de d2)
con sus frecuencias comprendidas entre v y v + dv:

d3Vf v?

—L = —Vdvd*Q

AVy 3
Pero la particula por cada distribucion espacial puede tener dos polarizaciones, por lo
que el nimero de modos que se propagan en todas las direcciones ([ d? Q) = 47) con sus
frecuencias entre v y v 4 dv es:

AN = [[ a*N = 87;;’/2‘/(11/

Y la densidad de modos por unidad del volumen V' y de intervalo de frecuencia es

dN 82

 Vdv c?
exactamente la misma que hemos deducido en el caso de la cavidad de simetria cubica
para los modos de onda plana. Este razonamiento confirma la universalidad de esta
distribucién.

Los modos de la radiacién obedecen a la dindmica de los osciladores, y en una situacion
de equilibrio térmico el operador densidad que describe la estadistica de un colectivo de
sistemas cuyo hamiltoniano individual es H se escribe asi?:

exp (—H/kgT)
tr exp (—H/kpT)’
Este operador permite calcular la energia media de un modo: (H) = tr pH, con H dado

por 2.2.
La energia media de un modo es, pues, en términos de la variable = hw/kpT"

Py (V)

p/\:

i<n|e—x<a*a+l/2>m (ala+1/2) In)
) = =

[e.9]

Z<n’e—x((ﬂa+l/2) ‘TL>

n=0

Z B (n + 1/2) e—x(n-‘rl/?)

n=0
Z e—ac(n+1/2)
n=0

2La ignorancia que tenemos acerca de colectivos estadisticos es de naturaleza cldsica, es decir no es
estructural como la incertidumbre cudntica, sino fruto de las limitaciones experimentales y/o de cémputo.
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pasando al primer miembro la energia del punto cero, que esté presente incluso habiendo
cero fotones, es decir, en el vacio:

1 —

(H) = She = huw =0
Ze—xn
n=0
i > —xn
dxnzo S -1

= —hw—g = hw—In D e :
e In n=0

n=0

pero

(iwn) T [C e

Por tanto, deshaciendo el cambio de variable,

1 d “zy e *
<H>—§hw—hw$].n(].—e )_hwl—efx

B hw B hv
"~ exp (hw/kgT) —1  exp (hv/kgT) — 1

Si ésta es la energia media de un modo en equilibrio térmico, la densidad de energia de
la radiaciéon por unidad de volumen e intervalo de frecuencia serd el producto de esta
magnitud y la densidad frecuencial de modos dada por 1.8:

8rhy? 1
uy, (v) = (H)p, (v) = 3 exp (hv/kpT) — 1

+ % hv p,(v) (2.8)

El primer término es la distribucién de Planck para la radiacion de equilibrio térmico
y el segundo la energia electromagnética del vacio. Si hubiésemos utilizado el teorema de
equiparticién, (H) = kpT habriamos obtenido la ley clésica del cuerpo negro (Rayleigh—
Jeans).
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3 La cuantificacion de la materia

3.1. Atomos hidrogenoides

Los dtomos més simples, del tipo del hidrégeno (un sélo electrén), considerados en el
sistema del centro de gravedad con masa reducida u y prescindiendo del espin se reducen
al estudio una particula en un potencial coulombiano. Su ecuaciéon de Schrédinger es:
R? Ze?

A

Hy(r) = E(r), H = (3.1)

B ﬂ dmegr

Las soluciones de esta ecuacién como en todos los casos de potenciales centrales estan
separadas en parte angular (los armonicos esféricos Y;™(0, ¢)) y parte radial, Ry (r):

wnlm = Rnl(r) Ylm(ea 90)
La parte radial depende del potencial central; para el Hidrégeno ha de verificar

_Fﬁdz(rR) (- e? n I(1+1)
2 dr? dmegr 22

> (rR) = E,(rR)

donde el término dependiente del niimero cudntico angular se denomina centrifugo. La
resolucion de esta ecuacién permite obtener el espectro de energias E,, de forma exacta:

2
> 1 pe?
n— —\ 7 __ o 919"
dmey ) 2n2h2
En el caso de un atomo multielectronico se emplea normalmente la aproximacion
de un electron. Como punto de partida para esta aproximaciéon podemos separar el
hamiltoniano atémico en una suma de hamiltonianos de atomo de Hidrégeno, cada uno

correspondiente a la energia de un electrén individual frente al nicleo de carga Ze, y las
energias entre los electrones estimadas separadamente. Asi escribiremos

H = Hy+ Ve

Con la notacién r; para las coordenadas del i-ésimo electrén tenemos
n
Ho(ry...tn) = Hoi(r1) + Hoa(r2) + -+ + Hon(rn) = > Ho; (r;)
i=1

donde cada Hy; es del tipo 3.1:

h? Ze?
2u AT egr;
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3 La cuantificacion de la materia

Figura 3.1: La carga en un pequefio recinto es el producto de la densidad de carga e|<,0jo|2 por el
volumen del recinto, d®V;.

Los autoestados de estos hamiltonianos hidrogenoides son esencialmente los conocidos
del atomo de Hidrégeno. Su ecuacién de autovalores es

Hoi(r;) pio(ri) = Eio pio(rs)

y la del sistema total sin considerar la perturbacién debida a la interaccién interelectro-
nica V. es:

Hy o = Ep o

En términos de las funciones de onda y energias del problema individual, la funciéon
de onda y la energia totales se escriben asi:

Yo = ©10(r1) ® - @ @no(rn)
Ey = FEip+-+ En

Asumiendo la carga del electrén repartida en el espacio en proporcién a la onda de
probabilidad podemos calcular con estas funciones el potencial que produce sobre un
electrén i el conjunto de electrones j = 1...n,j # i del siguiente modo (figura 3.1):

‘SOJO r;)| 3
g d’v;
Vio(r:) / dreg Ty — r2|

donde ;o viene de la ecuaciéon de autovalores de un electrén.
Con este potencial podemos escribir la ecuacion del electrén i. En efecto, en este orden
de aproximacion,

1

N
2m

Ireors + ViO(Ti):| wi1(ri) = Enpir(r;)

En esto consiste la aproximacion de un electrén: sustituir V. por el efecto promedio
de todos los electrones. La solucién (generalmente numérica) de estas ecuaciones nos
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3.2 Sistemas poliatémicos

permite calcular un nuevo grupo de autofunciones ;1 que ya tiene en cuenta el potencial
mutuo entre los electrones. Con estas autofunciones se puede volver a calcular el potencial
sobre ¢ debido a los otros electrones:

‘%1 r;)|° 3
E d°V;
Vi (ri) / dreg rj — rz\

Que ahora serd mas exacto que el V;g que producian las funciones ;. El proceso se puede
repetir iterativamente hasta que las autofunciones y los potenciales se reproduzcan y sean
autoconsistentes (método de Hartree).

Es importante apuntar que el conjunto de funciones hidrogenoideas p;o(r;) tomadas
para formar ¢ debe ser tal que al estar ocupados por los electrones respeten el principio
de exclusion de Pauli; es decir, que no haya més de dos electrones (con espines opuestos)
en cada estado ;p. Cuando se considera esta restriccion, el método autoconsistente pasa
a denominarse método de Hartree-Fock.

3.2. Sistemas poliatémicos

Los atomos que en ultimo término constituyen la materia se agrupan formando agre-
gados de complejidad variable: van desde unos pocos (moléculas), hasta del orden de
10?3 0 més (sélidos), a veces con estructuras ordenadas (cristales).

En los sistemas polielectrénicos se asume que el corazén atémico formado por el nicleo
y los electrones de las capas internas (core), permanece inalterado dentro del conjunto. Es
en este sentido en el que los &tomos que lo forman conservan una cierta individualidad. El
conjunto de los corazones atémicos forma una estructura de iones positivos, que genera un
potencial en el que se mueven los electrones de la iltima capa de los dtomos originales.
Estos son los que mantendran unidos a los iones positivos. Consideremos entonces el
sistema poliatémico como formado por los corazones atomicos.

Si llamamos x; a las coordenadas de los electrones corticales y q; a las de los corazones
atémicos el hamiltoniano del sistema se puede escribir como una suma, H =T, + T, + U
donde

h2
Te(z)=>, — 2—Axi (energia cinética e™)
m
h2
To(q) =>, — —=—Aq (energfa cinética corazones)
iM%
U(z,q) =U(x1,%x2,...,q1,92, --.) (interaccién corazones-corteza)

Y la ecuacion de Schrodinger del sistema poliatémico se puede escribir
(Te + Tn + U) ¢(x,q) = Evp(z,q).

En un sistema poliatémico en equilibrio todos los componentes deben estar en un
minimo de potencial. Si se apartan del fondo del pozo de potencial, la fuerza que actia

http://alqua.org/documents/FdL 19



http://alqua.org/documents/FdL

3 La cuantificacion de la materia

en pequenos desplazamientos desde la posicion de equilibrio es

2
Fo =— mwAzx

F, =— Mw?Aq

Pero como los potenciales que afectan a los electrones exteriores y corazones son de
origen coulombiano y del mismo orden (misma curvatura)

F, ~ F, We | M 9
= — ~/— ~ 10
Am:Aq} wWn, m

Es decir que en el tiempo en el que el ion positivo realiza una oscilacion el electrén
realiza del orden de 100. Las grandes masas de los iones positivos no pueden seguir el
movimiento de las pequefias masas electrénicas. Sus funciones de onda no pueden pues
depender de las posiciones instantaneas de los electrones. Los ntcleos sdlo perciben el
efecto promedio del electrén en su orbital.

Por el contrario los orbitales electrénicos cambian en funcién de las posiciones de los
iones positivos en cada momento. Resulta asi razonable separar en la funcién de onda la
parte de los iones positivos de la parte electrénica:

w(‘ra q) = ¢e<x7 Q) wn(Q)

Y proceder igualmente con los operadores, H = H. + H,, con
H.=T.+U(x,q)
H,=1T,

La ecuacion de Schrodinger con esta separacién resulta

He [the(, q)¢n(q)] + Hn [the(, 0)¥n(q)] = E te(x, q)¢n(q)

Como las deformaciones que sufren los orbitales electrénicos al cambiar las posiciones
de los ntucleos son mucho menores que las dependencias que tienen en las propias va-
riables electrénicas, podemos despreciar algunas derivadas. Es a esto a lo que se llama
aprozimacion adiabdtica:

202
dq 9q 0*hn 0*pe
w 6211}6 << we aqz b wn aq2

Estas suposiciones permiten simplificar la ecuacion de autovalores

wnHe¢e + weHnwn = E@/}ewn
con lo que podemos efectuar una semiseparacién de variables
1 1

_Ee(Q) = Hewe —

Hyp, — F
e G n¥
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3.2 Sistemas poliatémicos

Ees(Qoz)

Ee2(Qo2)

EL- _____J_i_____/ Eea(0)

Ee1(Gor) f---- =t -
Co1 Yoz Gos q

Figura 3.2: Esquema de niveles electrénicos de un sistema molecular en funcién de una coordenada
q de los corazones. Las lineas paralelas en el nivel electrénico mas bajo, ., representan
subniveles vibracionales F,q;. E representa la energia total del nivel 7 =1, j = 6.

dando lugar a las siguientes dos ecuaciones

Hetpe(w3q) = Ee(q) e(;q)
[Hn + Ee(‘])] wn(Q) = E¢n(Q)

La primera de estas ecuaciones ha de ser resuelta en las variables electrénicas y pa-
ra unas posiciones fijas ¢ de los iones positivos, que funcionan como constantes en la
integracién de la primera ecuacién (pardmetros adiabdticos). Los autovalores F.(q) ob-
tenidos al efectuar esta integracién son la energia potencial en que se mueven los ntcleos
en la segunda ecuaciéon. Por lo tanto en principio el orden légico consiste en resolver
previamente la primera ecuacion para poder abordar después el problema de la segunda,
que es la que da las energias E del sistema poliatémico.

Hasta ahora hemos supuesto implicitamente que el centro de gravedad de la molécula
esta en reposo. Vamos a suponer ademas ahora que la molécula tampoco rota. De este
modo solo le quedan al sistema los grados de libertad internos.

Podemos representar en un diagrama simple (figura 3.2) las coordenadas configura-
cionales de los estados de la molécula. Las soluciones de la ecuacién electrénica son los
pozos de potencial E.;(q) en los que se mueven los iones positivos. El fondo de cada uno
de estos pozos corresponde a una posicién de equilibrio de los iones. En estas posiciones
de equilibrio los iones no vibran y la energia F.;(qo;) es puramente electrénica.

En cada uno de estos pozos vibran los nicleos de manera que al resolver la segunda
ecuacion se obtienen los niveles de energia F del sistema. En estos niveles desde la energia
Eci(qoi) hasta E podemos asumir una contribucién de energfa de vibracién E,,;; de modo
que

E = E.; (qo0i) + Evij

Frecuentemente las vibraciones son de poca amplitud! y entonces el desarrollo de

1Si las oscilaciones de los iones positivos no pueden considerarse pequefias se pueden utilizar potenciales
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E.i(q) alrededor del minimo hasta orden cuadratico (parabdlico) es suficiente:

aEei 1 82Eei
Eei (9) = Bei (a0) + =5 N (4-a0)+5 52

2
(@ —qio)" +---
qi0
y como la primera derivada se anula, si llamamos K al valor de la segunda tenemos la
forma armonica de los pozos vibracionales:
K
2

Eyi(q) = Eei(q) — Bei(qoi) ~ —(q— qoi)*.

Si la molécula gira alrededor de un eje que pasa por su centro de gravedad, su energia

de rotacién es
R(r+1)r

21
donde I es el momento de inercia respecto al eje de rotacién. La degeneracién de estos
niveles, que se superponen a los vibracionales, es 2r + 1.
Finalmente, vemos que los ntimeros cuanticos que caracterizaran a los autoestados
electrénicos son

ERir =

» un numero cuantico genérico, e, que caracteriza a la parte electrénica . (z, y) de la
funcién de ondas y que es una abreviatura que puede contener més de un nimero
cuantico,

= un numero cuantico vibracional, v, que también puede ser una abreviatura de
varios numeros correspondientes a los diversos modos normales de vibracién de la
molécula, y

= un nimero cuantico de rotacién, r, que puede ser también multiple al tener la
molécula varios ejes de rotacién no equivalentes.

Es decir, que la funcién de ondas molecular se puede escribir abreviadamente con la
notacion:

Yeor = ¢6(x7 Q)¢EU(Q)¢T(97 SD) (32)

fenomenolégicos méas parecidos al real, como el de Morse:

Ee(q) =D {(1 = e“’<q_q0>)2 = 1}

En esta expresion D representa la energia de disociacién.
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4 La evolucion temporal de los estados

4.1. Introduccidn

Sea un sistema fisico representado por un hamiltoniano Hy cuyo problema espectral
Hy|n) = B, |n)

estd resuelto, de forma que los estados {|n)} forman una base ortonormalizada del espacio
de Hilbert de los estados del sistema, (m|n) = d,,,,. Su evolucién obedecera a la ecuacién
de Schrodinger,

o (1)) = Ho [n. (1))

Podemos describir también esta evolucién utilizando un operador U(t) unitario (UTU =
Uut =1):
n () =U(#)[n(0)) = U(t) n)

de modo que

ih%U(tﬂn):HoU(t)m) o ih%U(t):HoU(t).

Si Hp no depende explicitamente del tiempo, la soluciéon formal de esta ecuaciéon es

U(t) = exp <—;H0t)

In(t)) = exp (—;Hot> ) = (L~ Lot + - )ln)

=1 —Z'Eh‘ot-i-"')’"’w = exp (—ifg)o n).

Es facil ver que la ortonormalidad de los autoestados |n(t)) se conserva en el transcurso
del tiempo y por tanto siguen formando una base del espacio.

4.2. Evoluciéon temporal en presencia de una perturbacion

Supongamos ahora que nuestro sistema esta representado por un hamiltoniano H que
difiere de Hy en el hamiltoniano V' que actia sobre los estados del mismo espacio de
Hilbert

H=Hy+V
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4 La evolucién temporal de los estados

Un vector estado del sistema serd ahora |1(t)), solucién de la ecuacién de Schrodinger

(L) = (Ho + V) (o). (11)

Este vector estado se puede expandir como una combinacién lineal de los vectores de la
base |n(t)) de soluciones no perturbadas,

=Y Cu(t)e i n)
n
Llevando este desarrollo a la ecuacién de evolucion 4.1

. dC,, (t) _igo _ip0
Y2 S ) 37 B0, (e ) = 2 Cnlt)e” FH B+ V)ln)

Cancelando los términos en E? y multiplicando escalarmente por el autoestado (m)|
obtenemos

o mz R URTERG, (6) (m] V) (4.2)

Resolver este conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas es equivalente a resolver
la ecuacién de Schrodinger 4.1. En la practica frecuentemente se trata de un conjunto
infinito de ecuaciones y por tanto su resolucién exacta puede resultar imposible.

4.3. El desarrollo perturbativo

Las ecuaciones 4.2 se pueden escribir de una forma maéas compacta introduciendo la
frecuencia de transicién entre los niveles m y n y el elemento de matriz del potencial
entre ambos:

EO — g0
Wi, = %, Vinn = (m|V'|n).

Ast: acy (1) .
m 3 iw.
= > etV Cn(t) (4.3)

Vamos ahora a escribir los coeficientes Cy,(t) en la forma de un desarrollo en serie de
potencias del elemento o elementos de matriz del hamiltoniano V:

Co(t) = CO) +CM (@) + CD(t) 4 - - - con  CO(1) x (Vt>l (4.4)

El orden cero de perturbacion corresponderé a la situaciéon en que V' = 0. En este caso
los coeficientes Cy,(t) se mantendrian en los valores iniciales:

CT(LO) (t) = Cn(0)7
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4.3 El desarrollo perturbativo

El desarrollo 4.4 debe cumplir la ecuacién de evolucién (4.3),

acy dC(Q) .
- - e t e elwm’ﬂtv

a ~ih Z WO+ "
Aqui V es arbitrario, por lo que se deberan anular individualmente los términos en las
diversas potencias de Vt/h. Tenemos asi el sistema de ecuaciones

ac 1 s
ac? 1 .
m _ = (1) jiwmnt
at in znj o e Vinn

= (4.5)

que puede en principio ser resuelto iterativamente a partir de las condiciones iniciales
Cr(0).

Para fijar ideas, imaginemos que el hamiltoniano V' comienza a actuar en el instante
t = 0 y que el sistema ha sido preparado en este instante inicial en el autoestado |j) de
Hy, de modo que C,(0) = 6,;. Las ecuaciones 4.5 para el primer orden de perturbacién
en V seran ahora

1

dC’r(L) _ l iwnjtV .
ST A

Por tanto .

1 .
cW) = = / Vijenitt dty (4.6)
0
que cumple con lo estipulado en 4.4 para [ = 1:
Vit

Si llevamos la solucién a primer orden 4.6 a la ecuacion del segundo orden obtenemos

a1 , ,
— _ ’men zwnj 1 t dt
dt <m> . Vim / Voj(t) dha

que al integrar proporciona

c@ (1) <m> Z / elomnt2 o (ts) [ / ewtlvm(m)dm] dts

Y por tanto

242 A\
C,(,f) o< Vh2 , e inducimos que C,S? o< (2) .
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4 La evolucién temporal de los estados

Entonces, si los elementos de matriz camplen V;,,,,t/h < 1 (0 equivalentemente el tiempo
es tan pequeno que t < i/Vy,,), el desarrollo perturbativo 4.4 converge répidamente y
lo aproximamos reteniendo solamente el primer orden de perturbacién:

Cin(t) = C(1)

Un estado inicial general es una combinacién lineal de elementos |n) de la base,
[£(0)) =Y _ Ca(O)n).

Segun 4.5 el primer orden de perturbacion es
dC, 1 :
ot = i 2 Cnl0)e e Vi,
n
que se puede integrar formalmente

1 L
Cnlt) = 37 Co(0) /0 elemntiy

De manera que si V' no depende explicitamente del tiempo se tiene

iWmnt 1

Cnlt) = = 3 Cal0)Vin (4.7)

1Wmn
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5 Absorcion y emision de radiacion

5.1. Hamiltoniano del sistema radiacién-materia

En los temas anteriores hemos estudiado los estados del campo de radiacion y también
el espectro de autoestados de los sistemas moleculares. Por otra parte, hemos comprobado
como se puede hacer el estudio de un sistema sometido a una pequena perturbacion. Es
el momento de aprovechar estas herramientas para afrontar la descripcién del sistema
acoplado radiacién-materia, como un sistema aislado.

Si el sistema material es tratado en la aproximacién de una particula, obedece al

hamiltoniano atémico H,,
2

Ha:2p—m+eV(r)

El hamiltoniano de un modo de radiacién es, por su parte
H, = hw (aTa + 1/2)

Como es sabido, en la formulacién del hamiltoniano de un sistema cuéntico el operador de
momento lineal estd asociado al momento hamiltoniano de la particula (la variable cané-
nicamente conjugada de las coordenadas generalizadas). Este momento frecuentemente
coincide en los sistemas conservativos con el momento mecanico, @ = mv o cantidad
de movimiento de la particula. No obstante, si la particula estd en interaccién con un
campo electromagnético esto no es asi. En este caso el momento mecanico de la particula
es
T=p—cA

donde p es el momento hamiltoniano y por tanto es el que tiene asociado el operador p =
—thgrad y A es el potencial vector del campo electromagnético. Esto es consecuencia del
caracter no conservativo del campo electromagnético, pues la fuerza de Lorentz F = qE+
qv N\ B depende de la velocidad. Entonces el hamiltoniano total del sistema, incluyendo
la interaccién radiacién materia es
2
H = &jLeV(r)—I—HT
2m

p2+V()+H+€( A-Ap) it " A2
= _— e r _ . J— . R
2m " 2m P P 2m

Aqui A(r) en principio no conmuta con p, pero sf cumple!

., 0A;
pidi — Aip; = —ih
8.%‘
'El lector puede comprobar que una funcién arbitraria F (¢;) cumple [p;, F(q:)] = —ihg—j.
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5 Absorcién y emision de radiacion

que se da la circunstancia de que utilizando la condicién de Coulomb o gauge de radiacion
(V-A =0) se transforma en:

P-A-—A-p=—ihV-A=0

Entonces, como p- A = A - p el término lineal en A se simplifica:

p? e
H=—+¢eV(r)+H ——A-p+
2m m

iAQ
2m

En esta expresién p es el momento hamiltoniano y no el momento mecéanico de la
particula pero aun asi |[eA| < |p| consideraremos como hamiltoniano no perturbado

p2
Hy =5 —+cV(r)+ H,

Y como perturbacién debida a la interaccién el hamiltoniano

2
LAQ

e
Hi=—-——A-p+
m 2m

Usualmente, incluso para grandes intensidades de radiacion,
2
e e 9
‘7 A p( > A
m 2m
asf que despreciamos el término en A2, cuyas contribuciones mas importantes se produ-
cen a los procesos a dos fotones:

H~-SAp (5.1)
m

Escribimos las ecuaciones de autovalores de la radiacién y del d&tomo con la siguiente

notacién, respectivamente:

a'aln) = n|n) (radiacién)

H,|s) = Xg|s) (materia)
Las autofunciones y autovalores de Hy (es decir, sin considerar la interaccién radiacién—
materia) tienen la siguiente forma:

s,n) = ls)®|n)
Eyy = Ys+hw(n+1/2)

Entonces el coeficiente de probabilidad del estado |s’,n’) es, suponiendo la perturbacién
V' = H,; independiente del tiempo (ec. 4.7):
eiwsln/snt -1

1
Cs’n/ (t) = % Z Csn(()) Hi,s’n/sn

Ws'n!sn

donde
Wsnrsn = (B — Xs) /h+w(n’ —n) = wys +w(n’ —n)

con fw la energfa del cuanto de radiaciéon en el modo, H; sy = (8',n'|Hj|s,n) el
elemento de matriz de la transicién y wys = (Xg — X5) /A la frecuencia de Bohr.
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5.1 Hamiltoniano del sistema radiacion-materia

5.1.1. Probabilidad de transicion

En la onda electromagnética (ec. 1.5):

A(r) =4/ 2::_0 [au(r) + aTu*(r)]

usando que u(r) = ewu (r) el operador de interaccién 5.1 se expresa

e h
H; m\ e [au(r) +a'u (r)} e-p

y el elemento de matriz de H; para la transicién resulta

e h
Hz'7s’n’sn = -
m \ 2weg

<n’ |al n> <s’ |u(r) p s> + n'\a”n <s' |u* (r) p| 5> -e.
[ {

Las funciones de onda de los estados |s) y |s’) sélo toman valores apreciables en las
proximidades de la posiciéon r, del sistema acoplado al campo. Es decir, en regiones
de tamafio atémico, del orden de 107'° metros. Sin embargo, la distribucién espacial
u(r) del campo tiene sus variaciones mas rapidas en distancias del orden de la longitud
de onda A. En las regiones del espectro electromagnético que nos interesan A > 10710
metros: la distribucién espacial es mucho mas uniforme. Por lo tanto en el calculo de los
elementos de matriz se puede considerar u constante con el valor que toma en la posicién
r,. Asi:

(/| () pls) = u(ra)(s[pls)

Queremos reepresar el operador momento. Para ello, nos valemos de la expresién?
., OF
(i, F(pi)] = Zh&pi

que permite escribir
[r,H,] = [r, p:n] —in® = rH,—H,r
y entonces, llamando ryg = (s'|r|s)
(s Ipls) =~y m ((s ) Hals) — (s | Haxs)
= %m(s’]ﬂs)(ﬁsr —Y5) = iMmwysTys

Designamos por Dy, al elemento de matriz del momento dipolar de la carga acoplada
al campo, (s'|er|s) = Dy,. Entonces:

h
Hignton = =iy | 5oy [ulea) wlaln) + w*(ca) ! n)] e Doy (52)
' 2weg

2Esta ecuacién se cumple cuando se puede desarrollar F' en serie de potencias y se obtiene a partir de
[z,p] = ih
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5 Absorcién y emision de radiacion

2 pI
o ~— how —
0 s
(a) Absorcién (b) Emisién

Figura 5.1: Procesos de absorcién (izquierda) y emisién (derecha) entre dos estados de la materia
s) y Is').

Los elementos de matriz de la radiacién se calculan empleando las ecuaciones 2.7 y 2.6;
podemos abreviar el factor dependiente de la materia como,

) h
Hi,s’s =1 ws/se'Ds’s
2weg

con lo que finalmente el elemento de matriz de la transicion es
Hi,s’n’sn = Hi,s’s [u(ra)\/ﬁén’,n—l + U*(ra) vn+1 5n’,n+1]
con ¢l la amplitud de probabilidad del estado al que se efectiia la transicién sera
1 * o
Cyrpy (t) = % Z CSTL(O)HZ‘,S’S [U(ra)\/ﬁén’,n—l +u (ra) n+ 16n’,n+1]
sn

ei[wS/Ser(n’fn)]t 1

% ilwys +w(n' —n)]’

5.2. Resonancia

Supongamos que sélo dos niveles de la materia (el |s) y el |s’)) cumplen la condicién
|wss| ~ w y por tanto sélo éstos pueden hacer resonante el denominador de la expresién
5.3. Entonces los términos de la suma correspondientes a los demés estados serdn siempre
muy pequeinos y se podran ignorar. Ademads teniendo en cuenta las deltas que contiene
la expresién solo son posibles las transiciones en que el nimero de cuantos del modo
cambie en una unidad, |n —n’| = 1.

Tenemos asi dos coeficientes correspondientes a dos procesos resonantes:

» Absorcién de radiacién por la materia (figura 5.1(a)), con coeficiente

Hz',s’s 6Z(w5/5—w)t -1

Cs’nfl(t) = ih Csn(())\/ﬁu(ra)

i (wgrs — w)
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5.2 Resonancia

Es resonante si wy s > 0 cuando wyg — w ~ 0.

En este proceso el campo pasa de tener n fotones a tener n—1 y la materia aumenta
su energia de X5 a Xy. Obsérvese que cuanto mayor sea el nimero de fotones en
el modo, mayor es la amplitud de probabilidad de absorcién.

» Emisién de radiacién por la materia (figura 5.1(b)). Su amplitud de probabilidad

es
H(wgrgtw)t 1

H; g 6(
’ sn 1 * a) ., . N
o Csn(0)vVn + 1u*(rgy) FT

Cs’n—‘rl(t) =

Hay resonancia si wys < 0 cuando wg s + w =~ 0.

En este proceso el campo pasa de tener n fotones a tener n 4+ 1. La materia, al ser
ahora ¥, > Y, pierde la energia que se lleva el fotéon incorporado al modo. La
amplitud de probabilidad también crece con el nimero n de fotones preexistentes
en el modo. Pero en este caso es no nula atin en ausencia de fotones en el modo.

Absorcion

La probabilidad de la transiciéon de absorcién cuando se considera la resonancia con n
fotones es
2
|Hi,s/s|
h2

2 4sin? L (wys — w)t
(wyrs — w)?

|Cs’n—1(t)|2 = ‘Csn(0)|2n|u(ra)

Es evidente que la resonancia se produce con cualquier nimero de fotones que haya en
los estados que forman parte del estado inicial (piénsese en estados que no son Fock).
Por tanto la probabilidad total de paso del estado |s) al |s’) es una suma,

|Cs’|c2u = Z |Csn—1(t) ?

HZSS24sm (wss—w)t >
- | B2 | (Wyrs — w)2 ]u(ra)|2 Z |Csn(0) 2

Supongamos ahora que en el estado inicial radiacién-materia, ¢ (0)) la radiacién estd
en un estado coherente

1(0)) = |s) @ |a) = ®Z 3laf? *|n>

= Z(an ) @ |n)

Entonces
1 |a|2 a"

Csn(0)=¢"2 Wi
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5 Absorcién y emision de radiacion

. 2
y asi la suma en |Cy |, se puede concretar:

DRI pisge
n=1 n=1
o0 2(n—1)
Clal? ||
=y m\alg =laf? = (n).
n=1 ’
Por lo tanto ) ) 1( )
|H; o5 48in® = (wgs — w)t
Coh: = 5 ) B ) (54)
S's
Emisidn
En el proceso de emisién,
2 21
o |Hissl 9 o 4sin” 5 (w — wey )t
|Csni1(t)]” = 72 [Csn(0)|7 (n+ 1) |u(ra) | (@ — wey)?2

La probabilidad total queda

’CS"Z = Z |Csn1()
n=0

|H; os]? 4 sin? wss
= hQ ‘ ( )’2 ( 2 Z’Csn n+1)

Si la radiacién esta inicialmente en un estado coherente

oo a 2n
S G (n+ 1) = e S 0 1)
n=0 ’

n=0

0 2n & 2n
_ laP (Z of o )
=e +

~ (n—1)! = n!
=laf+1=(n)+1

Y la probabilidad de emisién es
1
o | Hiwsl? o 4sin® 3 (w — wey )t
Cul? = P () P =2 T ()£, (55)

Onda coherente plana

Si la radiacién fuera una onda plana normalizada en el volumen V que confina a la
radiacion, se tendria (ec. 1.4):
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5.3 Los coeficientes de Einstein

Y en este caso
5 1
"=
De modo que la probabilidad no dependeria de la posicion del centro acoplado a la
radiaciéon. No obstante en general esto no es asi, y en particular no lo es siempre que
la distribucién de la radiacion sea inhomogénea. Como veremos, la distribucién de la
radiaciéon en un modo gaussiano (de interés en los resonadores empleados en los ldser)
es inhomogénea.

lu(ra)

Emisién espontanea y emisién estimulada

En 5.5 vemos que, como habiamos apuntado, la emisiéon se puede producir incluso
cuando (n) = 0. El estado coherente, en que el valor esperado (n) = 0 coincide con el
estado Fock |0), cldsicamente seria un estado sin radiacién, pero cuanticamente sabemos
que la energia residual en el modo es %hw Esta energia puede inducir la emisiéon en
ausencia de cuantos. Asi, las transiciones inducidas por la presencia de cuantos se llaman
transiciones estimuladas y las inducidas por el campo residual se llaman transiciones
espontdneas.

En el caso de que la radiaciéon del modo se hubiera preparado en un estado de Fock
|n) en lugar de en un estado coherente |a) el valor esperado seria (n) = n y por tanto
las expresiones de |Cy|? serfan las mismas sustituyendo (n) por n.

El resultado 5.5 indica que la probabilidad |Cy|? es la misma a través de la emisién
estimulada, cuando hay un valor esperado (n) = 1, que a través de la emisién espontanea.

En lo que sigue vamos a utilizar el promedio espacial de los coeficientes de probabilidad
con el objeto de obtener resultados que no dependan de la posicién r, del centro y sean
al mismo tiempo realistas. Es decir, sustituiremos |u(ry)|> por

a@P = ‘1// @)V = 7 pues /yu(r)\2 BV =1

siendo V el volumen del resonador en que esté confinada la radiaciéon. También recorda-
remos que

2
hws’s

|Hi,s’s‘2 = e'Ds’slz-

2w e

5.3. Los coeficientes de Einstein

5.3.1. Probabilidades de los procesos de absorcion

El coeficiente de probabilidad de la absorcién, usando la expresién explicita de H; o
es

w?, 4sin® Hwy, — w)t
C.(t 2 _ s's D 2 2\7s's
|Co (1)] 2h€0Vw|e ss|” (n) (Wers — w)2

Esta expresion corresponde al caso en que una sola frecuencia (la del modo de radiacion)
interacciona con la materia. Su comportamiento cerca de la resonancia es cuadratico en
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5 Absorcién y emision de radiacion

Figura 5.2: La probabilidad total de absorcién depende de la orientacién relativa de los momentos
dipolares de la materia D 5 y la polarizacién de la radiacién e, .

el tiempo?:
. 2 W 2 2
m 1 OF = g5 v e Desl™ (m ¢

Sin embargo, el comportamiento proporcional a t? es poco usual, siendo en general la
probabilidad proporcional a t. La razén esencial de esta discrepancia se encuentra en las
hipétesis simplificadoras que asumen una sola frecuencia en la radiaciéon y niveles de la
materia infinitamente estrechos. En la préactica ni los niveles atémicos ni la radiacion lo
son.

Como en el caso estudiado se ha supuesto la interaccién de los niveles de la materia
con una sola frecuencia de la radiacién, para tener la probabilidad inducida por todas las
frecuencias presentes se habran de sumar las probabilidades sobre ellas. Si también hay
diferentes direcciones de propagacion y polarizaciones se deben sumar de igual modo.
Imaginemos por ejemplo que (como en el caso de la radiacién de equilibrio térmico)
tenemos la energia distribuida en todos los modos: en todas las frecuencias angulares w,
direcciones de propagacién k = k/ [k| y polarizaciones o

(n) = (n) (w,k, a) .

Segin hemos estudiado, el nimero de modos con frecuencia angular w en un intervalo
dw, vector de ondas k dentro del angulo sélido d?Q) y polarizacién o viene dado por

v
d*N, = w? dw d*Q.
(2mc)3
Entonces la probabilidad de que un cuanto de esta radiaciéon sea absorbido serd el pro-
ducto de la probabilidad de absorcién |Cy (£)|* de un cuanto en una frecuencia por el
numero de modos 6 frecuencias disponibles,

3Siz < 1, sine ~ x.
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5.3 Los coeficientes de Einstein

Figura 5.3: Para tiempos suficientemente largos la variacién rapida de la funcién g (w) permite con-
siderar solamente el valor en el maximo (n(wys)) de la funcién lentamente variable

(n(w)).

d®P,, = |Cy(t))? w? dw d2Q

|4
(2mc)3

Y la probabilidad total de absorcion sera

4 sin? (ws s —w)t ) )
27”260 271'03 Z / [ (Wers — w)2 /’eU'DS’8’ (ng) d°Q| dw

Como se aprecia en esta expresién lo que cuenta en la integral geométrica es cémo
estan orientados los momentos dipolares de la materia Dy respecto a la polarizacién
de la radiacion e,. Dejando fija la polarizacién e,, si las orientaciones atémicas estdn
distribuidas isotrépicamente respecto a e, podemos tomar el 4ngulo sélido d2€2 alrededor
de la direccién de Dy (figura 5.2):

s 2
Z /|eo- Dy |? (n,) dQ = Z (ne) ]DS/S\Q/ COSZHSiHGdH/
0 0

c=1,2 o=1,2

4 a7
=5 Pul® 3 (n) = 5 Dyl (n)

o=1,2

(5.6)

((n) es el valor esperado del nimero total de cuantos en las dos polarizaciones). Con lo
cual

D532 in? s's T t
_ 8rw?] | / w (n(w)) sin” 5 (w w) "
0

“ 73 heo(2me)? (Wers — w)?

La funcién subintegral contiene el factor rapidamente variable

sin? 3 (wys — w)t

g (W)=

(wsrs —w)? 7

que representamos en la figura 5.3. La anchura del pico central, estimada como la dis-
tancia del maximo al primer minimo, vale 27/¢. Si el tiempo transcurrido es lo suficien-
temente largo como para que ésta sea mucho menor que la anchura Aw de (n(w)), es

decir, si se cumple

2
TW<< Aw
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entonces se puede considerar (n (w)) ~ (n (wys)) y por lo tanto aproximar asi la integral

dw

3/ D, 2 [o e 21 ols — t
Pu() = D gy [T 2 )
3 heo(2me) 0 (wys — w)

Con el cambio £ = wy s — w

/°° sin? 3 (wys — w)t do ~ /°° sin? (zt/2) dp — gt
0

(wsrs — "‘J)Z —00 2

y queda

1 w3, |Dysl?
_— 1s))T.
6  hegcd (nfwss)

Finalmente, la probabilidad de absorcién estimulada por la radiacién serd, por unidad
de tiempo Wt = P, (t) /t o,

Pa(t) -

1 w3 Dyl
Wet = 6r hed ,‘;50;38 (n(wys))-

5.3.2. Probabilidades de los procesos de emision

Si comparamos las expresiones 5.4 y 5.5 para la absorcién y para la emisiéon vemos que
esencialmente sélo se diferencian en el factor del niimero de fotones, (ny,) en un caso y
(ne) + 1 en el otro. Al sumar sobre las dos polarizaciones el factor para la emisién sera
(n(wgs)) + 2, por lo tanto, la probabilidad total de emisién serd
1 CL)::’/S‘DS/S|2

We=—

5 T (nfew)) +2) (57)

Las emisiones estimuladas, correspondientes al primer término, se producen con una
probabilidad igual que la de absorcion estimulada,

iw3s|DS/5’2

S/

West —
€ 6  heocd

<n(wszs)> .

Si la radiacién tiene su energia isotrépicamente distribuida, (n(wgs)) = 2(ns(wys)),
donde n,(wys) es el nimero de cuantos por modo en la frecuencia de la transicién.
Entonces

1 w§,8’D313‘2
3r  heged
Por otra parte, si u,(v) es la densidad de energia de radiacién por unidad de volumen
y de intervalo de frecuencia, como (n,) hv es la energia por modo

W;St = I/VeeSt = <na(ws/s)> (5‘8)

82 2hw? el
uy (V) = p(v)(no)hv = 3 hv{ng) = W<na> — (ng) = muu(’/)

se pueden poner las probabilidades de los procesos estimulados en funcién de la densidad
de energia de la radiacion:

est est
Wt =W = Bysuy (vgs)
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5.3 Los coeficientes de Einstein

donde los coeficientes B se conocen como coeficientes de Finstein de las transiciones
estimuladas y valen:

2
= By (59)

El segundo término de 5.7 nos indica que puede haber emisién de un cuanto aunque
no haya cuantos en la radiacién ({(n,) = 0). Por ello este término se conoce como la
probabilidad de emision espontdnea. Su expresion serd la 5.8 pero tomando en ella (n,) =
1, ya que como se desprende de la expresién para W, el campo de cero fotones produce
la misma emision que el de un foton:

3 2

A e — in/S‘D5/5|
s's — 3
37  hege

El cociente entre el coeficiente de emision espontanea y el coeficiente de uno cualquie-
ra de los procesos estimulados (de emisién o de absorcién) depende tnicamente de la
longitud de onda de la radiacién (en el medio, ya que ¢ esté referida al medio):

Ags 8thv3  8rmh

By, & X (5:10)

La férmula es de aplicabilidad general a toda radiacién electromagnética. Asi, sabemos
ahora que la radiacién estimulada, que es la de interés en el laser, predominarda con mayor
facilidad cuanto mayor sea la longitud de onda. En efecto, una emisora de radio emite
estimuladamente, y por lo tanto con muy poco ruido cudntico (emisién espontdnea),
mientras que los atomos y moléculas representan una situacién intermedia; en los nicleos,
dada la cortisima longitud de onda en la que emiten (rayos ), la radiacién estimulada
esta en proporcién despreciable.

El uso de radiaciones de onda muy corta en los resonadores ldser plantea ademés
numerosos problemas tecnoldgicos; a pesar de ello, se ha conseguido disenar sistemas
laser que trabajan en el dominio de los rayos X.

5.3.3. Efecto de la polarizacién

En el caso en que la radiaciéon estd planopolarizada, los momentos dipolares Dy
inducidos en el sistema material se alinean rapidamente con el campo eléctrico de la
radiacién (e||Dyy), y tenemos que la integral geométrica en la ec. 5.6 vale

> [ ler Du? (ne) 20 = D ( I/ - dm) S (ny) = 4n|Dyyf? ()

o=1,2 o=1,2

Comparando esta expresion con la correspondiente a una orientacién isétropa, 5.6 vemos
que ambas difieren en un factor 1/3. Resulta que los coeficientes estimulados pueden tener
un valor entre estos dos extremos, segin sea la polarizacién de la radiacién estimulante:

|D8’S|2 < |DS’8|2
> Dglsg >
6h2€0 2h2€0
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1— —~ — — — =5
2 — X =3

Figura 5.4: Desde cada estado A del nivel 1 podemos transitar a cualquiera de los estados p del nivel
2. El nimero de estados con energia E; es la degeneracion del nivel 1 y se denota por
g1, andlogamente para el nivel 2.

El valor mas pequeno del coeficiente B es el correspondiente a la radiacién isotrépica
0 a la desorientacién atémica isotrépica, y fue el calculado por Einstein. La radiacion
polarizada da lugar a mayor eficiencia en los procesos estimulados.

5.3.4. Efecto de la degeneracién

Los valores calculados de los coeficientes corresponden a transiciones entre distintos
estados de diferente energia. Se pueden encontrar también facilmente los coeficientes
correspondientes a transiciones entre niveles de energia que comprenden varios estados,
es decir, niveles degenerados.

En efecto, asignemos los subindices A\ y u a los estados degenerados de los niveles 1 y
2 del sistema (figura 5.4). La probabilidad de transicién desde un estado A a un estado
pes Wy, = Byyuy(vi2) v la probabilidad desde el estado A, que es la probabilidad desde
el nivel 1, a todos los estados del nivel 2 serd la suma Wiy = u W, Pero usualmente
los elementos de matriz D), (los armoénicos esféricos) son iguales cualesquiera que sean
los valores de A y u, por lo que

Wia = gWi, = g2Byun(vi2) = Brau,(vi2)
Wor = g1Wun = g1 Buaun(vi2) = Boju,(vi2)

Hemos demostrado con anterioridad que B,y = By, asi que

B _ g2
By ¢

5.3.5. Tiempo de vida radiativo y ensanchamiento natural

El coeficiente espontdneo Ay ¢ representa la probabilidad de que el sistema se desexcite
radiativamente una vez por unidad de tiempo de forma espontinea. Es claro que su
inverso serd el tiempo de vida radiativo del estado excitado |s'),

1
As’s

TS/S =
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5.3 Los coeficientes de Einstein

El cambio por unidad de tiempo del nimero Ny de dtomos excitados debido a la emisién
espontdnea ser4, omitiendo los subindices s y s,

dN
AN

Integrando con la condicién inicial N (0) = Ny dtomos inicialmente excitados en |s') se
obtiene
N = Noe ™ = Noe /7

Los procesos de desexcitaciéon espontanea provocan un decrecimiento exponencial de la
poblaciéon del nivel.

Como por cada desexcitacién se produce un cuanto de radiacién, el cambio por unidad
de tiempo en el nimero de cuantos en la frecuencia de la transicién sera

d <n(ws’ s)> dN

dt S dt

Esta magnitud es evidentemente proporcional a la potencia emitida, que a su vez es
proporcional al médulo al cuadrado del campo E de la radiacién emitida

‘E‘Q x eft/T

= —AN()eft/T

Por lo tanto podemos escribir el campo clasico emitido como
E = Ege V27 gmiwsrst (5.11)

Cuando 744 > ws_,; este campo es muy aproximadamente el del estado coherente, porque
el amortiguamiento es muy lento comparado con el periodo (la emisién de los fotones va
sustrayendo energia, figura 5.5). La no monocromaticidad estricta se pone de manifiesto
en su espectro de Fourier,

Bw) = 20

y ) E 1
T 0
e~ Wit t/2 eWs'st d¢

~Vor o V2r 1/27 4+ i(w — wys)

El cuadrado del médulo de E(w) es proporcional a la intensidad en la frecuencia w, I (w)
por lo cual el espectro de la intensidad sera

. E? 1
[EW)? < 2> >
2 (1/27_) + (w _Ws’s)2

La anchura de este espectro a mitad de altura (Full Width at Half Mazimum, FWHM);
se obtiene de

E3(27)*  E} 1

Ar om (1/27)% + (Aw, /2)?

y resulta ser Aw,, = 7! Por lo tanto, la intensidad de la radiacién emitida esponténea-
mente se reparte sobre las frecuencias angulares con un perfil* de Lorentz:

Aw 1 /
PR gL(ws’saw) dw =1
2T (w = wys)? + (552)

gr (ws’su w) =

4Una distribucién se denomina perfil cuando ests normalizada a la unidad.
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E.

Figura 5.5: Arriba, evolucién temporal del campo. Abajo, espectro de Fourier de la intensidad.

cuya anchura es el inverso del tiempo de vida radiativo del estado excitado. Este ensan-
chamiento Awy,, que es inherente al proceso de emisién espontanea se denomina anchura
natural (de ahi el subindice n) y como es el mismo para todos los sistemas emisores de
la misma naturaleza se dice que es un ensanchamiento homogéneo. Como los tiempos de
vida de los niveles atémicos son tipicamente de orden de 7 ~ 1078s, Aw,, = 108571 y
Av, = 1.6 x 107 Hz.

Dado que la intensidad total emitida espontdneamente es proporcional al coeficiente
de Einstein A, esto es equivalente a considerar que el coeficiente A estd repartido sobre
el perfil, de manera que la probabilidad de emisién espontdanea en un intervalo dw sea

dA = Agr(wys,w)dw

Al ser los otros coeficientes de Einstein proporcionales a A también se los puede consi-
derar repartidos sobre el perfil gy,

5.4. Sistemas moleculares

5.4.1. Principio de Franck-Condon

Hemos visto que la funcién de ondas se puede escribir, en virtud de la aproximacién
adiabatica como un producto de funcién electrénica, vibracional y rotacional (ec. 3.2).
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5.4 Sistemas moleculares

.

Qoe Coe q'

Figura 5.6: El proceso de absorcidn tiene lugar del primer nivel vibracional en el nivel electrénico
mas bajo a aquel de los niveles vibracionales del nivel electrénico superior con mayor
solapamiento. Después ocurre una transicién no radiativa muy rapida, senalada con linea
punteada, al fundamental vibracional del nivel electrénico superior. Sigue la desexcitacién
entre niveles electrénicos, que vuelve a obedecer al principio de maximo solapamiento.
Finalmente se produce una desexcitacién vibracional en el nivel electrénico mas bajo.

En lo que sigue prescindiremos de este dltimo aspecto y tomaremos

év (ZL', Q) = te ($7Q) Yev (Q)

Como hemos visto (ec. 5.2), la probabilidad de transicién es proporcional al elemento
de matriz dipolar eléctrico, y para las transiciones entre estados electrénicos D = ex asi
que el elemento de matriz sera

< Z/v’ |D‘ wév> =c jf 7/12”/1:/1/ XQJZ)@QJZ)@U dvx dvq
= /¢:,v/ |:6/¢:/X¢e dvx:| Q,Z)ev dvq (512)
= [0 @) D (@) v ()

Hemos separado la parte electréonica, encapsulandola en

De’e (Q) = e/wz Xwe dva:

Es de senalar que en estas integrales dv, no es un verdadero volumen, sino el producto
de los diferenciales de las variables de los modos normales de vibracién de los iones
positivos.
Las funciones ., son autoestados de oscilador que, para pequenas amplitudes, seran de
oscilador arménico. Las funciones de oscilador (por contener los polinomios de Hermite)
suelen tener maximos muy altos en los extremos de la trayectoria de oscilacion clasica.
El resto de los maximos son relativamente pequenos.

Por otra parte, los centros de oscilacién de los diversos estados electrénicos no suelen
coincidir. La situacion se ha diagramado en la figura 5.6. Para que el elemento de
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matriz 5.12 sea grande, deberdn solaparse los maximos de las funciones vibracionales,
particularmente, los grandes maximos de cada funcion. Como, normalmente, el estado
electrdnico inferior suele tener ocupado sélo su nivel vibracional més bajo, en él la funcién
de ondas serd 1o (¢), cuya forma es gaussiana (un sélo gran pico, central). El maximo
de esta gaussiana solapara, en el estado electrénico excitado, con los maximos de las
funciones vibracionales situadas cerca de gg.. Podemos entonces sacar de la integral
sobre las variables ¢ el elemento de matriz electrénico con su valor en la coordenada g,
de reposo de los nticleos:

(De’e)qﬂo = <¢f;/v/ ’D| ¢20> = De’e (QOe) /¢;’v’¢60 d'Uq

Esta expresién es la consecuencia mas conocida del llamado principio de Franck-
Condon, que viene a decir que la transicién es tan rapida que los iones positivos no
tienen tiempo de moverse de su posicién de equilibrio durante la absorcién. Se basa en
la idea clésica de que los electrones se mueven mucho mas rapido que los iones positivos,
idea que discutimos en el apartado 3.2.

En general, después de la absorcion la molécula queda vibracionalmente excitada en
el estado electrénico excitado. En la mayoria de los casos la molécula no esta aislada, de
manera que a través de rapidos procesos no radiativos® transmite su energfa al entorno
y pierde la excitacion vibracional, situdndose en el nivel vibracional méas bajo del estado
electrénico excitado.

Es desde este nivel v./g desde donde se emite al nivel vibracional con mayor solapa-
miento del estado electréonico inferior. En la emisién, por lo tanto, el elemento de matriz
del momento dipolar es

(De’e)oy = <w2’0 |D| ¢Zu> = D¢/ (QOe’) /wzlowev d'Uq
como la energia hv, absorbida en la transicién es mayor que la emitida (figura 5.6)
hv, > hi,

la emisién aparece corrida hacia el rojo, fenémeno denominado salto de Stokes.
Como sabemos, la probabilidad de transiciéon espontanea en emisién es

~ L9 p,P
3w ecdh @e/0v

(Ae’e)()v

Pero como el estado vibracional de nimero cuantico v puede ser uno cualquiera de los
del estado electréonico de llegada e, la probabilidad total serd

1 Wl 2

[ 2 *
Aere = Z (Ae/e)ov = aﬁoci?’h |De’e (QOe/)| Z ’/¢e/0¢ev dvq

v

(5.13)

La desexcitacién vibracional es, en la préactica, del orden de tres o cuatro érdenes de magnitud més
rapida que la electrénica.
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Asi, en el caso de un modo normal, las autofunciones de vibracién forman una base
del espacio de Hilbert, por lo que podemos expandir el estado ¥.g en la base {1¢,} (los
estados vibracionales del estado electrénico inferior), es decir

1/}6’0 = Z vaev (5.14)

con los coeficientes dados por®

€= [ wibonda = ( [ et dq>*

y cumpliendo la condicién de normalizacién

Z |C’U’2 = Z ‘/w;kfowev dq

Por lo tanto (comparar con la ec. 5.13),

2
=1

1wg’|

Ape = — —5—
¢ 3meycdh

De’e (QOe’) |2

Es decir, la estructura vibracional no influye en la probabilidad total de la transiciéon

entre los dos estados electrénicos. De hecho vemos que depende del momento dipolar

calculado con los nicleos en la posicién de equilibrio en el estado de partida (excitado).
Como los coeficientes A y B de Einstein estan relacionados por 5.10 todos los razo-

namientos efectuados se aplican también a los procesos estimulados (pero D (qoe) #

De’e (QOe’))-

5.4.2. Reparto frecuencial de la intensidad

La subestructura vibracional de las bandas electrénicas se refleja en en la distribucién
espectral de la intensidad absorbida y emitida por la molécula. Asi, la intensidad emitida
sobre la frecuencia es la de (Aer¢)g,- Por lo tanto, serd la forma de E. (¢) la que determine
la distribucién de la intensidad.

Se llama factores de Franck-Condon a los cuadrados de los coeficientes de la expansion
5.14:

2

Foy = ’Cv|2 = )/1/}:’01/]611 dg

Su conocimiento da la distribucién de la intensidad en la emisién.
Asi, si se puede emplear la aproximacién armonica del potencial E. (¢) tendriamos
que las frecuencias de la emisién y de la absorcién serian, respectivamente (ver la figura

5.7):

5Cambiamos dv, por dg porque se ha supuesto que interviene solamente un modo normal de vibracién,
correspondiente a la variable q.
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Ee2 (doo)

Eel (q01)

%1 Q62 q

Figura 5.7: Diagrama de transiciones entre los dos primeros estados electrénicos en un sistema mo-
lecular.

Eecs (go2) — vohvi — Ee1 (qo1)

Ve = - = V12 — U1
E + vhhvy — E
v, = Pe (qo02) oh 2 e1 (qo1) s+ vl

donde vy y v, serfan los nimeros cudnticos de vibracién de los niveles vibracionales en
que se hacen maximos los respectivos factores de Franck-Condon (utilizamos el subindice
cero para subrayar que nos referimos a los niimeros de vibracién con maximo solape, de
entre los varios que participan en la transicién). El corrimiento de Stokes vale

Av = vy — Ve = vjv2 + vy

Dada la relacion lineal existente en este caso entre la frecuencia de la radiacién y
el ntiimero vibracional v o el v/, el perfil de los factores de Franck-Condon es el de la
radiacion, es decir, el perfil de linea (figura 5.8, abajo):

(Ae’e)ov = Ae/e FOv
el nimero vibracional se calcula asi a partir de las frecuencias (emisién):

Vg — V.
Vy =V — VU ?’UIM
41
La probabilidad de emisién (e/,v — €,0) es pues
Ae’e (VU) = Ae’e FO,(Z/lgfl/v)/Vl = Ae’e g(Vev VU)

Y tomando v, como una variable continua v

1:ZF0’U:ZFO,(V12—VU)/V1 = /g(ye,y)dljzl

Ae’e(”) = Aee g(V67 V)'
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Figura 5.8: (arriba) El corrimiento de Stokes supone el desplazamiento hacia mayores longitudes de
onda del perfil de emisién respecto al de absorcién. (abajo) Perfil de los factores de
Franck-Condon.
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6 Transiciones no radiativas

6.1. Definicién y clasificacién

Se llama transiciéon no radiativa a la que efectiia un sistema cudntico sin emision
de radiacién. Las transiciones no radiativas suelen producirse siempre que el sistema
interacciona con el medio en el que estd sumergido. La probabilidad de una transicién
no radiativa depende de su naturaleza particular.

En sistemas cuanticos complejos se pueden distinguir diversos tipos de interacciones:

= internas, como la que tiene lugar entre los niveles electrénicos y vibracionales o
rotacionales de dos partes del sistema atémico o molecular.

= externas, a través de colisiones. Estas pueden a su vez clasificarse en

e colisiones de primera clase: aquellas en las que la energia cinética de los agrega-
dos que chocan se transforma al menos parcialmente en energia de excitacion
interna a causa de la induccién de una transicién no radiativa de absorcién.

e colisiones de segunda clase: las que tienen lugar cuando en la colisién la energia
de excitacion de los agregados que chocan se transforma en energia cinética
por induccién de una transicién no radiativa de emisién.

En todo caso, cualquier transicién de tipo no radiativo involucra siempre dos subsistemas
M

que intercambian energfa. Utilicemos la mecdnica cuantica para dar rigor a la descripcion

que hemos apuntado.

6.2. Probabilidades de transicion

Sea un sistema formado por dos subsistemas, que llamaremos A y B y cuyos autoes-
. . k . k l
tados designaremos, respectivamente como {[a;)};_; con energias {Eq, };y v {[bj)};_;
U
j=1
En ausencia de interaccion, la energia total cuando los subsistemas estan en los estados
lai) , |bj) serd E;; = E4, + Ep, y las transiciones no radiativas a otros estados |an) , [by)

sélo seran posibles si se conserva la energia:

con energias {Ebj}

Eij = Eaz‘ + Ebj = Elln + Ebm = Enm (61)

En realidad, sabemos que el proceso se producird si hay resonancia, y por tanto si hay
conservacion de energia en media, es decir, dentro de la anchura de la resonancia.
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E
T“’j) [ | b i) = ——|mn)
) B
AEL; \+|an> Eij Em
| i

Figura 6.1: Diagrama de energias para el sistema conjunto en el estado degenerado caracterizado
por los nlimeros cudnticos 7, j 6 m,n. Como se ve, la transicién conserva la energia.

El conjunto de los dos subsistemas considerado como un sistema tinico estara caracte-
rizado por los autoestados |a;) ® |b;) y las energias Ej;j. Asi visto, el sistema es cerrado
y para que se conserve la energia sélo seran posibles las transiciones entre los subniveles
de un nivel degenerado; Es decir,

lij) = |a;) ® |bj) — |an) @ |by) = |nm) sélo permitida si Ej;; = Eppy,.

Si el sistema total no es degenerado no se podrén, por tanto, efectuar transiciones
no radiativas. La degeneracién se asegura si, como es frecuente, el sistema B tiene un
espectro casi continuo.

Supongamos ahora (figura 6.1) que el sistema total se encuentra en el estado |a;) ®1b;)
con energia total E;; = E,, + Ep, y sea |a;) un estado excitado del subsistema A tal que
E,, > E,,. Esa desigualdad implica que en la interaccién el subsistema A se desexcita
transfiriendo energia a B.

Una teoria fenomenolégica de las transiciones no radiativas, analoga a la de Einstein
para las transiciones radiativas, puede basarse en el siguiente enfoque para un conjunto
de sistemas formado por subsistemas en interaccion:

= el paso del estado |a;) ® |b;) al estado |ay) ® |by,) en un tiempo dt se efectuard con
una probabilidad de transicién por unidad de tiempo P;j .-

» para que el subsistema A situado en el estado |a;) pueda pasar no radiativamente
al estado |a,,) es preciso que el subsistema B se encuentre “preparado”, es decir en
el estado |b;) de energia compatible con la transicién |a;) — |a,) de A.

= la probabilidad de transicién no radiativa para la transicién desde el estado |a;) al
estado |a,) serd el producto de la probabilidad de transicién Pij nm desde el estado
lai) @ |bj) al estado |a,) ® |by) por la probabilidad py, de que el subsistema B se
encuentre en el estado |b;), es decir, la probabilidad de ocupacién o poblacién del
estado |b;) en el medio que forman los sistemas B.

'En principio supondremos que los niveles no tienen degeneracién, ni en A ni en B.
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6.2 Probabilidades de transicion

Con estas premisas, y denotando por n el nimero de subsistemas por unidad de volumen,
el nimero de subsistemas A que ejecutan la transicién del estado |a;) al |a,) asistida por
la transicién |bj) — |by,) de B serd, en el tiempo dt y por unidad de volumen,

dnijnm = PijnmpPb;Na,; dt.

Anélogamente, para la transicién no radiativa |a,) — |a;) asistida por |b,) — |b;) (la
opuesta) tendremos:
dnnm,ij = an,ijpbmnan dt.

Dado que es posible que la transicién |a;) — |a,) sea asistida por varias transicio-
nes diferentes de B (cuando existen varios b; con energfas muy préximas), todas ellas
conservando la energia segun 6.1, se puede escribir

dnin - Z Pij,nmpbj Na, dt
J

Podemos entonces llamar d;, a la probabilidad de transiciéon no radiativa desde el
estado |a;) al estado |ay,), v dn; a la del proceso inverso:

din = ZPij,nmpbj
J

dni = anm,ijpbm- (62)
m

Se puede observar que sélo dependen de la distribucién de poblaciones en el sistema B.
Quedan asi las siguientes expresiones para el nimero de transiciones del sistema A
que asistidas por el sistema B se efectiian de manera no radiativa:

dnin, = dipng, dt (desexcitacion)
dnn,, = dping, dt (excitacion) (6.3)
Si el conjunto de subsistemas puede ser considerado en equilibrio térmico, por el prin-
cipio de balance detallado (igualdad del nimero de transiciones en cada sentido), deberén

producirse tantas transiciones |a;) ® |b;) — |an) ® |by) como en sentido contrario. Por
lo tanto, bajo tal supuesto se verifica dn;jmn = dnpm,ij, 0

-Pij,nmpbj Ng; = an,ijpbmnan-

En el equilibrio térmico, la distribuciéon de Boltzmann (2.8) fija las probabilidades de
ocupacion en los sistemas A y B:

Py ex _Ebj — Bb, Na; _ ox _Eai — Ea,
Pb,, - P kBT Ng, - P /{ZBT

n

sustituyendo ambas en el balance detallado y recordando 6.1 tenemos

P@'j,nm = I'mmyij
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donde hemos supuesto que py,, pb,,, Na;> Ma, S Tefieren a estados, no a niveles. Es el
mismo resultado que aparecia para las transiciones radiativas con los coeficientes de
Einstein.

Observemos que el planteamiento del principio de balance detallado se efectiia con las
poblaciones de los distintos estados tanto si hay degeneracion como si no la hay.

Cuando hay degeneracién se puede plantear el balance de las poblaciones de los ni-
veles de distinta energia. Asi, el balance (menos detallado, pero el que nos interesa) de
poblaciones de niveles F,, y E,, se escribe como dn;, = dny; e implica:

din o % _ &exp <Ea1 - Ean)
dni N, YGa; kT

Lo curioso es que esta relacién entre d;,, y d,,; es valida atin en los casos en que el sistema
A no esté en equilibrio térmico, siempre y cuando el sistema B no vea apreciablemente
alterada su estadistica por esta circunstancia. Ello es debido a que, como se aprecia en
6.2, las probabilidades d,; y d;n, s6lo dependen de la probabilidad py;, que es proporcional
a la probabilidad de ocupacion en el subsistema B la cual, en equilibrio térmico, esta
dada por la distribucién de Boltzmann:

(E )_ gj exp (—Ebj/k:BT)
PR = S giexp (— By, ks T)|

Esta ampliacién del rango de validez de la relacién d;,/d,; supone por ejemplo poder
tratar casos como aquél en el que A es un 4tomo o molécula fuera del equilibrio (excitado)
pero B es un “bano” térmico. El interés reside en que abundan las situaciones en las que
s6lo A es lo suficientemente elemental como para hacer calculos.

6.3. Transiciones no radiativas en gases

6.3.1. Probabilidad de transicion

Utilizando la teoria cinética se puede obtener una estimacion de la probabilidad de
transicién no radiativa por colisiones en gases escrita en funciéon de magnitudes carac-
teristicas de la sustancia gaseosa (como la masa de sus moléculas, m o la seccién eficaz
efectiva para producir las transiciones, o) y de su estado termodindmico (como P o T').

Podemos partir de d ~ 1/t, donde t es el tiempo medio entre colisiones y expresarlo
en términos de la velocidad cuadratica media v y del recorrido libre medio, A:

v

1
d~ =
t

>

que tienen los siguientes valores (ver apéndice 77, ecuacién 77):
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E(t)
NAN N A
AVAAVARVARVA
to to
2 B

Figura 6.2: Si el atomo estd emitiendo cuando sufre una colisidn, aunque sea eldstica, se produce un
cambio de fase arbitrario y la radiacién emitida pierde la coherencia.

donde n = N/V es la densidad de moléculas; en un gas perfecto homonuclear vale

P
n=-—..
kgT
Se obtiene asi la siguiente expresion:
6 P
d=4/———=o. 6.4
Fsm VT (6.4)

Se comprueba experimentalmente que la dependencia predicha en P y T es correcta.
Lamentablemente, es dificil obtener buenos valores para o.

6.3.2. Ensanchamiento homogéneo. Anchura colisional.

Cuando ocurre una colision la fase del campo emitido pierde la coherencia con la
fase anterior porque se provoca un corte del tren de ondas emitido. Este queda trocea-
do entonces en tramos coherentes de una duracién media igual al tiempo medio entre
colisiones, t = 1/d (figura 6.2).

Si, como en efecto ocurre, el tiempo de vida 7 del nivel excitado es mucho més largo
que el periodo de la oscilacién (7' > ws_,;), podemos aproximar el campo 5.11 en un
tramo coherente por un campo sinusoidal, no amortiguado en su tiempo de vida, t.:

E = Ege ™t /2 <t <t/2
Su espectro? serd (figura 6.3):

. E, [Y* ..
E — (wyrg—w)t dt
@ = e
2Fq sin [(wys — w)t/2]

V2T Wg's — W

El cuadrado del médulo de E (w) serd el espectro de la intensidad (figura 6.4):

2Seguiremos la convencién de usar el signo positivo para el argumento de la exponencial en las transfor-
madas de Fourier. Denotaremos a las cantidades transformadas mediante una tilde.
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F(w)

Figura 6.3: Espectro de frecuencias del campo. Awg es la anchura del campo.

IF(w)P

Figura 6.4: Espectro de frecuencias de la intensidad.

‘2 _ 2FE2 sin? [(wys — w)t/2]
™ (ws/s - W)Q

)E (w)

Cerca de la resonancia el argumento del seno, wy s — w = x se hace muy pequeno. Como
sin’ z = tan? x/ (1 + tan? :c) y para x pequeno tanzx ~ x el espectro de la intensidad se
puede escribir alli como

2 2 _ 2B} (£/2)°
E(w)’ T 1 (wee — ) (£/2)°
2E2 1

T (2/0% + (wys — @)

Asi pues, en una primera aproximacién y para las frecuencias en las que la intensidad
es mas elevada, las colisiones desorientadas producen un ensanchamiento con perfil de
Lorentz, como en el caso de la emisién espontanea. La anchura a media altura es ahora,
usando los cdlculos de la teoria cinética (ec. 6.4):

6 P
—— =0
kpm /T

Lo dificil es conocer o, pues depende del proceso. Una estimacion de valor de este
ensanchamiento se puede obtener utilizando o = 77? (r tamafio de la molécula).

4
Aw62§24

Ejemplo En el caso del Oy tomando el valor de 7 del orden de la distancia entre los dos niicleos
(r ~2.5A) y m=32x 1.66 x 10727 kg se tiene 0 ~ 2 x 10719 m2. A T' = 300K y presion
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6.3 Transiciones no radiativas en gases

Figura 6.5: Anchura a media altura Av (FWHM) en un perfil lorentziano centrado en la frecuencia
Lg.

atmosférica (P = 1.01 x 105 Pa), y la anchura colisional vale
Aw, ~1.3x 10071, Av, ~ 2 GHz.

Este ensanchamiento es dos érdenes de magnitud superior al de origen natural.

Como ilustra el ejemplo, el ensanchamiento colisional es considerablemente mayor que
el natural. Dado que depende linealmente de la presién, puede controlarse reduciendo
ésta. De hecho, a pesar de que este ensanchamiento siempre esta presente, a presiones
inferiores a 10 mm Hg es bastante préximo a la anchura natural.

Por otra parte, el mecanismo que lo genera es el mismo en media para todos los
emisores, asi que se trata también de un ensanchamiento homogéneo.

6.3.3. Ensanchamiento inhomogéneo. Anchura Doppler.

Los ensanchamientos considerados hasta ahora, de tipo natural y colisional, afectan
al espectro de emision o de absorcién por igual en todos los centros. Eso implica que
se puede considerar que cada uno de ellos emite con este perfil, que suele ser de tipo
lorentziano con anchura Av (figura 6.5):

_av ! h dv =1 6.5
o) = o [ v (65)

Ahora bien, frecuentemente las moléculas individuales emiten cada una en forma dis-
tinta, bien por estar afectadas por un entorno irreproducible de molécula a molécula
(caso de los fluidos y otros amorfos) o bien porque el movimiento molecular produce un
efecto Doppler en la radiacién en el sistema de referencia del observador (caso de los
gases).

Vamos ahora a estudiar el caso concreto del efecto Doppler que se aprecia al observar
la radiacién emitida por un gas de moléculas de masa m a la temperatura 7. Como
sabemos, la distribucién de velocidades de un gas es gaussiana y obedece a la estadistica
de Maxwell-Boltzmann. Es decir, que si n es la densidad de moléculas por unidad de
volumen, el nimero de éstas con su componente de velocidad v, sobre el eje molécula-
observador dentro del intervalo dv, es

dn=mn m e _lmvfc d
=™ oxkpr TP\ T2k ) OO
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Figura 6.6: Perfil de ensanchamiento inhomogéneo. Nétese que Ay representa la anchura total de
la gaussiana.

Sea entonces v la frecuencia central de emisiéon de la molécula en su propio sistema
de referencia. En el sistema del observador la frecuencia central de la transicién serd

V(/]:V()(l—l—%v)

de donde

c
dv, = — dy
o

lo que permite transformar la distribucién en velocidades en una distribucién en frecuen-
cias:

2
ne m 1 vy — 1
dn = —/——=exp |— ( > dv})

vo \ 27kT 2kpT/m vo/c

n v — v\ 2
= 6ﬁexp—<06 > dy;

= nga (vo,vo) dyg.

con

5_@ 2]€BT
N C m

y donde g¢ es el perfil de Gauss (ver 6.6), dado por:

—0o0

1 vl — 1o\ 2 o0
ga<ua,uo)zmexp[—(050)], | st ah=1. @)

Este perfil da el reparto de las frecuencias observadas, que naturalmente tiene que estar
centrado en la frecuencia de emisién en reposo, pues la distribucién de velocidades es
simétrica. Su anchura a media altura es

(A
2

es decir, Ay ~ 1.660 es el ensanchamiento de Doppler, también denotado Avp.

1 1

—_— /:
TN — Ay =2vVIn26

exp

Como hemos visto, el ensanchamiento Doppler se produce con un perfil de Gauss que
da la distribucién de las moléculas sobre las frecuencias centrales de emision homogénea
1, debido en este caso al movimiento de las moléculas, o, de una forma mds general, a
otras causas.
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6.4. Ensanchamiento combinado. Anchura total.

En presencia de ambos fenémenos el nimero de transiciones por unidad de tiempo
que se producen espontdneamente con los dn dtomos o moléculas sera (dndA)

dn

0 (90 = g 14) s o) s

y, en todas las frecuencias
dﬁ _ o / / / _
d il An qgr (1/7 1/0) ga (VO, 1/0) dyy| dv = Angy (v, 1) dv

donde la convolucién del perfil de Gauss con el de Lorentz

gv (v, 10) :/ g1 (v, 9¢ (v9, vo) dvp, / gv (v,v) dv =1

—00 —00

es el llamado perfil de Voight.
Existen dos casos limite:

1. Si el ensanchamiento homogéneo Avy es pequeno frente al inhomogéneo Avy <
Avp — g1, (v, 1) ~ 6 (v — 1)) y entonces gy (v, 1) =~ g (v, 1p).

2. Si, por el contrario, Avp < Avy, entonces ga =~ d (1) — 1) y gv (v, 10) ~ g1, (v, 1p).

En la practica ambos perfiles suelen estar mezclados y el resultado es parecido a un perfil
suma de los dos que se convolucionan.
Como se ha visto en el apartado 5.3.5, la anchura natural de una transicién es

Aw, =A=7"1=7/2

donde 7 es la constante de pérdidas de la energia por emision espontanea. Para una
transicién electrénica, como sabemos, A ~ 108 s™1, por lo cual, Aw,, = 103s™!, un valor
mucho menor que el ensanchamiento colisional que, como vimos en el ejemplo 6.3.2, era
Aw, ~ 1.3 x 109 57! para el Oy a latm y 300K.

Ejemplo Podemos también estimar la anchura Doppler para la molécula de Og, a la misma
temperatura y en la longitud de onda de la luz verde (A ~ 0.5 ym), es decir con

Vo = % — 6 x 10" Hz.

Asf tenemos § ~ 0.8 x 109 s71, Avf ~ 1.3 x 10° Hz, Awp ~ 8.4 x 10? s71, iun valor del
mismo orden que la anchura colisional y dos érdenes de magnitud por encima de la anchura
natural.
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Ambos mecanismos (colisional y Doppler) producen ensanchamientos mucho mayores
que la anchura natural.

Al estar la temperatura dentro de una raiz cuadrada, su influencia en el ensancha-
miento Doppler esta muy amortiguada. Asi, incluso para moléculas grandes, habria que
reducir la temperatura hasta algunas centésimas de grado Kelvin para que Avp fuera
del orden de la anchura natural.

Los ensanchamientos reducen la precisién de las medidas espectroscépicas, por lo que
se han buscado mejores técnicas para reducirlos. Tratamos un par de ellas en la seccién
siguiente, después de considerar con mas detalle la convolucién de perfiles.

6.4.1. Convolucion de dos perfiles de Lorentz

Hemos estudiado en el apartado precedente que la superposicion del ensanchamiento
homogéneo de la radiacién emitida por un emisor material con el inhomogéneo de las
frecuencias centrales de emision del conjunto de emisores daba lugar a un perfil formado
como la convolucién de los dos perfiles correspondientes. Si el ensanchamiento homo-
géneo tiene un perfil de Lorentz y el inhomogéneo de Gauss, la convolucién de ambos
produce el de Voight. El calculo sélo se puede realizar numéricamente, y por lo tanto sus
caracteristicas no aparecen de una manera transparente.

Vamos ahora a estudiar un caso en que puede efectuarse el calculo completo de forma
que el resultado se expresa en forma algebraica. Supongamos que los dos perfiles son de
tipo lorentziano. Usaremos la siguiente notacién para los dos perfiles homogéneos:

, r 1
g loeh) = ST e

1
gi(wévw()) = z

/ 2
T (wp — wo)” + 72
la convolucion de ambos se calcula en el apéndice 77, y viene dada por

( ) v+T 1
gec (W, W0) = .
‘ T (w—wp)®+ (y+T)?

Comprobamos que el perfil de convolucién en este caso es también un perfil de Lorentz
cuya anchura es la suma de las anchuras de los dos perfiles, y que aparece centrado en la
frecuencia central del perfil que hemos supuesto inhomogéneo, wy. Este comportamiento
es también muy aproximadamente el de la convolucién de Voight y el de casi todos los
perfiles usuales.

6.5. Técnicas de enfriamiento de atomos

6.5.1. Haces atémicos

Se puede conseguir el enfriamiento transversal (baja velocidad transversal ~ baja
temperatura transversal) de los 4tomos de un gas por colimacién sucesiva de un haz.
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monocromador
L / de andlisis

Bomba de vacio F

Figura 6.7: Dispositivo para lograr el enfriamiento transversal de un grupo de dtomos.

Para conseguirlo, se dispone una fuente gaseosa de atomos de la especie elegida de
forma que escapen por un pequeno orificio a una camara de vacio de la que sélo pueden
salir por otro pequefio orificio hacia otra cdmara de vacio. Y asi sucesivamente (figura
6.7). Todos estos orificios estan alineados, de modo que al dltimo sélo llegan los dtomos
cuya velocidad transversal es lo suficientemente pequena.

Demos una traduccién matematica a esta descripcion.

La velocidad de salida v de los d4tomos por el primer orificio se obtiene de la tempera-

tura T de la fuente gaseosa
1
fmvzzékT—>v:\/3k—T
2 2 m

Si vy es la velocidad transversal con que pueden salir los dtomos por el ultimo agujero,
de didmetro d y a una distancia L del primero

Ve = v

d
L

v la temperatura transversal a que equivale esta velocidad es

d\ 2
Por lo tanto, si empleamos dos orificios de d = 1 mm y una longitud de L = 1m con
T = 300K, la temperatura transversal resulta 7} ~ 3 x 104 K por lo que, en la direccién
transversal, los 4&tomos pueden ser considerados practicamente sin efecto Doppler.
El principal inconveniente de este sistema es que el nimero de atomos que llegan a

la cdmara de medida es extraordinariamente pequeno, con lo cual resulta dificil realizar
experimentos con ellos.
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os}l
T

Figura 6.8: Accién de una onda electromagnética sobre una carga con velocidad v.

6.5.2. Confinamiento por presion de radiacion

Recientemente se ha empleado otra técnica basada en la presién de la radiacién sobre
la materia, el mecanismo detrds de la formacién de las colas de los cometas y de las
ingeniosas wvelas solares.

Imagen clasica

La fuerza de Lorentz sobre una particula cargada es F = ¢ (E + v A B) (figura 6.8).
El término magnético se puede expresar como

A%
q— N Eip
Cc

de modo que, dado el pequeno valor usual de v/¢, la fuerza magnética es pequena en
comparacién con la eléctrica. Asi, en una onda v || E y la fuerza magnética apunta en
todo momento en la misma direccién, produciéndose un efecto acumulativo (presién de
la radiacién) debido al campo magnético sobre la carga.

Imagen semiclasica

Cada vez que un atomo recibe un fotén, absorbe con él una cantidad de movimiento
hk. Si el fotén es luego reemitido espontaneamente, el atomo devuelve el momento hk
al medio pero en una direccién arbitraria con respecto a la direccién inicial de propa-
gacién del fotén (figura 6.9). Por lo tanto, en promedio espacial, los fotones emitidos
espontaneamente se llevan un momento nulo.

Es decir, que, en promedio, por cada emisién espontanea el atomo gana la cantidad
de movimiento ik del correspondiente fotén incidente.

Los fotones emitidos estimuladamente no cuentan, pues su cantidad de movimiento
hk esta en la misma direcciéon que la incidente.

Para saber la fuerza que este intercambio de cantidades de movimiento produce sobre
el atomo es preciso conocer la cantidad de movimiento adquirida en la unidad de tiempo.

A fin de efectuar una estimacién sencilla podemos considerar el caso en que la radiacién
es tan intensa que el 4tomo tiene las probabilidades de emisién y absorcién estimuladas
mucho mayores que la probabilidad de desexcitacién espontanea. En esta situacion se dice
que la transicion estd saturada y el dtomo esta la mitad de tiempo en el nivel excitado,
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hk
hk hk
_hk L5 hk o hk
hk hk
hk

Figura 6.9: Si el 4tomo recibe varios paquetes de momento como el que se muestra a la izquierda,
la emisién espontdnea de éstos en direcciones arbitrarias (a la derecha) da lugar a una
suma vectorial nula de momento cedido por el dtomo.

y la otra mitad en el fundamental. Es decir, que en el colectivo, el mismo nimero de
atomos estd en cada nivel. Esto es factible sélo si los procesos estimulados dominan, ya
que la emisién espontanea tiende a desequilibrar el reparto. Una situacion asi se puede
conseguir utilizando una fuente de radiacion laser de unas decenas de mW de potencia.
En el nivel excitado, la probabilidad de desexcitacién espontanea por unidad de tiempo
es A. Entonces, en la situacién de saturacién, el nimero de desexcitaciones espontaneas
de los dtomos por unidad de tiempo es A/2 y, como por cada emisién espontdnea el
atomo ha absorbido, en media espacial, la cantidad de movimiento hk, la fuerza sera

F:éhk.
2

Para una longitud de onda de 500 nm y una probabilidad esponténea tipica de 10% s71,
esta fuerza serfa la que produciria sobre un electrén un campo eléctrico de 5 x 108 V/cm,
unas 40.000 veces mayor que el peso de un atomo de 100 u.a. de masa. Harian falta
diez mil procesos de absorcidén-emisién espontdanea para detener un atomo con la energia
cinética térmica que corresponde a una temperatura T’ = 300 K.

En la préctica, el proceso de enfriamiento de los dtomos se realizard mediante la luz
de un laser emitiendo en una frecuencia vy, algo menor que la de absorciéon atémica v,
pero dentro de la anchura de linea (figura 6.10).

Como el nimero de absorciones por segundo es mayor cudnto mas préxima esté vy, a
V4, también lo es entonces la presién de radiacién.

Asi, cuando el d4tomo se mueve en sentido opuesto a la luz recibe la radiacién laser
desplazada por efecto Doppler hacia frecuencias mas préximas a v, y es frenado con una
fuerza mayor cuanto mayor sea su velocidad. Bajo la accién de la luz los atomos que se
mueven contra ella, por lo tanto, se frenarian primero, para avanzar luego en la direccién
de la luz.

Para evitar esa fase posterior de retroceso se situia otro haz de luz de la misma frecuen-
cia e intensidad en sentido opuesto al primero. De esta manera, los 4&tomos son detenidos
en cuanto se mueven en cualquiera de los dos sentidos.
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VL Va

Figura 6.10: La curva de emisién del laser estd centrada en una frecuencia vy, inferior a frecuencia
central de la de la curva de absorcién atémica.

Figura 6.11: Esquema de una melaza dptica.

Si segtin cada uno de los tres ejes se dirigen dos rayos enfrentados, en la interseccion
de todos ellos los 4tomos quedaran en reposo (figura 6.11). Es lo que se llama una melaza
optica.

Utilizando este tipo de sistemas se ha conseguido establecer en una regién tempera-
turas tan reducidas como 1072 K, lo que permite la investigacién con dtomos coherentes
en condensados de Bose-Einstein, como si se tratase de luz coherente.
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7 El modelo probabilistico

Si bien la electrodindmica cuantica es la teoria mas rigurosa y fundamental de la inter-
accion de la radiacién con la materia, es imposible, en la practica, encontrar soluciones
exactas a las ecuaciones de la éptica cuantica. Por otra parte, el uso de la teoria de
perturbaciones y de otras aproximaciones, restringe en gran medida la aplicabilidad de
los resultados finales. En particular, en los casos en que el operador de interaccién es
grande, la teoria de perturbaciones resulta inadecuada.

Por estas razones muchos de los problemas son resueltos por el método probabilistico
de los coeficientes de simetria, cuyas bases hemos ya estudiado.

En este método se suponen conocidas las energias de los niveles y los coeficientes de
Einstein, quedando el problema reducido a determinar las poblaciones de los niveles y
las densidades de radiacién. Como los coeficientes se pueden medir experimentalmente,
y como no necesitamos informacion de fase, no es necesario recurrir a la electrodindmica
cuantica.

7.1. La evolucion de la poblacién de los niveles
Asi, dado que suponemos que el nimero de transiciones por unidad de tiempo y por

unidad de volumen que se producen del nivel ¢ al j es proporcional a la poblacion del
nivel (figura 7.1):

dni
at = —N; EJ: Pij + zj: n]PJZ (7.1)

Resolviendo este conjunto de ecuaciones diferenciales tenemos la dindmica de las pobla-
ciones.

Figura 7.1: El nlimero de transiciones es proporcional a la poblacién del nivel. Aqui P;; y Pj; son las
probabilidades de transicién y n;,n; las densidades de poblacién de los niveles i, j por
unidad de volumen.
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7 El modelo probabilistico

Suponiendo E; > E; (es decir, puede haber transiciones espontaneas de i a j, pero no al
revés) las probabilidades de transicién son

Py = Ajj+ Bijuij + dij
Pj; = Bjiuij + dj;

Aqui u;; = u, (v45) es la densidad de energfa de la radiacién por unidad de volumen y
de intervalo de frecuencia en la frecuencia v;; = (E; — E;) /h de la transicién; di; y dj;
son las probabilidades de transicién no radiativas. Finalmente, y segtin se ha demostrado
(ec. 5.10), para una orientacién isétropa atomo-radiacién

& _ 9 Ajj _ 87rh1/?j

Bj' gi ’ BZ']' C3

donde g; y g; son las degeneraciones de los niveles i y j.

Como se ve, la ec. 7.1 estd en funcién de la densidad de radiacion por unidad de
volumen y unidad de intervalo de frecuencia que estd siendo intercambiada, asi que se
necesitan ecuaciones especificas para esta variable. Mas adelante estudiaremos céomo la
radiacién suele obedecer a ecuaciones de tipo difusivo o tipo Boltzmann (de propagacion),
que bajo ciertas condiciones pueden reducirse a ecuaciones de balance, en cuyo caso las
estudiaremos.

7.2. Tiempo de vida radiativo

Supongamos que excitamos la molécula con una radiacién resonante en la frecuencia
de absorcion. Asumimos que la relajacién mecanica del estado excitado es muy rapida.
En estado estacionario (figura 7.2) se anula la derivada de 7.1 y para el nivel 2 tenemos:

W12n1 — Ang — dglng =0

es decir, teniendo en cuenta que A = 7,1 y dip =7, 1,

T Tn

Wiang — ? (1 + n) =0 (7.2)

Se define la eficiencia cudntica de la luminiscencia como relacién entre la salida radia-
tiva y la entrada,
-1

nat,

= Wiang

por lo tanto 7.2 se reescribe como
1-7 (1 + T) =0
Tn
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7.2 Tiempo de vida radiativo

]

Figura 7.2: En el estado estacionario el ritmo de excitacién Wion; iguala al de desexcitacién, radia-
tiva (7, 1n2) o no (7, 1ns).

Cuando un proceso de desexcitacién se puede efectuar por varias vias, no se pueden
medir los tiempos de relajacién asociados a cada una individualmente. En su lugar, se
mide un tiempo 7 del proceso global (aqui, el proceso de desexcitacién por ambas vias a
la vez) que esté relacionado con los individuales por la regla de Mathiessen, que no es otra
cosa que afirmar que la probabilidad total es la suma de las probabilidades individuales.
Dicho de otro modo:

1 1 1
- = 4=
T Ty Tn
To_ T
Tn T

Entonces el tiempo de vida radiativo se puede estimar conociendo la eficiencia cudntica
7 (que se puede medir) y el tiempo de vida total de la luminiscencia, 7 (idem):

1—n(1+3—1) -0 — ="
T n
De otro modo (i (wp) es el indice de refraccion a la frecuencia wy):

1 w3 D12 2
L _wblDuf s

T 37Th€00%
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8 El campo electromagnético paraxial

Una de las formas de construir un laser es como un dispositivo formado por un medio
amplificador encerrado en un resonador Fabry-Perot. En el seno del medio amplificador
se propagan ondas segun el eje del resonador. En este capitulo vamos a estudiar con mas
detalle las caracteristicas de estas ondas.

8.1. La ecuacion de ondas

Como vimos al revisar la electrodinamica clasica (seccién 1.1) el potencial vector queda
sometido a una ecuacién de ondas clasica, al igual que los campos,

102

c? ot
Vamos ahora a suponer que, como ocurre en el laser, la onda se propaga bédsicamente en
la direccion del eje z con una frecuencia angular w y con una determinada polarizacion

e. Estas hipotesis permiten una descripcién escalar del campo, E = eFE. La ecuacién de
ondas se expresa entonces asi:

2
— %a—f =0 (8.1)
c? Ot
Las soluciones que nos interesan son ondas planas que tienen una dependencia espacio-
temporal rapida en la fase, con el vector de ondas k casi paralelo al eje z y frecuencia
angular w, pero con una amplitud u (r) lentamente variable!, es decir

E = u(r) W=k (8.2)

con la relacién de dispersién usual k? = w?/c2.
Podemos reescribir las ecuacién de ondas 8.1 para esta onda menos general. En efecto,
al sustituir alli las derivadas segundas del campo,

28 _ o 28 _ o
0x2  Ox2 oy Oy?
62E 82u . 0u ) i(wt—kz 82E 2 i(wt—kz
822_<622—2’Lk82—ku>e(t ) W:—wue(t ),

'Una dependencia temporal lenta en u, u (r,t) es también en principio posible, pero ésta no cambiarfa
esencialmente la fisica de la radiacién que nos proponemos estudiar y por ello no la vamos a considerar.
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8 EIl campo electromagnético paraxial

-

Figura 8.1: La aproximacién paraxial es vélida cuando el angulo 6 entre la direccién de propagacién
(dada por k) y el eje es pequefio.

obtenemos una ecuacién en la amplitud u (r):

ou
Au — 2ik— = 0. 8.3
P (8.3)
La dependencia que queda en u respecto a las variables espaciales es, esencialmente,
de origen difraccional, es decir, de dependencia lenta en las variables transversas =,y y
lenta en z.

8.2. Introduccidén a la aproximacion paraxial

Las dependencias espaciales lentas en u nos llevan a establecer la aproximacion para-
xial. Podemos considerar que esta ésta es aplicable cuando los cambios de du/0z con z,
representados por la segunda derivada, son tan pequenos que

i <
022

A 9%u < ou
ATl P it
41 022 0z

2k 2

- (8.4)

Bajo la aproximacién paraxial la ecuacién de ondas 8.3 se reescribe asi (A, es el laplaciano
transverso):

ou
— 4+ = — 2ik— = Nyu— 2ik— ~ 0 8.5
Ox? + 0y? 0z t 0z (8.5)
Para discutir de una forma mas didfana la aplicabilidad de la aproximacion paraxial
vamos a considerar el siguiente razonamiento (figura 8.1).
Supongamos que la onda plana se propaga formando un dngulo 6 con el eje Z. En el
plano X Z el campo escalar de este frente de ondas viene dado por

E o« exp(—ik-r) =exp (—i(kzx + k.2)) = exp (—ik (z cos 0 + xsinh))
= exp(—ik[z(cosf — 1) + xsin b)) exp (—ikz)

= u(z,z)e k=

habiendo llamado u (z,z) = exp (—ik [z (cos — 1) + zsinf]) a la dependencia lenta en
z debida al angulo 6. Veamos, pues, si sus derivadas cumplen la aproximacion paraxial
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8.3 Ondas esféricas en la aproximacion paraxial

Figura 8.2: Ondas esféricas en la aproximacidn paraxial. Atencién: el punto de tangencia del frente
de ondas con la linea vertical rayada deberia producirse a la altura de la linea horizontal
rayada.

y en qué condiciones lo hacen. Para dngulos 6 < 1 vale cos@ ~ 1 — 62 /2, asi que

— 2¢ng = 2k*(1—cosf) u~ k?0*u
z
0? 04
8—;; = —k*(1—cosh)? ur kQZu (8.6)
2
gg = —k*sin?fu~ —k*0%u
x

Por tanto, si < 0.5 (0 < 30°) el término 9%u/dz? es, al menos, un orden de magnitud
menor que 2ikdu/0z y que las otras derivadas. Despreciamos pues términos en #*. Asi
pues, la aproximacion paraxial no es demasiado exigente y resulta facil de cumplir. Ello
permite tratar ondas esféricas dentro de esta aproximacién.

8.3. Ondas esféricas en la aproximaciéon paraxial

Consideremos entonces una onda esférica, soluciéon asintética a larga distancia de la
ecuacién de ondas 8.1. La expresion en el punto r (a la distancia p del foco) de una onda
esférica con centro en rp es (ver figura 8.2):

—ikp(rrr)
E(r,rp) = lrrr) (8.7)
plrrr) = @ —20)+(y—ye) + (2 — 2)?

Para que el frente de ondas pueda ser tratado dentro de la aproximacién paraxial es
preciso que las componentes transversales g, yr de rp y x,y de r sean pequenias frente
a la componente axial de r, z. Entonces podemos desarrollar la raiz en p:
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Figura 8.3: Radio de curvatura de la onda esférica.

2 971/2
pr,rp) = (2 —2r) | 4 ez zr) +(y2_yF)
(z —zp)
~ 1(y—yF)2+(az—xF)2
= o 1+§ (Z—ZF)2
2 2
— Z_ZF+;(y_yFljZ(:_xF) (88)

En el desarrollo de p hemos conservado los términos cuadraticos en 6,

2
z—zp )

que son como acabamos de ver los que cuentan en la aproximacién paraxial de la fase.
En el denominador del campo (ec. 8.7) podemos tomar una aproximacién menor? para
p, p =~ z — zp. De este modo, la onda esférica en la aproximacién paraxial queda

1 k (y — 2 _ 2
E(r,rp) = exp |—i—= (y=yr)” + (@ =or) exp [—ik(z — zp)] .
Z— 2 2 zZ— 2
Ejercicio verificar que la amplitud de este campo,
1 k(4 — 2 _ 2
u(r,rp) = exp | —i— y=yr) +(@=2r) (8.9)
zZ— Zp 2 zZ— 2

es una solucién exacta de la ecuacién paraxial 8.5.
Utilizaremos la figura 8.3 como punto de referencia.

2En efecto, al ser p grande frente a A, perfodo espacial de la fase, una pequefia variacién Ap en la fase

tiene un gran impacto, ya que alli p es argumento de funciones trigonométricas, sin y cos. Sin embargo
este Ap es pequerio frente a p, y ésa es la razén por la que no tomamos mas que el primer término para
el denominador.
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8.3 Ondas esféricas en la aproximacion paraxial

Sea el punto fuente rp sobre el eje z (xp = yp = 0) en una posicién arbitraria y
llamemos R(z) al radio de curvatura de la onda y ¢ (r) a su fase transversa. Podemos
escribir, para un punto zy

e—i¢(ro)

u(rg) = ST (8.10)
1:2 2

¢(ro) g ]0%(250 (8.11)

La posicién del foco o fuente, zp = 29 — R(2¢) es arbitraria y por tanto si cambiamos
esta constante la onda no dejard de ser solucién de la ecuacién paraxial. Entonces la
onda en un punto genérico z tendria amplitud y fase transversa como en 8.10 y 8.11
respectivamente, pero sustituyendo zg por z. El radio de curvatura en z es

R(z) =z —zr =z — [20 — R(20)] (8.12)

A lo largo del el razonamiento precedente hemos considerado que la amplitud es la
misma en todo el frente de ondas. Como la aproximacion paraxial no es valida lejos del
eje, nos interesan las ondas que concentran su amplitud en las proximidades de éste. Una
forma de introducir un perfil de amplitud transversa en las ecuaciones es hacer zp (y por
tanto ¢) complejas. En concreto, se trata de cambiar zr por zp — iqo; en las ecuaciones,
lo que conduce a sustituir los radios de curvatura también por cantidades complejas:

qor = R(z0) = 20 — 2r — qo = qor + iqo;
gr=R(z) =2z —zp — q(z) =qo+2z— 20 =qor + 2z — 20 + iqoi (8.13)
La fase transversa también cambia: en ¢ (r) se cambia 1/R (z) por 1/q (z), que separado
en parte real e imaginaria tiene la siguiente expresién:
1 1
q(z) qor + 2 — 20 + iqo;
qor + 2z — 20 — iqoi

(qor +2 — 20)% + ¢&;
1 9

R(z)  "kw?(z)

(8.14)

asi que

r:E:v2 2 ! —1 2
0= +°) (7~ )

donde vemos que la parte real de ¢ depende de un parametro conocido, el radio de
curvatura en z, y la imaginaria de uno nuevo, la cintura del haz en z, w (z). Sus valores
respectivos son:

(qor +2 — 20)% + @&
QOT+Z_ZO

2 2 (qor+2— 202+ ¢4

wi(z) = A ,

qoi
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Riz)

Figura 8.4: Significado geométrico de los pardmetros R (z) y w (z) en la solucién esférica paraxial.

Como solamente hemos cambiado el valor de zp, la onda esférica asi construida sigue
siendo solucion de la ecuacién paraxial 8.5 y su amplitud se escribe

Esta onda tiene un perfil transverso de amplitud gaussiana, que la confina en una
regién de anchura 2w(z) alrededor del eje Z en el punto en que el frente de ondas tiene
un radio R (z) (figura 8.4). Es conocida como la solucidn esférica gaussiana de mds bajo
orden en el dominio paraxial. A continuacién inscribiremos esta solucién en el contexto
de un andlisis més general que dard los 6rdenes superiores.

8.4. Modos gaussianos

La solucién esférica gaussiana encontrada en el apartado precedente pertenece a un
conjunto mas general de soluciones de la ecuacién paraxial

*u 0% ou
— 2%ik— =0. 1
972 + ay? ik 7, 0 (8.15)

Estas soluciones tienen las variables transversas rectangulares separadas.

Unm (T) = un(x, 2)um(y, 2) (8.16)

Asi, al sustituir en la ecuacién y dividir por la solucién ., (r),

2 2
1 (8 Up, %kaun) N 1 <8 Um 2Z,k8um) _0
Um

Up \ 02 0z 0y? 0z

Como u, sélo depende de = y u,, sélo depende de y podemos efectuar la separacion
de la ecuacion anterior en dos ecuaciones del tipo

&u,, - Oup,
W — 21]{3@ = f(Z)Un
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8.4 Modos gaussianos

En esta expresién f(z) es una funcién de separacién arbitraria que para las soluciones
que nos interesan tomaremos como idénticamente nula. Es decir

&%y, - Ouy,
0%u,y, Ouy,

V) e L 1
5yt~ 2k 0 (8.18)

Al haber separado las variables transversas rectangulares las soluciones que hallaremos
tendran una simetria transversa rectangular.

Como las ecuaciones 8.17 y 8.18 son formalmente idénticas basta con resolver una de
ellas. El lector puede aceptar y comprobar la soluciéon 8.19 en una primera lectura. Su
deduccién detallada se ofrece en el apéndice ?7?7. Usando las ecuaciones de dicho apéndice
77,77y 7?7 en 77 obtenemos la siguiente expresién para la amplitud del enésimo modo
(el pardmetro v viene dado por ?? y se llama fase de Guoy):

i = (2) g (365 o0 (55) e (i)

(8.19)
En esta expresion los polinomios de Hermite se derivan de la formula generadora
2 O" 42
Hop(€) = (—1)"¢¢ o [e ¢ } (8.20)
Aunque también conociendo los dos de orden més bajo,
HO =1 y H1 = 2€ (821)
los demés se pueden obtener por recurrencia de
Hn+1 = 2£Hn - QTLHn,l. (822)

Ejercicio: comprobar que el modo gaussiano de orden més bajo que obtuvimos con
anterioridad se corresponde con ug calculando su constante de normalizacion.

Exactamente el mismo proceso se puede seguir para la ecuacién 8.18 en la variable
1y, con idénticos resultados, de modo que una geometria arbitraria de campo siempre se
puede escribir en funcién de la base completa u,u,, para las soluciones paraxiales asi:

E(r) = (ZZ Crum(2) un(:c,z)um(y,z)> e~ k= (8.23)

Donde los coeficientes de la expansién seran

Crm(2) = /OO /OO ul (z, 2) ul, (y, 2) E(r) e dzdy (8.24)
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Figura 8.5: Aspecto segtin un eje transversal de los diversos modos gaussianos, resultantes del pro-
ducto entre polinomios de Hermite y una gaussiana de anchura w.

La geometria de estas soluciones es semejante a la de las funciones de onda del oscilador
arménico. En la figura 8.5 hemos representado el factor

oot (505 ) o (-25)

Los ceros de estas funciones vienen dados por los del polinomio H,, que tiene n ceros.
Las distribuciones de la intensidad seran proporcionales al cuadrado del campo, es decir,
a wh(x, z)up(z, 2)ul, (y, 2)um(y, 2). La figura 8.5 muestra la amplitud de algunos modos
segin una direccién transversal mientras que en 8.6 se representa la intensidad segin
ambas direcciones transversales. Las dos figuras son para un z fijo.

El campo 8.23 de los modos gaussianos, una vez calculados los coeficientes, sera

2 2\ -2 ke kR
E,,, < H, ( V2 ) H,, ( yV2 > e “Ie “ie lnge 2Ry oikz (8.25)

wy(2) wy(2)

La geometria de los modos gaussianos rectangulares (de Gauss-Hermite) dados por
la ecuacion anterior genera las distribuciones transversas de intensidad de la figura 8.6,
que se denominan modos TEM,,,, .

Finalmente es preciso senalar que la expresiéon 77 nos indica que en la propagacion del
frente de ondas permanece invariante la magnitud

w(z)  w(0
= —=. (8.26)
a(z)  q(0)

La ecuacién en derivadas parciales que hemos abordado en esta seccién es separable
en un total de once sistemas de coordenadas, cada uno adecuado a una determinada
configuracién geométrica del sistema fisico en cuestién. Frecuentemente la simetria del
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8.5 Propiedades de los haces gaussianos

B}

TEMy,

Figura 8.6: Aspecto aproximado de los primeros modos TEM ( Transverse Electro-Magnetic). Nétese
cémo el nimero de ceros (intensidad nula, aqui representado por blanco) en la direccién
X esnymenlaY. Las manchas de la periferia son mas intensas, por el efecto de los
maximos laterales de los H,,, que no llega a ser totalmente contrarrestado por la cola de
la gaussiana.

problema es cilindrica y entonces la ecuacién 8.15 debe plantearse en coordenadas ci-
lindricas. En lugar de los modos de Gauss-Hermite se obtienen los de Gauss-Laguerre.
En la practica cualquier pequena anomalia geométrica rompe la simetria cilindrica y se
obtienen incluso en este caso los modos de Gauss-Hermite? .

8.5. Propiedades de los haces gaussianos

8.5.1. Forma del haz

Vamos ahora a situar el origen de coordenadas en un punto en el que el frente de ondas
del haz gaussiano sea plano (R(0) = c0). Se cumple por tanto en 8.13 con zp = 0,qp =

q(0):

q(z) =qo+ 2 (8.27)
donde por 8.14 tenemos
2
0
q(0) = /””A() —izp (8.28)

La longitud zg se conoce como distancia de Rayleighy es un pardmetro que junto a w(0)
permite caracterizar el haz de longitud de onda A:

w?(0) = % (8.29)

3Ver Siegman, A: Lasers, Oxford University Press.
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Figura 8.7: Evolucién del tamafio transverso del haz gaussiano con la distancia a la cintura del haz:
convergencia en el origen, donde el frente de ondas es plano y divergencia con |z|.

En efecto, veamos cémo en funcion de zr se pueden escribir todas las magnitudes que
caracterizan el haz. Asi la 8.27 con 8.28 se escribe ¢(z) = z +izg. Y entonces, con 8.14:

1 1 A 1 Z —12R z . ZR

= — 1 = = =

= = = —i
q(z)  R(z) ww?(z) z4izp 22+2%  2242% 0 22423

Es decir, igualando partes reales e imaginarias, y usando 8.29,

R(z) = z[1+(?)1 (8.30)

1+ <;%>2] " (8.31)

Esta tltima expresion indica que 2w(0) es la menor anchura posible del haz, por lo que
se le suele llamar a w (0) cintura del haz, y denotar wy = w (0). La distancia de Rayleigh
por su parte se interpreta como aquella para la que el tamano del haz ha aumentado en
un factor v/2: w (+2g) = v2wp.

La variacion del tamafio transverso del haz con la distancia a la cintura tiene una
asintota (figura 8.7) cuyo dngulo con el eje del haz estd dado por

w(z) = w(0)

tana = lim w(z) = @.
Z—00 Z ZR

En el TEMgp o da el angulo de divergencia del haz.
Sustituyendo en la expresién ?? w(z) y R (z) dadas respectivamente por 8.31 y 8.30
se tiene la variacién de la fase de Guoy segun progresa el haz:

tany = — = — (8.32)

con tan (0) = 0.
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8.5 Propiedades de los haces gaussianos
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Figura 8.8: La cintura del haz 2wy y la distancia de Rayleigh zr (o el pardmetro confocal, b) son las
magnitudes caracteristicas de un haz gaussiano.

Riz)

2zR

z

Figura 8.9: El radio de curvatura del haz presenta un minimo (mdxima curvatura) para la distancia
de Rayleigh zp.

Tenemos que la amplitud del haz gaussiano de orden més bajo (n = m = 0) ser4,
segtn la ecuacién 8.19 (1(0) = 0) :

1/2 _ip(2) 2 2 2 2
wi) = (2) Sy o () v (W) o
Una vez que se sitia la posicién absoluta de la cintura del haz y la longitud de onda A en
el medio esta determinada, toda la evolucién espacial del campo depende exclusivamente
de wp o de zg.
Por razones que se veran méas adelante al doble de zgr se le llama pardmetro confocal
(figura 8.8); asi, por 8.29

2mw3
A
FEn cierto sentido, puede considerarse zr como el limite en que se pasa del campo proximo
de Fresnel al campo lejano de Fraunhofer.
En el campo de Fraunhofer la cintura 8.31 y el radio de curvatura 8.30 se pueden

aproximar por

A
lim w(z) = wo— = >~ (8.35)
z—00 ZR ™ Wo
lim R(z) = =z
zZ—00

http://alqua.org/documents/FdL 75



http://alqua.org/documents/FdL

8 EIl campo electromagnético paraxial

21

Figura 8.10: En un haz gaussiano el efecto difractivo impide focalizar la energia en un punto: se
genera una mancha cuyo radio depende de Ay f.

La distancia zgr es también aquella para la que el radio de curvatura del frente de
ondas se hace minimo (figura 8.9), como se puede comprobar al derivar R (z) en 8.30.
Sustituyendo encontramos que R (zr) = 2zg: los frentes de ondas en los puntos zr y —zg
tienen sus centros de curvatura en los puntos —zgr y zgr respectivamente. Entonces, si
dos espejos esféricos de radio de curvatura 2zp se sitian en zg y —zg sus focos coinciden
con la posicién de la cintura de haz. Por eso a b = 2zg se le llama pardmetro confocal.
En este caso la cintura de haz seria (ecuacién 8.34)

wo = \/E \/> (8.36)

Un haz gaussiano bien colimado, es decir, con los frentes de onda casi planos, puede
ser focalizado con una lente de focal f (figura 8.10). Se ubica la lente de modo que la
cintura del haz se sitie en su foco, y si a la entrada de la lente el didmetro del haz es
2w(—f), en el régimen de Fraunhofer (ec. 8.35) la cintura de haz sera

A 2f
2wg = — 8.37
"= -] (537
Y si estimamos como profundidad de foco 2zg, por 8.34
27rw2 A f 2 on f?
=20 -R (Codn) - S (5:3%)

8.5.2. Distribucion transversal de la energia

En los modos de orden alto la extension transversa del haz se puede obtener de la po-
sicién del dltimo maximo del polinomio de Hermite H,, (x/w), que puede ser aproximada
para valores altos de n por

T (2) ~ Vnw(z), (8.39)

donde w es el tamano de mancha en el haz gaussiano de orden cero, dado por 8.33. Por
lo tanto la extension transversal del campo de un modo gaussiano de orden n aumenta
en proporcion a /n.
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LNt

Figura 8.11: Amplitud transversa del haz. Recuérdese que w es la anchura de la gaussiana.

1=

Figura 8.12: Las dimensiones de la abertura permiten controlar la extensién transversa del campo.

Con esto tenemos identificada la zona donde se concentra la energia del haz, tanto en
profundidad (a lo largo del eje) como en anchura (en direccién transversa). Conocer la
extension de este area es 1util para numerosas aplicaciones; por ejemplo en el corte de
metales por sublimacion, mediante un laser de COs.

Si un modo gaussiano tiene que atravesar una abertura de didmetro 2a sin que se
intercepte una parte significativa de la energia del campo situado en la periferia de su
seccion transversa, se tiene que verificar z,, (z) < a (figura 8.12): z serfa la posicién de
la abertura respecto a la cintura de haz, que es donde hemos ubicado el origen.

Por lo tanto el mayor orden n del modo esta limitado por el tamano de la abertura:

nmaxg< - >2 (8.40)

w(z)

Como vemos, la eleccién de a nos permite un cierto control sobre la distribucién trans-
versa de la energia del campo. Si la abertura estd dentro de un resonador confocal en la
posicién de la cintura de haz (figura 8.13), usando la ecuacién anterior y 8.36 obtenemos

a2
Nmax < 271'% =27 Np
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Figura 8.13: Configuracién para la seleccién de modos en un resonador confocal.

Un

A.vAN
VAV VE—

mm/\/L

Figura 8.14: Amplitud e intensidad transversas. El tamafio de las manchas de luz en una pantalla
corresponde con A,,.

donde hemos introducido una magnitud caracteristica, el numero de Fresnel del resona-
dor, Nr = a®/\b.

Los modos upm, (r) que podran formar parte de la geometria del campo dentro del
resonador (las configuraciones del campo que caben en una distancia b entre espejos con
una abertura intermedia de lado a) seran los que cumplan la condicién®
y su nimero es®

n=m < Nmax,

N =n2, < (2rNp)2

El polinomio H,, tiene n ceros por lo que la intensidad presentarda n maximos en la
direccién x transversa (figura 8.14). El tamano medio de estos maximos de intensidad
seré

(8.41)

4Siendo el resonador de perfil cuadrado; si fuese rectangular habria un nmax y un mmax-
SEsta cantidad se reduce en resonadores activos, porque pasa de ser proporcional al cuadrado de Nr a
ser N o< Np: Phys. Rev. A Vol 53 n° 5 (1996) p3490-3496.
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Figura 8.15: Campo estacionario en el resonador confocal.

Esta cantidad se interpreta como el tamano de las estructuras (manchas de luz) que
se pueden esperar en el campo transverso de orden n. Como la abertura 2a fija el va-
lor maximo de n en 8.40 las estructuras mas pequenas que se podran observar en la
distribucién transversa de la intensidad seran de un tamano

En particular, en la cintura de haz del resonador confocal (usando 8.36 y N = a?/2\b),

Amin = L
2 Np

8.6. Estabilidad de un resonador

Supongamos que tenemos un haz gaussiano y que (como mencionamos en el caso del
resonador confocal), situamos dos espejos esféricos de tal manera que ajusten exacta-
mente la curvatura del frente de ondas en la posicién en que se encuentran (figura 8.15).

Si el tamano de los espejos es bastante mayor que el didmetro del haz, se pueden
despreciar las pérdidas en los bordes, y el haz queda atrapado en el resonador como una
onda estacionaria.

En cada espejo el haz reflejado es exactamente igual al incidente solo que propagandose
en sentido opuesto.

En la prictica el planteamiento es justamente el inverso (figura 8.16), es decir, que
una vez fijado un resonador formado por los espejos de radio de curvatura Ry y Ra
situados a una distancia [ se trata de saber si existe una onda gaussiana capaz de resonar
establemente entre ellos. Por tanto, de existir este haz gaussiano tanto las posiciones z;
vy 29 de los espejos respecto a la cintura de haz como zr 6 wy serian desconocidos en
principio.

Ahora bien, si los radios de los espejos han de coincidir con los de los frentes de onda
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el 72 I

n—— =

W T

Figura 8.16: ; Qué modos gaussianos pueden oscilar establemente en un resonador genérico?.

del haz, por 8.30 se tendré que verificar®

con la ligadura adicional de que | = 29 — z;. Estas tres ecuaciones deberan resolverse
para obtener z1, 2o y zr. Mas significativos que R; y Rs son los llamados pardmetros del
resonador

l l

-1 — =1 — 8.42
Q1 7 g2 s (8.42)
En términos de estos pardmetros se reescribe el sistema de ecuaciones

1+ l (8.43)

g1 = T 3 .

21 (1+23/41)
l

g = 1—-— (8.44)

29 (1 + Z%/z%)

Para resolverlo se puede eliminar primero 2122 entre ambas y usar [ = z9 — 21 para despejar
Z1 O z9. Se obtiene asi

g2(1 —g1) L s g1(1 — g2)

- 9192(1 — g192) 2
g1+ 92— 20192 g1 +92—2q192

(91 + 92 — 29192)?

2% = (8.45)

De zg (wp) (ec. 8.29) obtenemos entonces la cintura del haz,

wd = A g192(1 — g192) (8.46)
7\l (g1 + 92 — 29192)?

5Se toma el signo de R (z) como positivo si el centro de curvatura esté a la izquierda del frente de ondas
y vice versa.
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o2

(11  plano

(0,0) confocal ot

-1,-1)

concentrico

Figura 8.17: Los pardmetros g1, g2 del resonador determinan su estabilidad. Los valores que dan lugar
a resonadores estables son los comprendidos en la regién rayada. Avanzar por la recta
g1 = g2 en sentido creciente conduce a resonadores con espejos céncavos (divergen-
tes) mientras que avanzar mds alld del resonador concéntrico, en sentido descendente
conduce hacia resonadores cuyos centros de curvatura quedan lejos de la zona central.

Y usando w(z) (ec. 8.31) tendremos los radios del haz en los espejos, w1 = w(z1),
we = w (22):

I\

w? = 29 (8.47)
7™\ 91(1 = g192)
I\

w o= 2 I (8.48)

7\ g92(1 — g192)

Si existe el haz gaussiano capaz de formar la onda estacionaria, la cintura de haz debera
ser real, es decir que en 8.46
1>g1922>0 (8.49)

En el diagrama g;, go de la figura 8.17 esta condicién reduce el area de estabilidad a
la zona comprendida entre los ejes y las ramas de la hipérbola g1go = 1. Se observa que
en los resonadores estables los dos parametros g1 y g2 del resonador deben ser del mismo
signo.
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9 Resonadores

9.1. La funcion de transferencia de un resonador éptico

Consideremos un resonador 6ptico formado por dos espejos alineados segin un eje.
Entre ellos puede existir un medio material de propiedades conocidas.

Los espejos, que denotaremos 1 y 2 estan caracterizados respectivamente por unas
transmitancias del campo 1, ty y unas reflectancias 71, 72. En cuanto a los objetos que
se encuentran entre los espejos, éstos modifican el campo que se transmite a su través.
Caracterizaremos esta modificacién mediante una funcion de transferencia que denota-
remos f. El campo resultante de la propagacion a través de los objetos entre los espejos
es el producto de la funcién de transferencia por el campo incidente.

Denotemos por Ej el campo que incide sobre el espejo 1 (figura 9.1). El campo que lo
atraviesa serd £ Ey. Este campo se propaga entre los espejos con la funcién de transfe-
rencia f, por lo que el campo que llega al espejo 2 es ft; Ey. Una parte to ft; Ey atraviesa
el espejo 2 v otra 7o ft1 Eg se reflejal. La parte reflejada atraviesa el espacio de vuelta
hacia el espejo 1, al que llega un campo f7 ft; Ey. El campo que parte hacia el espejo 2
es 71 fFo ft1 Ey. De nuevo sélo una fraccién del campo, f7 f7aft1Eo llega al espejo 2, y
de éste sélo sale hacia afuera del resonador tof (71 f72f) t1 Eo.

El proceso ilustrado se repite indefinidamente, lo cual equivale a multiplicar sucesivas
veces la expresién obtenida por lo que va entre paréntesis, que denotaremos por 7 y
representa el proceso de ir de un espejo a otro y volver. La suma de todos los campos
que atraviesan el resonador da el campo total, Ep, y forma una progresion geométrica:

Er = tf (L+7F+7+- +i") 1B

n
= FEotafth Z 7
=0
taft1

Fy————.
1= i

Se puede definir una una funcién de transferencia total del resonador, como fr = Er/Ey:

taft
= 9.1
It =T (0-1)
En esta expresion 7o = || €™, 11 = |F1| €™, pues el efecto habitual de los espejos,

al ser medios épticamente més densos, es introducir un desfase de 7. Si se desprecia el

'Estas expresiones siguen el orden del proceso, con los sucesos més recientes incorporandose como factores
por la izquierda.
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Figura 9.1: Proceso de atenuacién sufrido por el campo Ej entrante en el resonador.

pequeno desfase que se produce al atravesar los espejos, ya que es acumulativo, la funciéon
de transferencia Fr = |fr|? para la intensidad es, usando las variables Ry = |71 |, Ry =
= 12 D) 2
72l %, Th = [ta]*, T2 = [t2|*,

_ T |f? '
L+ RiRy £ = VR R ((£)2 + 12)

Es 1til definir la reflectividad cuadratica media de los dos espejos, R = /R Rs.

En un resonador pasivo el campo se atenda en su transito entre los espejos en pro-
porcién al coeficiente de transmisién ¢; de los medios situados en la regién intermedia
(ecuacién 9.1). En su propagacién el campo también sufrird un cambio de fase espacial,
de modo que f = #;¢'® o, en intensidad, F = | f ]2 = {? = T;. Aqui ¢ representa el cambio
de fase entre los dos espejos, proporcional a la distancia entre ambos.

La funcién de transferencia total para la intensidad se puede reexpresar asi:

_ TVI>T;
- 1+ T2R? — 2RT; cos 2¢

Fr

Fr

o, utilizando que cos2¢ = 1 — 2sin? ¢,
TT5T;
(1 —T;R)* + AT;Rsin® ¢

Esta expresion se hace maxima cuando ¢, = g7, ¢ € N, de modo que es para estos valores
del desfase espacial ¢ para los que aparecen las resonancias.

Los resonadores abiertos, es decir, formados por dos espejos alineados segin un eje, y
de dimensiones transversas dentro de la zona paraxial se denominan interferémetros de
Fabry-Perot.

Hasta aqui s6lo hemos tenido en cuenta el cambio de fase debido al camino longitudinal.
Pero en los modos gaussianos la fase depende también de la estructura transversa del
haz.

(9.2)

Fr=
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9.2 Frecuencias resonantes de los modos gaussianos

9.2. Frecuencias resonantes de los modos gaussianos

La amplitud normalizada y lentamente variable del campo de un modo gaussiano,
usando 8.19 y upm, (r) = uy, (2, 2) um, (y, 2), €s

N

) = (2)} il DO s O (2v2/0) Hy (av/2)0)
o A\ (2n+mn!m!>1/2 w(2)

X ex _1:2+y2 ex _iﬁxQ—l—yQ
PU ) )P \UT"2 R )

Incluyendo la variacién espacial rapida exp (—ikz) el campo es

Epm (v) = upm, (r) exp (—ikz) .

La fase del campo, ¢, tiene dos contribuciones, una debida a la fase longitudinal y
dada por exp (—ikz) y otra a la fase transversa dada por expi (n + m + 1) Az.

Si el modo estd atrapado en un resonador el cambio que sufre la fase del campo cuando
recorre la distancia [ = z9 — 21 que separa a los espejos serd, en condiciones de resonancia,
un numero entero de veces 7: ¢ (22 — z1) = gm. Para hallar las frecuencias de resonancia
escribimos k en términos de w:

P(za—21) = k(zz—2)—(n+m+1)[¢(22) - ()]
= Tt m+ 1) (z2) ¥ (2) (9.3)

Imponiendo entonces que el cambio de fase total sea ¢ (22 — 21) = g = ¢4 podemos
despejar las frecuencias de resonancia wg nm:
Ul ¥ (22) — ¢ (21)

Wq,anT CI—i-(n—i-m—i-l) -

(9.4)

Por lo tanto, aparte de las habituales contribuciones axiales, dependientes de ¢ tenemos
contribuciones a la frecuencia de la geometria transversa que estan ligadas a la fase de
Guoy, 9 (z2).

Debemos pues evaluar el cambio en la fase de Guoy en el recorrido del resonador.
Para ello recordemos la expresion de la fase de Guoy 8.32 y z1, 29, zg en funcién de los
parametros del resonador g, g2(ec. 8.45)

tanw (22) = 2 — 9 (1 — 92)
ZR 9192 (1 — g192)
tanp (z) = Lo 92(0=9)
ZR 9192 (1 — g192)

Pero tan (z —y) = (tanz — tany) / (1 + tanx tany), con lo cual:

92(1=91)+91(1-g2)
— 1—
tanfy (z2) = (o)) = — LB B 00

1 — 9920-00002) /g0 (1 gigy)

9192(1—g192)
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Entonces 1

2 () = — —
tan” (v (z2) =¥ (z1)) = = = 1

pero cosz = £+/1/ (1 +tanz) (+siz € (0,7/2) U (37/2,27) y — six € (—7/2,37/2))
y por lo tanto

cos (¥ (22) — ¥ (21)) = £V/9192

Donde el signo positivo es para g;2 > 0 y el negativo para g1 2 < 0 (recordemos que
ambos deben tener el mismo signo para que el resonador sea estable, figura 8.17). Asi el
desfase de Guoy en el resonador serd

Y (22) =9 (21) = arccost./g192

~ arc cosj:\/(l - ]él) (1 - é) (9.5)

Consideremos unos cuantos casos (figura 9.2) para interpretar el efecto de la fase de
Guoy.

= Si los espejos son planos, R} = Ry =00, g1 = g2 =1y ¢ (22) — ¢ (21) = 0. Por lo
tanto el corrimiento de frecuencia debido a la geometria transversa es nulo. Sélo
quedarian las frecuencias debidas a los modos axiales del resonador, representados
por los diferentes valores de ¢:

e
qunm (007 OO) = 7(]

l
En este caso nuestro resonador genérico se reduce a un Fabry-Perot de espejos
planos, que se estudia en un primer curso de éptica.

= Silos radios de los espejos son mayores que la longitud del resonador pero menores
que los del resonador plano, | < Ri,Re < oo la fase de Guoy acumula en el
resonador un desfase dado por 9.5. El cambio producido por la geometria transversa
serd para el modo TEM,,,, en wq my, (00, 00):

Waam (R1, Ra) — wg,nm (00, 00) = (n+m + 1) WWZC > 0.

Si los radios son mayores o iguales que [ el desfase en la fase de Guoy es menor de
/2.

» Si Ry = Ry =1 el resonador es confocal (g1 = g2 = 0) y ¢ (22) — ¢ (21) = 7/2. El
cambio en las frecuencias sera

e

Wynm (1,1) — wgnm (00,00) = (n+m + 1) TR

En el resonador confocal la mitad de las frecuencias cambiadas por la geometria
transversa coinciden con las del resonador plano y son pues degeneradas.
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Figura 9.2: En la primera linea, resonador plano con separacién mc/l entre wy y wq+1 . En la tercera,
la separacién entre las frecuencias de la geometria transversa que escoltan a las axiales
es la mitad de la que habia entre dos frecuencias axiales consecutivas. Los modos que
antes estaban pegados a las w, han ido o bien a la mitad del intervalo o a superponerse

€ON Wgytqigo- Para el cuarto caso las transversas se han movido tanto que escoltan a la
axial siguiente.
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» Sil/2 < Ry, Ry <l entonces g1,g2 < 0; el cambio en la fase de Guoy es mayor
que 7/2 y se aproxima a 7 segun R; o — [/2. Por tanto las frecuencias wq mn se
acercan a las wy1,nm (00, 00), produciendo la falsa impresiéon de que el cambio de
frecuencia ha sido negativo. No obstante, sigue siendo

(Y (22) =¥ (21)) e

Wq,nm (RlyRZ) — Wg,nm (00700) = (n+m—|— 1) - T > 0.

» Finalmente en el caso de que Ry = Ry = [/2 el resonador es el que hemos llamado
concéntrico, por ser coincidentes los centros de curvatura de ambos espejos. En
este caso 1 (z2) — 1 (21) = +m y por tanto la separacién en frecuencia entre modos
de diferente geometria transversa es

e
Wq,nm (Z/27 l/2) — Wy,nm (007 OO) = T?
es decir, precisamente la separacién entre frecuencias de los modos axiales en el
resonador plano. Por tanto el resonador concéntrico tiene las mismas frecuencias
que el plano (degeneracién).

9.2.1. Batido de modos

Cuando el campo del resonador contiene las frecuencias de varios modos el campo
total oscila simultaneamente en todas estas frecuencias, de manera que su dependencia
temporal puede ser bastante complicada. Para estudiar este fenémeno introduciremos

explicitamente en la expresion de los campos de los modos la oscilaciéon temporal rapida

ezwt .

Sea un campo que contiene dos modos de frecuencias wi, wo,
E(r,t) = E (r) et + Fy (r) ™2
La intensidad de esta radiacion serd, a la salida de uno de los espejos,
I(r,t) =ceEE* (1 —R).

Esta intensidad se puede medir con un detector de area sensible s, que producird una
corriente i proporcional a la intensidad I (r,t) de la radiacién integrada sobre dicho &rea,
es decir i oc [ [, |E|*ds o, desarrollando,

ix = fj (Eike—iwlt + Eéke—int) (Eleiwlt + E2eiw2t) d25
S
= [ (IBAP + |l + Bf Boe' 2=t 4 py e(enmen)t) a2
S

= jj (\E1\2 + | Ea)? + ufugettha=k)z=(wewn)t] o u1uZe"[(’”*kl)Z*(“’?*wlm) d%s
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Si el area del detector es menor que la seccién transversa del haz podemos llamar
Vi = [f g v
S
y con ello escribir

i o ‘/*11 + V22 4 ‘/'12efi[(k27k’1)zf(w27wl)t} 4 ‘/‘1*261'[(]62*’61)27((.02*w1)t}
= Vi1 + Vaz + 2 |Vig| cos [(wa — wi) t + ¢12 (2)] .

Por lo tanto, la intensidad medida oscila con la diferencia entre las frecuencias de los
dos modos, que se llama frecuencia de batido. La frecuencia de batido entre dos modos
es

W2 — W1 = Wg,nama — Wqy,nimy

= (Q2—Q1)+(n2—n1+m2—m1)w %
La radiacion detectada aparece modulada por los diversos batidos. Una forma de ver
cuantos modos hay en un resonador y cudles son sus frecuencias es hacer la transformada
de Fourier de esta oscilacién y ver las componentes de frecuencia del batido. Para eso,
no obstante, es necesario que el detector esté en el dominio paraxial; si se toma toda la
luz proveniente del resonador no se observa nada.

En efecto, si el drea del detector es mayor que la seccién transversa del haz, podemos
sustituir s por R¥, dominio en el que los modos u; son ortogonales:

‘/ij = J:[ u;fuj ds = (52']'
RE
y entonces no se observa la modulacién de batido.

9.3. El perfil de los modos en un resonador Fabry-Perot

Nuestro objetivo es estudiar cémo quedan ensanchadas las resonancias por efecto de
las pérdidas internas y en los espejos.

La funcién de transferencia en intensidad, Fp (ec. 9.2) de un resonador Fabry-Perot
pasivo depende de la fase espacial, que se puede escribir como en 9.3:

=2~ (ntm+ 1))~ b (1)

Alrededor de la resonancia 9.4 podemos escribir w = wg nm + dw, refiriendo la frecuencia
a la central del modo, y sustituirlo en la ecuacién anterior:

o= é(wq,nm—l-&w) —(n4+m+1)[Y(z) -t ()= é&u—f—ﬂ'q
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y entonces, desarrollando el seno de la suma,
. L l . 1
sin ¢ = sin —dw cos mq + cos —dw sin mq = =+ sin - Jw.
c c c

Si ahora suponemos que w no se aparta demasiado de la resonancia (dw pequeno),
low/c < w/2 ~ 1rad y podemos confundir el seno y el dngulo

sin ¢ ~ :I:éciw
c

Y asi cerca de la frecuencia wy nm la funcién de transferencia 9.2 se puede aproximar por

TVI>T;
(1—TiR)? + 4T, R (Low)?
T1T2 c\2
R (27)
1—T;R\? /c\2 )
() G s

Vemos pues que el perfil de la funcién de transferencia superpuesta a cada modo es,
dentro de la aproximacién apuntada (verosimil para la mayoria de los resonadores),
lorentziano con una anchura total a media altura

_1-TiRe
VTR 1

Como T; <1y R <1 la condicién de proximidad a la resonancia ldw/c < lrad serd

Fr

1

dw (9.6)

1-TiR

VvI;R

Es decir, que las pérdidas en la propagacién (transmitividad interna T; ~ 1) sean pe-
quenas y la reflectividad cuadratica media de los espejos R sea grande. No obstante esta
condicion no es demasiado restrictiva. Usualmente se puede asumir en un Fabry-Perot
pasivo T; = 1 y si la reflectividad es R = 0.9 para l = 1m

<1—TiR~1

1_
b~ ¢ 316 % 10751,
VR I

Dado que la separacion entre dos modos axiales o rango espectral libre en un resonador

plano o concéntrico es

Aw = % ~ 107!

vemos que dw < Aw (figura 9.3).

La anchura de las resonancias del Fabry-Perot da la medida de la resolucién o finura
del aparato. En los FP destinados a las medidas espectrales se utilizan espejos con
reflectividad > 0.99, lo que explica su enorme precisién.
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9.3 El perfil de los modos en un resonador Fabry-Perot
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Figura 9.3: El rango espectral libre entre modos axiales es por lo general érdenes de magnitud mayor
que el ensanchamiento de linea debido al caracter no ideal del aparato.

Hemos constatado como tanto las pérdidas internas 7; como las de reflexion R en
los espejos juegan un papel esencial en el comportamiento del resonador. Es entonces
conveniente introducir un parametro que caracterice las pérdidas en el resonador, el
tiempo de vida en el interior del resonador o tiempo de permanencia.

Supongamos que del espejo 1 parte una intensidad Iy que después de un recorrido de
ida y vuelta ha cambiado en un factor RQTZ?, quedando R2TZ2[0.

Después de n recorridos de ida y vuelta la intensidad restante sera (RTZ-)Q” Iy. El
numero de recorridos necesario para que la intensidad se reduzca en un factor e lo
llamamos n..:

I

o = D)™
B 1

e = TOWMRT,

Entonces la longitud éptica que la radiacién recorre antes de atenuarse por un factor e
es 2in. y el tiempo que permanece en el resonador o cavidad 6ptica, t. = 2In./c es (el
subindice ¢ indica cavidad resonante):

l
te = TemRT (9.7)
Si, como hemos supuesto, RT; ~ 1 podemos aproximar el tiempo de permanencia de-
sarrollando el logaritmo, y compararlo con el factor T; R/ (1 — T;R) que aparece en
OWg.nm
o o1
" ¢1—RT;  dwgnm’

de forma que la radiacién confinada en el resonador cumple la relacién de incertidumbre
propia de las transformadas integrales,

te

tedwgmn >~ 1.

Este pardmetro t. caracteriza las pérdidas reales de los resonadores: t. = l/cy.
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10 Amplificadores de propagacion de
radiacion

10.1. Ecuacidén de transporte de los fotones

Para completar la descripcién del problema en términos de ecuaciones de balance hay
que describir el comportamiento de la densidad de radiacién. Es lo que nos proponemos
en este apartado.

La densidad de radiacién viene caracterizada por una funcién de distribucién del colec-
tivo estadistico de fotones o, en caso de necesitar informacién de fase, por un operador
densidad de estados. La radiacion estd distribuida en el espacio de fases de posiciones,
momentos (direcciones de propagacién) y polarizaciones.

Hemos visto que los fotones, descritos en estados Fock o en estados coherentes, tienen
su energia distribuida de manera uniforme en la cavidad. El campo en la realidad no
obedece ni a una ni a otra clase de imagen, y los fotones se encuentran en paquetes.
Si podemos asimilar aquellos a particulas frente a la distancia en la que la densidad
de particulas cambia (varia la distribucién instantdnea de energia del campo), podemos
permitirnos una descripcién clasica en términos de una densidad en el espacio de fases.
Asumiendo por tanto una cierta localizabilidad de los fotones podemos definir la siguiente
funcién de distribucién, f? (mantenemos las coordenadas cartesianas para la descripcién
espacial, con la notacién d*V = dadydz):

1
dGNJg — ﬁfa (r7 P, t) dZEdde dpmdpydpz

Al dividir el elemento de volumen d3V dp,dp,dp. por h3 (el volumen que ocupa un
estado cuantico), obtenemos el nimero de estados en el elemento de volumen y por lo
tanto f7 representa el nimero de fotones por estado r (t),p (t) con polarizacién o.

Nos interesa escribir esta magnitud en coordenadas esféricas para el vector de ondas.
Teniendo en cuenta que p = kk, k = 27A~' = 27vc¢™!, donde ¢ representa la velocidad
de la luz en el medio (es decir, si ¢g es la velocidad en el vacio y p el indice de refraccion,
¢ = ¢o/p) el diferencial de volumen en el espacio de momentos se transforma con el
jacobiano:

h 3
dpzdp,dp, — h* dk,dk,dk, — B*k* dksin 0d0dyp = h*k* dkd?Q = (C> v? dvd?Q

Por lo tanto,
1
dONF = = f7 (r,0,0,¢,1) 1V dvd®Qd*V

c3
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10 Amplificadores de propagacion de radiacion

Si no nos importan las direcciones de los fotones podemos consolidar todas ellas in-
tegrando y si no queremos distinguir las polarizaciones podemos consolidarlas a su vez
suméndolas:

2
d4Nf :ch?) </AQfJ <V707§07r7t)d29> V2dvd3V:nf (t) dl/d3V

o=1

En la expresion precedente hemos etiquetado por ny (t) la densidad de fotones de cual-
quier polarizacién cuyas direcciones de propagacién estan dentro de un pequeno angulo

sélido AQ. A
d*Ny
n¢(t) =
10 = Lav
Habitualmente la radiacion no cambia de frecuencia en su trayectoria por el espacio de
fases. A frecuencia constante el cambio en el niimero de fotones por unidad de volumen
y de intervalo de frecuencia a lo largo de la trayectoria viene dado por

dny B 8nfdj ony

dt Ox dt ot

(10.1)

En esta expresion x es la direccién de propagacion, y por lo tanto

dr ¢

dt op

El cambio en el numero de fotones durante la propagacion se produce por la interaccion
con el medio, que puede absorber, emitir o esparcir fotones. Si suponemos despreciables
los procesos de esparcimiento, sélo quedan los de absorcién y emisién. La emisién se
puede hacer a su vez por el mecanismo estimulado (simplemente incrementa la energia
del haz) o espontdneo (salen en cualquier direccién). Si el haz estd colimado en A
la contribucién al haz en la direccién de interés debida a procesos espontaneos sera
despreciable en virtud de la pequena fraccion del angulo sélido total afectada.

Los atomos, por otra parte, suelen tener en sus niveles ciertos perfiles, y las transi-
ciones se hacen, como hemos visto, con los correspondientes perfiles de emision. Vamos
a suponer que los dtomos resuenan con los fotones entre dos niveles 1 y 2 (figura 10.1)
dotados de uno de estos perfiles, que denotaremos por g (1), ), donde v es la frecuencia
del centro del perfil. Si ambos niveles estédn ensanchados, el perfil g (v, v) se forma con-
volucionando los perfiles individuales, lo cual para el caso de perfiles lorentzianos origina
la formacién de otro perfil lorentziano de anchura la suma de las individuales.

La frecuencia central de emisién, 1/, no tiene por qué ser igual para todos los dtomos;
en el caso de que no todos interactien con la radiacién en la misma frecuencia central v
puede haber un ensanchamiento inhomogéneo. Asi ocurre en razén del efecto Doppler en
los gases, consecuencia de las diferentes velocidades térmicas de las moléculas. También
aparece un ensanchamiento inhomogéneo para sistemas moleculares que forman parte
de una masa desordenada como un liquido o un vidrio (amorfo). Las poblaciones de los
niveles estdn asi repartidas sobre las frecuencias centrales v/, con unas densidades por
unidad de volumen e intervalo de frecuencia ny (1) y na (1)).
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10.1 Ecuacion de transporte de los fotones

n2

ni

1

Figura 10.1: Distribucién de los dtomos segiln niveles. Para el nivel superior tenemos dn; =
ny (vo, v}) dvy y para el inferior dny = na (vg, 1) dv.

El cambio en la densidad de fotones por interaccién estimulada con los dtomos o
moléculas cuyas frecuencias centrales de emisién estan en di) serd

d <ddT;f> = [TLQ (1/6) Bo1 —ny (u(')) Blg] g (1/6, u) nyhv dl/6
El ensanchamiento homogéneo estd considerado en la g y el inhomogéneo esta tenido en
cuenta en los perfiles n; y ne. La expresién anterior constituye un balance, y cada término
es el producto de una probabilidad de transicién (coeficiente de Einstein por densidad de
energfa de radiacién por unidad de volumen e intervalo de frecuencia, u, (v) = nyhv) y
el correspondiente nimero de niveles atémicos disponibles para la transicién (dng, dns).

Si ahora consideramos un medio en el que no hay ensanchamiento inhomogéneo, todos
los 4tomos o moléculas tienen la misma frecuencia central de emisién, y entonces

n; (vy) =0 (vo — 1) ny i=1,2

En este caso podemos integrar sobre las frecuencias centrales 1, y multiplicar por la
energia de un fotén, hv para obtener una ecuacion de propagacién de la radiacién a lo
largo de una linea de corriente.

du,
el (naBa1 —n1B12) g (vo,v) uy, (v) hv
ou, Ou,
= 10.1). .
. + 5 (por 10.1) (10.2)

Se trata de una ecuacion tipo Boltzmann en la cual los términos de colision estan repre-
sentados por las probabilidades de absorcion y emisién. Esta ecuacion seria en principio
la que habria que acoplar a las ecuaciones de balance de la materia que ya hemos estu-
diado, para tener el sistema completo descrito a un nivel que prescinde de la fase.

Veamos cémo escribimos esta ecuacién en términos de la intensidad I, (v) = cu, (v).
Recoredemos que en este tratamiento la radiacién no es considerada como una onda, de
manera que su frecuencia es la energia hr de sus particulas, y a todos los efectos es como
si fuera un fluido.

= Si en la trayectoria en el espacio de fases la densidad de radiacién no depende ex-
plicitamente del tiempo (aplicamos un campo de radiacién constante en el tiempo),
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o lo hace adiabaticamente, se puede efectuar la aproximacién

du, Oou,,

a “or

» Los coeficientes de Einstein cumplen (g1, go degeneraciones de los niveles)

3

= A
Srhd 2t

92
Bis = == Boy, Bay
g1

Donde Bs; quedaba acotado entre estos valores, segtin la polarizacién del campo:

Dy |2 Dy |2
> >
2ﬁ260 =72l = 6h260

Para evitar/encapsular este tipo de ambigiiedad se suele introducir la seccion eficaz
de interaccion (emisién). Se trata de una funcién de la frecuencia relacionada con
el perfil de emisién y el coeficiente de Einstein

1
o91 (V) = -9 (vo,v) B2y (v) hv
que se puede medir para cada caso de interés.

= Por tltimo, se define el niimero de inversion n; en funcién de n;/g; (las poblaciones
por estado j) del siguiente modo:

n; =ng — @nl = go <n2 - m) (10.3)
g1 92 91

En estas condiciones podemos escribir la ecuacion que buscabamos para la intensidad,

ol, 3 Vg, V
— = ng— nlg—2 5 MAH I, = n;o01l,
Ox g1/ 8mv c

df
di.ll‘/ == niamly. (]_04)

Observamos que a lo largo de la trayectoria (Az > 0) el cambio en la intensidad, AT,
es positivo si

g2 g1
vy negativo en el caso opuesto. Dependiendo de la relacion precedente entre poblaciones
por estado en los niveles, la intensidad se amplifica o se atenia en la propagacién (figura
10.2).
Cuando el sistema estd en equilibrio térmico ambas poblaciones por estado estan
relacionadas por la distribucién de Maxwell-Boltzmann.

no  ny ( Ey — El) M
— = —exp|——— =
92 g1 kgT 91

no niy
— >
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10.1 Ecuacion de transporte de los fotones
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Figura 10.2: Variacién de la intensidad espectral a lo largo de la propagacién con y sin inversién de
poblacién.

eso supone n; < 0 y por lo tanto en el equilibrio térmico hay atenuacion.

Con objeto de obtener amplificacién necesitamos establecer las condiciones para que
las poblaciones por estado estén invertidas de modo continuo. Si tenemos més poblacion
en los estados superiores hay mas transiciones estimuladas de emisiéon y domina la emi-
sién estimulada. Por lo tanto el mecanismo para obtener amplificacién es provocar una
inversion de poblaciones que es lo que da lugar al efecto LASER (light amplification by
stimulated emission of radiation).

El fenémeno fue observado inicialmente en el rango de las microondas, durante los
anos 50. A este dominio de frecuencia se aplica el término MASER (microwave. ..).
Originalmente el interés de esta técnica de amplificacion residia en la exploracién del
espectro de microondas proveniente del espacio. La realizacién de un experimento en el
régimen visible tuvo que esperar, por su mayor dificultad, al final de la década.

Se define el coeficiente de amplificacion incremental por unidad de longitud de la in-

tensidad como
1 dI, (v)

I, (v) dz

Como se ve, depende de la frecuencia esencialmente en funciéon de cémo es el perfil de
emisién de luminiscencia entre los dos niveles, g (v, V) y es positivo sélo en caso de in-
versién (amplificacién). Si la inversién de poblacién n; esté distribuida homogéneamente
a lo largo de la trayectoria podemos integrar inmediatamente

= N;021 (l/)

I, (v,z) = I, (v,0) e*®)® (10.5)

La ley se reduce para valores negativos de « (situacién de no inversién) a la ley de
atenuacién de Lambert—Wien.
Podemos definir la amplificacion total incremental ap como
I, (v,x) — 1, (v,0) I, (v,z)

_ _ 1= av)r 1
or (v) I, (,0) I, (,0) €
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Figura 10.3: Reduccién de la anchura espectral de la radiacién en virtud del mecanismo de amplifi-
cacién estimulada. Denotamos por Av la anchura a media altura de g (v, v) y por dv
la de ar (v). Obsérvese la escala vertical para una y otra magnitud.

Hay que tener en cuenta que g (v, ) ocupa ahora el exponente, lo que provoca que el
aspecto de ap sea més apuntado que el de g (v, v). Por lo tanto la radiacién se amplifica
esencialmente en un rango de frecuencias exponencialmente més estrecho que el del perfil
de luminiscencia original (figura 10.3).

La anchura de amplificacion dv se obtendra de la condicién

ar (vo + 6v/2) = %aT (vo)

En el caso de un ensanchamiento homogéneo con perfil de Lorentz y anchura Av,

2 1
_ 10.
g (v0,v) myH(V*m)?’ (10.6)
Av/2

la anchura de amplificacién es

v = Ay\/l [111 [aT (VO) + 1]

ar () +2] —n2

El cociente entre dv y Av da la relacién de anchuras homogénea y observada segin la
radiacién se va propagando (figura 10.4).

Es importante subrayar que mientras ocurre la amplificacion se produce un estrecha-
miento del perfil de linea de la radiacién. Asi, el cambio de la intensidad total (todas las
frecuencias juntas, I = [, I, (v)dv) es

df
— =mn; oo (V) I, (v)dv
T [ L w)
al cabo de un cierto tiempo I (v), que tiene el perfil en la exponencial, se ha hecho mucho
mas estrecho que 091 (v). La variaciéon mas lenta de este factor autoriza la aproximacion
dr

d— ~ N;021 (1/0)/ IV (I/) dV = N;021 (Vo) I,
x Av
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10.1 Ecuacion de transporte de los fotones

1
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Figura 10.4: Relacién de anchura natural y anchura de amplificacién segiin avanza la radiacién en
el medio. Nétese que las abscisas son « (vg) x: la curva presentard un descenso mds
pronunciado cuanto mayor sea « (1p).

que nos permite trabajar con la intensidad total y escribir en términos sencillos el coefi-
ciente de amplificacién

1
a(vy) = nioa () =n; -9 (vo,v0) Barhig

g (v, v0)

:
8711/8 1

donde la iltima expresion surge de explicitar la dependencia de Bs; del tiempo de vida
del nivel, 71 = A;'. En un perfil lorentziano (ec. 10.6) g (o, v0) = 2/ (7Ava1), que se
puede aproximar en primera instancia como g (v, V) ~ Ayg_ll.

Ejercicio calcular g (vg,vp) para un perfil gaussiano (dado por la ec. 6.6).

Llamando A\g a la longitud de onda en el vacio, que es la que conocemos,

AS

o) = 87 p? (v0) T21Av21

(10.7)

constatamos que aparece un producto en el denominador: el tiempo de vida del nivel y
la anchura de la luminiscencia. En los medios en los que solemos trabajar ese producto
esta alterado por interacciones con los atomos circundantes y no es del orden de h, cota
inferior que establece el principio de incertidumbre. Cuanto més proxima a ésta esté el
producto mejor serd la calidad de la amplificacién para la transicién concreta.

10.1.1. Pérdidas en la propagacion

La radiacion sufre pérdidas en su propagaciéon por la materia; por ejemplo es absorbida
por las colas de otras transiciones que no son la de nuestro interés. Ademaés esta el
esparcimiento, un fenémeno inevitable cuyas consecuencias podemos observar en el color
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del cielo'. En la ecuacién de transporte de fotones no hemos tenido en cuenta estos
efectos.

Todos estos fenémenos de rozamiento podemos englobarlos en un coeficiente «; de
absorcion interna del medio, el coeficiente de absorbancia de Lambert, que de cuenta
de los fotones perdidos por mecanismos distintos de las transiciones radiativas entre los
niveles 1 y 2. Entonces

dr

P (njoo1 —ay) I (10.8)

La ecuacion 10.5 queda modificada; podemos escribir el efecto de «; sobre la intensidad
mediante un factor multiplicativo, el coeficiente de transmisién interna T; = exp (—«;z):

I =Iyexp (o — o)z = IyT; exp ax.

Usualmente esta ecuacién no puede ser integrada de una forma tan simple, debido a
que el intercambio de fotones entre la radiacién y la materia se produce transfiriendo
poblacion entre los dos niveles a los que estd acoplada la radiacién: cambiando n;. Hemos
pues de responder a la pregunta de como varia n;; para ello necesitamos suplementar el
modelo con las ecuaciones de balance de poblaciones.

'El esparcimiento de Rayleigh depende de la frecuencia a la cuarta potencia; el cielo es azul durante el
dia, pero cuando al atardecer o al amanecer el espesor éptico de la capa atmosférica interpuesta entre la
luz solar y el observador es sensiblemente mayor, se observa un tono anaranjado debido a la pérdida de
las componentes cromaticas de mayor frecuencia a lo largo del trayecto.
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11 Pequena senal y saturacion

11.1. Balance de poblaciones

Vamos a estudiar los procesos que afectan a las poblaciones de dos niveles degenerados,
intentando relacionar éstas con la evolucién de la radiacion electromagnética.

El comportamiento de las poblaciones se rige por las ecuaciones de balance de flujos
de poblacién entre los niveles del colectivo.

Supongamos que a los dos niveles resonantes se incorpora poblacion a los ritmos P;
y P, por unidad de volumen y unidad de tiempo. Dichos ritmos son el resultado de la
aplicacién al colectivo de un método de bombeo. Entendemos pues por método de bombeo
de poblaciones un sistema capaz de alterar las poblaciones de equilibrio térmico de los
niveles del colectivo.

Aparte de P; y P, a los niveles 1 y 2 pueden llegar o salir elementos del colectivo por
otros canales. Hemos esquematizado la situacién en la figura 11.1.

Asi, el nivel superior (2) puede desexcitarse incoherentemente hacia el inferior (1) por
emision espontanea con probabilidad 72_11 y no radiativamente con probabilidad dz; hacia
el nivel 1 y con ds, hacia otros niveles.

En cuanto al nivel inferior 1, aparte de recibir la poblacién procedente del 2 por los
caminos indicados, puede enviar térmicamente al 2 con probabilidad d;2 y hacia otros
niveles con probabilidad dy,.

Finalmente, la radiacion resonante introduce probabilidades de transicién estimuladas
que también afectan a las poblaciones, como se ha apuntado.

Teniendo en cuenta todos estos flujos, las ecuaciones de balance de las poblaciones de

\Pz
g d
21
1 Ny

jis ] \‘a\.
din

Figura 11.1: Mecanismos de variacién de las poblaciones de los niveles 1 y 2. dy2,do; representan
las probabilidades térmicas, no radiativas.
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los niveles 1 y 2 serdn (vg = v21):

dn 1

=2 = —(ny— gﬁm I (—+ da1 + dan | N2 + diany + P
dt g1 hvg To1

d 1

e ng—g—in Ly — +day | no — (d12 + dip) 1 + Py
dt g1 hvg T21

Vamos a cambiar a las variables inversién de poblaciones n;, y poblacién total de los
niveles, n;.
92
n; =ng — —ny np =mn1 + ng
9
Para obtener la evolucién de n; multiplicamos la segunda ecuacién por g2/g1 v la res-

tamos de la primera, mientras que para obtener la de n; simplemente sumamos las dos
ecuaciones:

dn; 1
L= —(1+92> gnﬂ— [(+d21> <1+g2>+d2n:| ng +
dt g1/ hwgy T21 g1
+ [(1 + 92> dis + deln] n+ Py —2p
g1 g1 g1
dn
(Ttl = P+ Py —dano — dipm

Observamos que en la variacién del nimero total no aparece ningin proceso interno
entre los dos niveles. Para poner los segundos miembros en funcién también de las nuevas
variables sustituimos

ng = 1<92n1+n~>
1+g2/91 \ 91 ’
1
nn = —— (ng—n;
' 1+92/91(l 2
con lo cual
dn; 92\ 021 1 don + ding2/g1
= (14 2) g [ dyy 4 dyy 2T 29
1 ( +gl th()nZ 721+ 21 + d2n + 1+ /00 n; +
1 di, — d
+<—92+d12—92d21+921n Qn)nz-FPQ—gQPl
g1 T21 g1 g 1+g2/0 g1
d diy, — d d —d
ﬂ _ 1in 2n n; — 2n92/gl 1in TL[+P2+P1
dt 1+ g2/01 1+ g2/

Esto es un planteamiento muy general. En la practica los laseres funcionan con esque-
mas a tres o cuatro niveles, como los que vamos a describir a continuacién.
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11.2 Esquema a tres niveles

13

— 3
:dzzﬂz =P,
P3 1 2

Figura 11.2: Esquema de un laser a tres niveles. La emision Idser se obtendra entre los niveles 2 y 1.

Este es el mecanismo del laser de rubi. P3 = Wi3n;.

11.2. Esquema a tres niveles

Si, como es usual en el ldser de tres niveles (figura 11.2), el nivel 1 es el estado fun-
damental y el 2 es el primer excitado, es obvio que di, = 0, y que al ser sélo posible
la transicién del nivel 2 al 1, ds,, = 0. Entonces la variacion de la poblacién total se
simplifica:

— =P +P
a >+ 1

Si la constante de tiempo d§21 es mucho mas corta que los tiempos en los que cambia
el bombeo Ps (por ejemplo el tiempo de duracién del pulso en un bombeo pulsado) se
puede asumir que la poblacién ng sigue fielmente al bombeo. El paso de 1 a 2 via 3 es
rapido y en 3 no se acumula poblacién. De otro modo:

%:Pg—d?)Qng:Pg—PQZO
dt
Es decir, los bombeos son practicamente iguales, Py ~ Ps.

Si, ademds, d3z > 75," la poblacién tiende a acumularse en 2 (nivel metaestable) y al
cabo de poco tiempo n3 < no,ni. Por ejemplo, en el laser de rubi 701 es de 1 ms, lo que
es tan largo que configura una transicién casi prohibida. Si ng es la densidad total de

centrosl, ng=mn1+nNy>=nqgy
dny

dt
es decir, P = —P5: 1o que llega a 2 viene de 1 por 3. Llega un momento en que se establece
una ligera inversién de poblacién, ny 2 ny ~ ng/2 con Py = Wisng/2. Observando todas
las circunstancias precedentes se tiene

dn; o 1 1
t = — <1 + 92) 217%[—< +do1 + d12> nz‘-l-(—gQ — +diz — gzd21> na+ (1 + 92> Py
de g1/ hg To1 g1 T21 9 91

~0

Podemos reescribir esta ecuacion de evolucién de la inversion de poblaciéon de una
manera significativa usando por una parte la constante de tiempo
1 1

— = — +da +di2
T 721

Inormalmente, los centros son impurezas sustitutivas en una red cristalina. Por ejemplo, en el ldser de

rubf se utilizan iones Cr3*.
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que representa (regla de Mathiessen) la constante de tiempo de la inversiéon de poblacion,

y por otra la constante
1
K = <92 — —diz+ 92d21) nd
g1 721 g1

que es la responsable de que, en ausencia de radiacién y bombeo, la inversién de poblacién
acabe siendo negativa si da; y di2 son las probabilidades térmicas (siempre da; > di2 en
virtud de la estadistica de Boltzmann). Es decir, K representa un desgaste de la inversién
de poblacién. Por dltimo podemos introducir un bombeo efectivo

P=-K+ <1+92>P2:—K+ (1+92>P3
g9 g1
y asi, en estas magnitudes P, 7 significativas,
dn; g2\ 021 1
=—(1+=) —nl——-n;+P. 11.1
dt < * g1/ hiy i 7 + (11.1)

Por lo tanto para producir una inversién de poblacién, podemos introducir radiacién que
induzca transiciones 1 — 3, via el bombeo P3 = Wi3n;.

11.3. Esquema a cuatro niveles

Si tenemos un léser ideal de cuatro niveles (figura 11.3) en el que ds2 y dig son proba-
bilidades mucho mayores que el resto de las que intervienen en el esquema, tendremos
que ny ~ 0, es decir

1
=————nal — < +da1 + d2n> ng + P
T21

En este caso ny < ng, asi que ng ~ ng. Asi, ahora basta llevar un pequeno ntmero de
atomos al nivel no para tener inversién de poblacién. Con P = P, = dsns ~ Ps, se
puede escribir (n; ~ ng)

dn; o921

1
—n;l ——-n; + P 11.2
dt hl/o ! T ! ( )
El esquema de cuatro niveles es ventajoso porque no hace falta promocionar al nivel 2
una cantidad tan grande como ny4/2. El ldser de tres niveles fue sin embargo el primero
en construirse.

11.4. Evoluciéon comparada de la inversion

Como estos son los esquemas de niveles que utilizan los laseres méas usuales, vamos
a centrar en ellos la atencién. Formalmente, las ecuaciones que corresponden a ambos
esquemas son analogas. En el caso de tres niveles (ec 11.1) cabe destacar que cada proceso
estimulado de radiacién reduce en un factor (1 + g2/g1) la inversién de poblacién (= 2
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3
daaniz
E; 12
1
Tl
1
dio
1]

Figura 11.3: El tiempo 721 en un ldser tipico de 4 niveles Nd:YAG es del orden de un tercio de
milisegundo, un tiempo muy largo frente a los 10~ 0 1078 s de las transiciones atémicas
habituales. Las transiciones no radiativas d se realizan en tiempos del orden de 107!,
P3 = Wogno.

si g1 = g2). En cambio, en el caso de cuatro niveles cada emisién estimulada (ec. 11.2)
reduce en una unidad la inversiéon de poblacion. Por supuesto, entre estos dos casos
ideales, caben numerosas situaciones intermedias, pero estd claro que el esquema de
cuatro niveles necesita una inversién de poblacién menor para producir la misma energia.

En la practica el bombeo a 3 va a una banda de niveles, o a una serie de bandas conectadas
entre si por transiciones no radiativas. Lo que si es importante es que los niveles laser sean dos,
v lo mas estrechos posibles. Hay no obstante laseres, como el HeNe para los que 2 estd escindido
en varios y dependiendo de las probabilidades de paso de 3 a 2 se obtiene una u otra linea. Para
evitar la transicion mas probable y lograr que se vean otras, hay que inhibirla, por mecanismos
que describiremos més adelante. De hecho el laser HeNe puede producir transiciones en verde,
amarillo, rojo... La mas usual es la roja de 632nm. En este laser el bombeo no se hace mediante
radiacién, sino por impacto de electrones. El bombeo eficaz es el que se hace a través del Helio,
que funciona como depodsito de inversién de poblacién y transfiere colisionalmente la energia al
Neon, que tiene niveles muy préximos.

De hecho en el ldser de rubi, el original de tres niveles, no hay tampoco solamente tres, sino
que el 2 es doble y por eso de este laser se obtiene un doblete de radiacién.

11.56. Regimenes de trabajo

Vamos a explotar las ecuaciones 11.1 y 11.2. Si el primer término es pequeno la inver-
sién serd practicamente debida al bombeo P y a las pérdidas contenidas en 7. Entonces
diremos que el amplificador estd trabajando en pequeria serial. Por el contrario si el pri-
mer término es grande frente a los otros diremos que trabaja en saturacion. El criterio
para establecer el cambio de régimen de pequena saturacién es, en 11.1,

1
(1 + 92) el
g1/ hw T
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Y andlogamente en 11.2. Se ha definido como intensidad de saturacion:

hl/()

I 3] _ tres niveles 11.3

O (1+g2/g1)omT ( ) (1L3)
h

I([)A‘] = (cuatro niveles) (11.4)
0921T

En ambos casos,

dTLi I n;
=—(1+=—)=2+P
dt ( * [0) T *

En saturacién la inversién de poblacién esta siendo erosionada de modo importante por
la presencia de las transiciones estimuladas. Hasta ese punto el amplificador funciona en
régimen lineal (pequena senal). Si lo que se quiere es un amplificador fiel, que reproduzca
la entrada, nos interesa este régimen de pequena senal. Si lo que buscamos es obtener
energia, debemos situarnos en saturacion.

Si la constante de tiempo del sistema, 7, es muy corta en comparacion con los tiempos
tipicos de evolucién del bombeo, el sistema se adapta velozmente a los cambios que
introduce el bombeo y la inversion sigue dichos cambios con fidelidad. Entonces los dos
términos del segundo miembro son casi iguales: hacemos una aproximacién adiabdtica
de proceso cuasiestacionario tomando

dni
dt
Como se verd mas adelante, cuando el medio amplificador estd en un resonador, la
inversién de poblacién en los regimenes estables se bloquea en un valor umbral y en él
se mantiene durante el funcionamiento del laser.

~0

De la ecuacion anterior podemos, entonces, despejar la inversién de poblacién

_ Pr
C14+1/1

llevando esta expresién a la de la amplificacién por unidad de longitud, a = o91n;
obtenemos que la ganancia en pequena senal (I < Ip), denotada por «p, valdra

ng

(11.5)

ag >~ Progy

y podremos poner

_1d[_ (7))

S T 11.
S Tdr T 1+ 1/D (11.6)

La expresién anterior, conocida como formula de Rigrod nos indica que el amplificador
de radiacién se caracteriza por dos parametros basicos: la amplificacién en pequena senal
ap y la intensidad de saturacion [Iy. Esta ecuacién puede ser integrada a lo largo un
recorrido z de la radiacién en el medio. Podemos asi escribir
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Figura 11.4: Efecto de la saturacién en un amplificador. La curva estd determinada por ag e Ij.

I
(1 + IO) dI = aplpdx

e integrar entre la intensidad a la entrada? I (0) y en el punto z, I (z)
1(z) I
/ <1 + O) dl = aofo.r
1(0) I

I+ 1y lnI)|§Eg)) = aploz

es decir

La ganancia del amplificador se define como el cociente de intensidad saliente y en-
trante: G (z) = I (z) /1(0).
La ecuacién anterior se puede dividir por 7(0)
](m) Iy I(SC) Iy
— -1 1 =
10 I 10 10
donde Ip/I (0) es la ganancia en saturacion. Para la ganancia en un paso de 0 a = a
través del medio amplificador queda asi:

de donde

I(0) ooz —InG (x)
IO N G (CL’) —1
Se trata de una ecuacién implicita en G e indica que cuanto mayor sea la intensidad

I(0) de la radiacién de entrada, tanto menor es la amplificacién G (zona final de la curva
en la figura 11.4). Este es el efecto tipico de la saturacién y es consecuencia del efecto de

*No confundir la intensidad de entrada I (0) (que fijamos para cada experimento) con la intensidad de
saturacion, Iy, que es un parametro caracteristico del medio amplificador para cada frecuencia vy.
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la intensidad sobre la inversién de la poblacién. Una intensidad I (0) alta genera muchas
emisiones estimuladas, reduciendo n; y, por tanto, G.

En pequena senal I < Iy, la ecuacién de transporte (férmula de Rigrod) no tiene el
término de saturacién y se reduce a

dI
— =apl.
dx @o

La solucién es la tipica de amplificacién exponencial
I(x)=1(0)e**

y lo que hemos llamado ganancia del amplificador seria G () = exp agz. La mayoria de
los métodos para medir la ganancia en pequena senal se basan en esta ecuacion.

11.6. Nivel de ruido del amplificador

Discutimos en este apartado otro aspecto importante en la amplificacién de radiacion:
el ruido debido a la emisién espontdanea. De la emisién espontanea, como hemos discu-
tido, sélo una pequena fraccién se va a incorporar a los modos amplificados, y son los
correspondientes fotones los que determinan el ruido cudntico del amplificador. Vamos
a estudiar cudl es su papel.

En el tratamiento realizado hasta ahora solo se ha tenido en cuenta en la ecuacién de
transporte la influencia de los procesos estimulados. Es una buena aproximacion, ya que
los procesos espontaneos sélo pueden competir en un modo cuando el nimero de fotones
por modo es del orden de la unidad o menor. Es evidente que en los modos de una senal
incidente con baja divergencia y pequena anchura espectral la poblacion de fotones sera
usualmente mucho més alta.

Ahora bien, cuando el amplificador opera en baja senal, puede ocurrir que los fotones
espontaneos incorporados a los modos de la radiacién incidente constituyan una frac-
cion apreciable de la salida. Sobre todo teniendo en cuenta que participan en el proceso
de amplificacién. Como la fase de estos fotones espontaneos es incoherente con la senal
incidente, esta radiacién espontanea amplificada constituye el ruido cudntico del ampli-
ficador de radiacién. Su importancia es clave: en la mayoria de los ldseres no se introduce
radiacion, sino que basta con amplificar el ruido cuantico interno para obtener la emisién
laser. Se usa pues el ruido como senal de entrada. En algunos laseres incluso basta con
un recorrido a través del amplificador para que el ruido cuantico dé lugar a una potencia
enorme. En otros es necesario hacer varios recorridos, recurriendo para ello a insertar el
medio amplificador en un resonador. En estos tdltimos el ruido cuantico empieza a ir de
espejo a espejo, amplificindose, y termina por convertirse en la salida del laser.

Vamos a evaluar la magnitud del ruido cuantico espontaneo producido por el am-
plificador. Para ello debemos anadir en la ecuacién de transporte de los fotones 77 la
contribucién de la emisién espontdnea. Pero de la emisiéon espontanea total debemos
seleccionar la fraccion que se propaga dentro del angulo sélido 2 que el detector abarca
en la salida del amplificador. Ademads, como la emisién espontdnea amplificada tiene una
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11.6 Nivel de ruido del amplificador

anchura de linea aproximadamente igual a la del amplificador (0v) y ésta es menor que
la natural (Av), también debemos seleccionar esta fraccién del total. La ecuacién de
transporte sobre la intensidad del ruido amplificado en la deteccién de salida, Ir es pues
la siguiente:

dip N9 AQ v
—_ = i — Oy I — _— .
dx (n o2 @ ) R+ 721 hVo 47 Av

Con la condicién inicial I (0) = 0 se integra la ecuacién lineal anterior

AQ v hvg [* .
Ip(x) = == 220 [ elmozi—aidy) gy,
r (7) 47 Av 191 /0 ‘ "

Si consideramos n; () y na () homogéneas a lo largo de todo el material (como veremos,
en pequena senal hay buenas razones para hacerlo), y llamamos [ a la longitud éptica
total del amplificador tenemos

AQ v hV() exXp [(ni021 — Oéi) l} —1
Ir(l) = — — — . 11.7
r (D) 4 Av 791 ni021 — O " ( )

Hemos calculado el conjunto de todas las radiaciones espontdneas que se ha amplifica-
do. Pero jcudl es la semilla?. Para calcularla o medirla, se toma una pequefia rodaja de
anchura [/N y se restringe el bombeo a dicha rodaja: lo que se recoja en el detector serd
exclusivamente la radiaciéon espontanea producida alli, sin amplificar, ya que la longitud
es pequena. Si multiplicamos por la longitud, tendremos la semilla total.

Podemos desarrollar la exponencial en serie

l

e(niazl—@i)l/N — 1~ (7%’021 - ai) N

Entonces

Lo, (L) = B8 0v o
P N N 41 Av 721 Nn2
y como Iegp (1) = Nlesp (I/N) podemos en definitiva escribir la ganancia del ruido como
In(l)  elwomadl 1
Iesp (l) (CMQ - ozi) l

(11.8)

donde hemos puesto n;091 = g porque generalmente el ruido se amplifica en un solo
paso en pequena senal.

Si el medio laser esta bien disenado, de modo que o; < «aq la expresién anterior es
funciéon exclusivamente de . Con esta ecuacién disponemos de un criterio para saber si
un amplificador estd saturado. En efecto, eso ocurre cuando la intensidad de la radiacién
es lo suficientemente grande como para erosionar la inversion de poblacion. La saturacion
se producird en general si la intensidad espontdnea emitida es del mismo orden que la
estimulada.
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Figura 11.5: Estimacién del angulo sélido de amplificacién espontdnea para una varilla de radio a y
longitud .

La intensidad espontanea total emitida por la varilla, teniendo en cuenta todos los
angulos y todas las frecuencias, no solamente la banda de amplificacién, es

hvy AQ v
Tesom = —1 — =1
o, T p— N9 (con i Ay )

cuando esto sea del mismo orden que lo producido por la emisién laser, lospr = Ig (1),
estaremos en saturacion. Ello implica

expanl — 1 0v A0 _
apl Av 4

Si el medio amplificador, como ocurre con frecuencia, tiene la geometria de un cilindro
de radio a y longitud [ el angulo sélido en que se amplifica la emisiéon espontanea puede
ser estimado asi (figura 11.5):

AR raN?

= (1)
Un poco més complicado es estimar dv/Av, pero se sabe que en los ldseres més usuales
su producto con AQ /47 vale 1072 6 10~%. En estas condiciones el criterio de saturacién
es

apl =9...11

una amplificacién muy alta, pero posible en algunos casos. Estos casos son los llamados
laseres de avalancha, que estudiaremos seguidamente.

Para saber si en un sélo recorrido se va a producir saturacién, estas cifras suponen
una sobreestimacion, ya que hemos supuesto pequena senal y en dicho régimen la am-
plificacién es mucho mas grande que cuando estd saturando.

11.7. Caracterizacion de un amplificacion de radiacion

Ya se ha visto que los dos pardmetros que caracterizan a un amplificador de la radiacién
electromagnética son la amplificacién en pequena senal aq y la intensidad de saturacién
Iy. La descripcién de un amplificador requiere pues la medida de estos dos parametros.

Existen muchos métodos para medir la amplificacién en pequena senal generalmente
adaptados a cada caso concreto. Se suele utilizar el propio ruido cudntico del amplificador,
que acabamos de estudiar, en la determinacion de ag e Ij.
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NANANAA, NAANAAAAAAAANANAAA,
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Ir(I72) Ir(1)

Figura 11.6: Método de Silvfast y Deech para la medida de o (bombeo 6ptico).

11.7.1. Método de Silfvast y Deech

Aqui vamos a describir un método debido a Silfvast y Deech que es facilmente aplicable
en la mayoria de los casos. En este método se mide la radiacién espontanea amplifica-
da tras un recorrido de amplificacién [ y luego tras [/2. Si desprecian las perdidas de
transmisién interna «; en la ec. 11.7 y se tiene en cuenta que la amplificaciéon de la
emision espontanea se efectiia usualmente en pequena senal, y por lo tanto ag = n;oo1
(la inversién de poblacién no es alterada por la presencia de la radiacién), entonces, si
con el mismo bombeo se mide Ir para una longitud /2, tenemos

Ir(1) expapl — 1

Ir(1/2)  exp(apl/2) — 1

De donde obtenemos una ecuacién de segundo grado en exp (agl/2):

Ir(1) Ir(1)
Tr(1/2) Ta(l/2)

Resolviéndola, y despejando ag

Ir(D) _ 2 (k)
) 0 =T (IR<Z/2> 1>

de la medida de la emisién espontdnea amplificada obtenemos la ganancia en pequeiia
senal. Cuando el bombeo es éptico el método se aplica con facilidad; basta con medir
primero la intensidad que emite el amplificador bombeado completo, y después bombear
solo la mitad volviendo a medir la emisién espontédnea amplificada (figura 11.6). Cuando
es por descarga, se deben preparar dos tubos diferentes, uno de longitud doble que el
otro, etc.

Por lo que se refiere a la intensidad de saturacion Iy la mayoria de los métodos ex-
perimentales de medida extraen esta informacion del andlisis del amplificador en un
resonador, pues como veremos después en estas condiciones es facil saturar el amplifica-
dor.

exp apl — exp (apl/2) + -1 =0

exp (apl/2) =

11.7.2. Método “de la amplificacion relativa”

En este apartado presentamos otro método de caracterizacion con una ficil realizacién
experimental. En efecto, los pardmetros del amplificador se podran obtener de la medida
de la amplificacién relativa AI/T(0) en funcién de la intensidad de entrada, I (0).
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Figura 11.7: Dispositivo para la caracterizacién del amplificador por el método de la amplificacién
relativa.

Recordamos que integrando la férmula de Rigrod (11.6) en un recorrido ! en el que no
se produce saturacién se obtenia

Ioln@ —I-I(l) — I(O) = aplpl

1(0)
O sea
) _ I(l) —1(0)
70) ~ exp agpl exp To
La amplificacién relativa en el recorrido [ es
AT I()—1(0) I(]) I(l) — 1(0)

= = — 1 =expapl exp -1

1(0) 1(0) 1(0) To
El valor de AI/I(0) se puede obtener experimentalmente con facilidad (figura 11.7)
si se dispone de un ldser u otro foco luminoso de la misma longitud de onda.
En baja senal 1(0), (1) < Iy

0 (1) ) I
lim -2 = 1= lim — = -1
10) =0 1(0) FPUWETAT0) om0 I(0) TP
Como
d AI exb cend ex ~I(1) - 1(0) _ld](l)_i_i

ar(0yI(o)y — “paoreRp To IodI (0) " Io
La pendiente en el origen en la grafica % (1(0)) (figura 11.8) sera la tangente cuando
I(0)—0

d Al 1

fm = — l -1
1020 dI (0)I(0)  Ip PO (expaol —1)

Entonces, si la tangente en el origen corta al eje I(0) en I,

-1 1
SR — = expaol (expagl — 1)
I 1o

Por lo tanto

Iy = Lpexpagl
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AL
10) 4

expla) -1 1

EN 1(2)
Figura 11.8: Amplificacidn relativa en funcién de la intensidad a la entrada.

En conclusién, con la medida de AI/I(0) en funcién de I(0) obtenemos agl a través
de la ordenada en el origen y con este valor la tangente en el origen a través de I, nos
permite hallar Ij.
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12 Laseres de avalancha

12.1. Fundamento

Consideremos ahora el caso en que el ruido cudntico del amplificador lo satura por
completo, y por tanto no podemos emplear las ecuaciones del apartado anterior. En
régimen de saturacién, I > I la férmula de Rigrod (ec. 11.6) se simplifica:

Iy dr
N dx
de donde con la condicién I (0) = 0 (sélo se amplifica el ruido del propio amplificador)
se obtiene la siguiente relacion lineal entre intensidad generada y longitud recorrida por

= aplp

la radiacién en el amplificador:
I(x) = aplpz.

La expresién explicita para Iy depende del esquema de niveles del medio amplificador,
entre otros factores, segin las férmulas 11.3 y 11.4.

En algunos amplificadores se pueden conseguir ganancias extremadamente altas en
tiempos muy cortos. Durante el breve tiempo en el que la amplificacion alcanza valores
muy altos, el ruido cuéntico sobresatura el amplificador (A.S.E., Amplified Spontaneous
Emission). Son los ldseres de avalancha.

Entre los laseres de avalancha, merecen mencién especial los de onda viajera; en éstos,
la inversion de poblacion la produce una excitacién de bombeo que se desplaza a la
velocidad que la luz tiene en el medio amplificador, ¢ = ¢o/p. En virtud de las relaciones
n; = Pt/ (14 1/Iy) y ap = n;og la forma de propagacién del bombeo se traslada a la

amplificacién:
P:P<t—£> —>a:ao<t—£>
c c

En este caso en la ecuacién de transporte de la radiacién (10.2) existe una dependencia
explicita de la intensidad en el tiempo:

1dl o1 1g—] Tag(t—x/c)

- e T — = ~ [ t—
cdt 0x+68t “ 1+1/1 0 (¢ — /)

con el siguiente cambio de variable nos montamos sobre la onda viajera
/
t = t—ux/c =z

y teniendo en cuenta que
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Figura 12.1: Montaje para la generacién de la onda de bombeo por el método de la linea de Blusalein.

Arriba, alzado exterior (la circunferencia representa el tubo de descarga). En el centro,
planta. Abajo, alzado representando la progresién de la onda.

volvemos a tener una ecuacién con la misma forma que en el caso adiabdtico 10.4

ol
a0

y por lo tanto, recordando que se amplifica el ruido ( (0) = 0) y tomando Iy = I[gg]:

hl/()Pl

T =7 +92/91

Los sistemas experimentales que se han de emplear para conseguir la onda de bombeo
se explican a continuacién.

12.2. Generacion de la onda de bombeo

Los métodos més empleados en el bombeo de gases a baja presiéon son el de la linea
de Blusalein y el de las lineas coaxiales formadoras de pulso.

La base de ambos reside en la aplicaciéon a dos electrodos alargados entre los que se
encuentra el gas de una onda de alta tension que progresa sobre la longitud del electrodo
a la velocidad de la luz.

12.2.1. Linea de Blusalein

Para conseguir la onda de alta tensién en este método, ilustrado en la figura 12.1,
se construye la linea con dos condensadores planos idénticos, que tienen conectada una
armadura a cada uno de los electrodos. En la esquina de uno de los condensadores se
ubica un disruptor, que al cerrarse descarga este condensador.

Si la conductancia del disruptor es pequena, una onda de caida de potencial se propaga
a partir de éste por la linea que constituyen las armaduras del condensador. Como el
otro condensador sigue cargado, cuando la caida de potencial alcanza el extremo del
electrodo se genera una descarga que se propaga con la misma velocidad con que marcha
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Figura 12.2: Linea de Blusalein con los electrodos en dngulo. El sistema sigue el mismo principio que
se utiliza en las torres de los tendidos eléctricos para conducir fuera de la linea la alta
tensién de los rayos, evitando que se propague al siguiente segmento de linea.

el corte del frente de ondas! sobre el electrodo. Esta velocidad es la de propagacién de
la onda en el dieléctrico del condensador, v, dividida por el seno del dngulo («) entre
el frente de ondas y el electrodo; para que se produzca el bombeo en onda viajera esta
velocidad debera ser igual a la de la luz en el medio amplificador, es decir:

sina =v/c

Asi, la descarga entre los electrodos que produce el bombeo de poblaciones en el gas se
desplaza a la misma velocidad que la luz que estd amplificando. El parametro a ajustar
es q.

Se puede conseguir el mismo efecto si los electrodos forman un angulo § en lugar de ser
paralelos (figura 12.2). Entonces, al descargarse el condensador a través del disruptor,
la descarga entre los electrodos se inicia en el extremo en que estos se encuentran mas
préximos?, y rapidamente se desplaza hacia el otro extremo. Lo interesante es que la
velocidad de desplazamiento de la descarga depende, ademas de la presién del gas entre
los electrodos, del angulo 8 que forman éstos.

Cabe senalar que el laser puede funcionar sin efecto de linea. Por ejemplo, si el disruptor
no tiene inductancia suficientemente baja el condensador se descarga en todas partes
simultdneamente y la potencia es menor, aunque en general es también bastante alta.
En algunos casos se usan uno o dos espejos para realimentar.

12.2.2. Lineas coaxiales formadoras de pulso

También se puede conseguir el efecto de onda viajera si la descarga se realiza entre
una sucesién de electrodos cortos, unidos a un disruptor por lineas de transmision de
longitud variable (como en la figura 12.3) cuyas capacidades se descargan a través del
disruptor.

1Se necesita un disruptor con inductancia muy baja para que la onda sea verdaderamente abrupta.
2Esta geometria permite relajar la exigencia de una inductancia muy pequefia para el disruptor.

http://alqua.org/documents/FdL 117



http://alqua.org/documents/FdL

12 Laseres de avalancha

a A.ism?hoc

-

3, Uneas coasiales

Figura 12.3: Montaje de lineas coaxiales para la generacién de la onda de bombeo. La onda de
descarga va llegando en orden de longitud del cable disruptor-condensador.
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13 Amplificadores resonantes regenerativos

Frecuentemente la amplificacién por unidad de longitud que se puede conseguir en un
medio es tan pequenia que para alcanzar amplificaciones sustanciales seria preciso que la
radiacion recorriera grandes longitudes de medio en inversién. En la practica esto puede
ser dificil o poco manejable.

La forma habitual de solventar este problema es introducir el amplificador en un
resonador Fabry-Perot. De esta forma la radiacién resonante pasard una y otra vez a
través del amplificador en las sucesivas reflexiones en los espejos y en cada paso resultara
amplificada. Es como si el medio amplificador se hubiese alargado tantas veces como la
radiacion pasa a través de él en las sucesivas reflexiones. Dado que en cada reflexion la
radiacién entra y sale del medio invertido hay que evitar las pérdidas por reflexién que
se producirian en estos transitos. Para ello existen dos alternativas:

= Una consiste en hacer que la entrada y la salida se efectiien a través de un plano en
angulo de Brewster (figura 13.1). En el dangulo de Brewster la onda P (la que lleva
la polarizacién en el plano de incidencia) pasa casi sin pérdidas y la onda S (la que
lleva la polarizacién ortogonal) se refleja muy eficientemente. No hay pérdidas de
insercién por haber insertado el medio ahi dentro, y ademas el sistema selecciona
una polarizacién, la P. En este sistema la radiacién que se va a obtener a través
del espejo semitransparente sera polarizada.
El medio amplificador puede ser sélido, liquido o gaseoso. En los dos tltimos (flui-
dos), debemos recordar que el dngulo de Brewster es el correspondiente al indice
de refraccién de las ventanas del contenedor, tan ap = n.

= Una segunda posibilidad consiste en depositar un recubrimiento antirreflectante
sobre las ventanas de entrada y salida del medio amplificador (figura 13.2). Un

Figura 13.1: Montaje del medio amplificador en un resonador con dngulo de Brewster.
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Figura 13.2: Recubrimiento antirreflectante en las ventanas del resonador.

recubrimiento de este tipo elimina por interferencia la componente reflejada (gafas
de dptica azul).

Usualmente, el medio amplificador no llena completamente la distancia d entre los espejos
del resonador. Entonces, si L es la longitud del medio amplificador y éste tiene un indice
de refraccién a la frecuencia de la radiacién amplificada p = u (1), el camino 6ptico I
entre los espejos del resonador sera:

l d—L L
+
Co Co CO/M

(el primer término representa la propagacién a la velocidad de la luz en el vacio; el
segundo a la velocidad en el medio). La longitud éptica del resonador es pues

l=d+(p—-1)L

y asi no necesitamos preocuparnos de qué medio hay en el interior.

Para un resonador pasivo la funcién de transferencia la escribfamos f = t;e’®. En un
resonador activo debemos tener en cuenta la ganancia del medio, que denotaremos g (en
amplitud) y G = ¢? (en intensidad). El campo y la intensidad en este recorrido cambian
con las siguientes funciones de transferencia respectivamente:

f=tge®,  F=|f>=T4¢"=TG

y el andlisis es paralelo al de los medios pasivos, solo que incorporando el nuevo factor.
Por ejemplo, la funcién de transferencia del resonador para la intensidad (9.2 para el
resonador pasivo) pasa a ser

Ty T;G
(1 — RT;G)* 4+ 4RT;G sin? ¢

Gr = (13.1)

Para distinguir una de otra, denotamos con G la funcién de transferencia en presencia
de un medio activo. Las condiciones en las que G es maxima son las mismas que las
que estudiamos para Fr: ¢4 = gm. En dichas condiciones de méximo

TG

(GT) max = m
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Observamos que si se parte de la situacién de resonador pasivo (ganancia en un paso
G =1) y a través de un bombeo progresivo se hace crecer G hasta aquel valor G,, para
el que

RT;G, =1

se obtiene (G'7),,.x = 00. Esto representa un régimen estacionario fisicamente imposible
(resonador desestabilizado), pues supone que el campo se hace infinito a la salida del
resonador.

Lo que ocurre en un dispositivo experimental es que mientras RT;G < 1 las pérdidas
son mayores que la ganancia en cada paso entre los espejos. Pero si la ganancia G es
mayor que las pérdidas en un paso entonces el campo crece en cada paso. Ahora bien, el
crecimiento del campo erosiona la inversiéon de poblacién por el efecto de las emisiones
estimuladas, y por lo tanto el valor de G. Esta autorregulacién hace que G tienda a tener
valores ligeramente por debajo o por encima del valor llamado umbral,

1
RT;

Gu

en el que la ganancia iguala a las pérdidas.

Asi pues, para que se inicie la emisién ldser en el resonador el mecanismo de bombeo
que produce la inversién de poblacion debe ser suficiente para que se alcance la condicién
umbral, y sélo se emite la energia introducida por encima de dicho umbral.

Los laseres de resonador normalmente también amplifican su propio ruido cuantico.
Como en el resonador activo F' = T;G la anchura de un modo (ec. 9.6) pasa a ser:

1-— TiRGE
VT;RG |

La anchura de los modos esté ligada a la ganancia. Cuanto mas cerca esté de la situacién
umbral tanto menor es la anchura de las resonancias. De hecho, cada modo laser es tan
monocromatico que su anchura no se puede medir por ningiin método directo, puesto que
el aparato convencional de medida, un Fabry-Perot sin medio activo, tiene una anchura
de modo mayor.

Por la misma dinamica, la inversién de poblacién se sitia en todo el medio amplificador
en el valor correspondiente al umbral,

(13.2)

OWgnm =

1
RT;

Gy = exp [njo91 (V) L] =

despejando,
In RT; l 1

o9 (v)L Loy (v) cte

Ny (V) =

con t. el tiempo de permanencia de la ec. 9.7. Una vez se alcanza la ganancia umbral
se instala en todo el medio activo una inversién umbral homogénea (y estacionaria sal-
vo pequenas oscilaciones), lo cual nos permite utilizar las férmulas de la amplificacién
exponencial.
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Pero si la inversién de poblacion umbral es muy alta, el bombeo también debe serlo:
hay que invertir mucha energia para superar las pérdidas. Para que un laser sea bueno,
conviene pues que la inversién umbral sea todo lo baja posible. Como se puede ver en la
férmula, conviene una gran seccién eficaz (buen medio), y un tiempo de vida del fotén
en la cavidad alto (buen resonador, es decir, pérdidas pequenas).

Se puede caracterizar la calidad del medio la ec. 10.7, de la que se deriva

A2
091 X ———— 5
Avo17o1 87
Lo que buscamos es un medio en el producto Ars1791 del denominador se parezca al
limite de transformada, (277)71; esto es mas facil en medios atémicos donde Avy; no es
tan grande.

13.1. Medios con ensanchamiento inhomogéneo

En un medio con ensanchamiento inhomogéneo los centros amplificadores tienen las
frecuencias centrales de emisién repartidas en todo el perfil en proporcion a la probabi-
lidad que tiene cada centro de situar en un determinado valor su frecuencia central de
emisiéon. Por lo tanto, cada modo del resonador permite participar en la amplificacién
a los centros (dtomos, moléculas) cuya anchura homogénea solape con la frecuencia del
modo. Los centros que no estan en resonancia con los modos del resonador no participan,
por lo tanto, de una forma directa en el proceso de amplificacién. En consecuencia, en
la radiacién emitida apareceran los modos en los que la ganancia G (v) esté por encima
del valor umbral:

1

RT;

Gy 2

La condiciéon se ha ilustrado en la figura 13.3.

La inversién de poblacién umbral es la misma en todas las frecuencias 1. La ganancia
umbral por tanto es la misma para todos los modos. Si el perfil inhomogéneo g91 es muy
grande para ciertas frecuencias 1), entonces la ganancia correspondiente G (1)) es grande
y esos modos son los que entran a producir emisién ldser antes: G (1)) > G,

La salida del laser es nula en los modos fuera de la interseccién curva de ganancia -
ganancia umbral. En el laser inhomogéneo cada modo dispone de un grupo de atomos
suministrandole energia en distintas frecuencias y que dan lugar a la salida laser en ese
modo.

Dependiendo de la geometria de la cavidad o resonador y de la anchura inhomogénea,
asi como de la ganancia, el nimero de modos amplificados puede ser de unos pocos, de
muchos cientos o de miles. Por ejemplo, supongamos un laser de gas. Como la separacion
entre modos es Av = ¢/2l, si | es grande los modos estdn muy juntos. En la figura eso
implica que entran muchos modos en la anchura Doppler. En cambio en las cavidades
cortas es posible que entre solamente un modo.
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Figura 13.3: En el caso de ensanchamiento inhomogéneo, sélo los modos con ganancia superior al
umbral participan en el proceso de amplificacién.
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Figura 13.4: La inversién se queda en el umbral en las frecuencias de los modos del resonador
(quemado espectral).
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Figura 13.5: La seccidn eficaz es diferente para los distintos modos. El modo con mayor 41 (menor
Ny ) es el primero que emite. En el caso homogéneo, hay un perfil comin para todos
los dtomos y todos estdn acoplados de la misma manera a los modos. Cuando un modo
empieza a oscilar quita energia a todos los otros, y la tendencia en ensanchamiento
homogéneo es producir un sélo modo axial.

13.2. Medios con ensanchamiento homogéneo

En aquellos medios ldser cuyo ensanchamiento espectral es homogéneo (caso de los
laseres en los que los centros amplificadores se alojan en la red de un cristal), el primer
modo que supera el umbral comienza a ser amplificado por todos los centros al mismo
tiempo y la inversién de poblacién que supera a la umbral para generar la ganancia se
gasta en amplificar la radiacién en la frecuencia de este modo. Como en las frecuencias
de los demés modos el umbral

1 1

i (V) = Ltcoor (vg)

es més alto que en el modo mds resonante, nunca llegardn a amplificarse (ver figura
13.5).

En estos laseres la tendencia pues es a que oscile el modo axial méas préximo a la
resonancia. Sin embargo en los experimentos se observa un pequeno nimero de modos,
no solamente uno. Veamos por qué.

Las intensidades que la radiacién adquiere en el interior del resonador son tan altas
que el medio estd muy saturado, sobre todo en los puntos en los que la intensidad es
mayor. En la onda estacionaria que sustenta el resonador en el modo maés resonante la
inversion se desgasta mas en los vientres que en los nodos, quedando en estos un poco
mas por encima del umbral.

En efecto, si representamos la inversion de poblacién en funcién de la coordenada axial
(figura 13.6), encontramos que en cada uno de los nodos la inversién de poblacién no se
ha desgastado, estd intocada. Nuestro medio esta entonces convertido en una especie de
rejilla de inversién de poblacion. La intensidad de luz en unas zonas es alta —inversién
pequena— y en otras es nula —inversiéon incélume—. Si eso ocurre con el modo que
inicialmente se excita, los dos mas préximos aprovechan la inversién de poblacién residual
que alli queda. Donde en el modo privilegiado tenemos un nodo, en los contiguos tenemos
un maximo. Los vientres de los contiguos coinciden en la zona central del resonador con
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Figura 13.6: La apariciéon de modos adicionales cerca del modo central se explica en virtud de la
coincidencia de sus vientres con la zona de inversién no desgastada por el modo prin-
cipal. El primer grafico representa el modo principal y el tercero uno de estos modos
adicionales.

Figura 13.7: Resonador en anillo. El elemento sefialado como Rot impide a la luz viajar en ambas
direcciones: el efecto Faraday, que da lugar a la rotacién de la polarizacién segin la luz
avanza, sumado a un polarizador, permite obturar la luz en un sentido.

la zona de la inversion de poblaciéon no desgastada por el principal, y la aprovechan para
amplificarse y superar el umbral. Y por eso aparecen dos o tres modos cerca del modo
central (ver oa (v), figura 13.5). Por lo tanto en el momento en el que el resonador
Fabry-Perot produce la onda estacionaria estd dando la posibilidad de aparicién de los
modos laterales. Estos fendmenos de desgaste de la inversiéon de poblaciéon se denominan
quemado, y se adjetivan como espaciales (el que acabamos de ver) o espectrales, como el
que se produce en el caso inhomogéneo con la inversién de poblacién (figura 13.4) que
solapa las frecuencias de los modos y que hemos discutido en el apartado precedente.

Se puede evitar la formaciéon de la onda estacionaria construyendo el resonador en
anillo (ring resonator). Los resonadores en anillo pueden ser bidireccionales, en cuyo caso
se forma la onda estacionaria como en el Fabry-Perot o unidireccionales, interponiendo
en el trayecto de la luz un rotador de Faraday (ver figura 13.7).

En ese caso no puede haber onda estacionaria y se puede obtener el inico modo axial
que estaba previsto, ya que la luz sélo puede recorrer el resonador en un sentido.

Como conclusién del apartado, podemos sefialar que el uso de un resonador permite
seleccionar una frecuencia concreta y permitir que la ganancia por paso sea pequeia,
pues la ganancia total se puede hacer enorme multiplicando el niimero de pasos.
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14 EIl oscilador laser saturado por la
emision espontanea

En los apartados precedentes hemos estudiado la amplificacién en un amplificador
resonante regenerativo. Sin embargo, en el estudio realizado se suponia que la radiacion
amplificada entraba en el resonador a través de los espejos, y ésta no es la situacién que
suele producirse en un sistema fisico real. En la practica no se puede prescindir de la
emisién espontanea, como se ha obrado de hecho en el cédlculo idealizado anterior.

En un amplificador resonante por encima del umbral, la emisién espontanea emitida
dentro de un pequeno dngulo sélido d?€) en direccién ortogonal a los espejos por el medio
invertido en la transicién laser (hiog) es amplificada sucesivamente hasta saturarlo. La
radiacién laser que se extrae a través de los espejos no es méas que la propia emision
espontdnea del nivel ldser amplificada en el medio por la inversion de poblacién. En este
caso, por lo tanto, la radiaciéon que entra en el resonador no lo hace a través del espejo,
sino que se genera dentro del propio amplificador.

A partir de las expresiones para la evolucién de la intensidad del ruido 11.7 y 11.8,
y cambiando la longitud 6ptica del resonador (I) por la del medio amplificador (L),
podemos escribir

In (L) = Loy (L) exp [(njoe1 — ;) L] — 1

(nioo1 —oy) L
donde

Q
Tesp (L) = @7571/”12

es la emision espontanea total sin amplificar producida por el medio amplificador den-
tro del angulo sélido €2 y en una anchura espectral dv. Tanto 2 como dv son dificiles
de estimar a priori, si bien en una primera aproximacién {2 podria estimarse como el
angulo soélido dentro del que sale la emisién ldser y ov = dvy, (la anchura de amplifica-
cién del modo axial). Como la intensidad espontdnea es en general baja, su régimen de
amplificacién en un paso suele ser de baja senal, y por tanto

G = exp ni0'21L

Teniendo en cuenta que T; = exp (—a; L) se tiene, en forma compacta,

GT; —1

Tr = lesp o
1

Para poder considerar aplicable el tratamiento que hemos hecho del amplificador reso-
nante, tenemos que plantear el problema del mismo modo. Pero en la teoria que habiamos
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Figura 14.1: Izquierda: entrada externa Sy equivalente la la intensidad del ruido que llega al segundo
espejo. Entrada externa Sy equivalente la la intensidad del ruido que llega al primer
espejo.

hecho suponiamos una luz procedente de fuera que se amplificaba, mientras que la luz en
la situacién presente se genera dentro y se dirige a ambos espejos. Convirtamos pues en
una senial externa lo que tenemos para poder aplicar las formulas de las que disponemos.
Consideremos la figura 14.1 (izquierda) y sea en ella S; la intensidad que tendria que
entrar por el espejo 1 equivalente a la Ir que llega al espejo 2. Entonces Ir = GT;11.51
y la fuente externa S es

S1 = Ir/GTiTH

Anélogamente, (figura 14.1, derecha) sea S la intensidad que entrando por el espejo 1
seria equivalente a la intensidad Ir que desde el interior llega a este espejo. Entonces,
RiIr =T155 y la fuente externa So es

_ Rilg
S =7

La senal total entrante equivalente a la emisién espontanea es la suma de ambas:

1+ RiT;G

S=51+85=1Ig T,

Ahora S juega el papel de I (0) en la ecuacién de I en los célculos del amplificador, y la
intensidad saliente por el espejo 2 serd, como entonces (funcién de transferencia 13.1),

T T,GT;
(1 — T;RG)? + 4T;RG sin® ¢

Is, = S

0, sustituyendo S,

(GT; - 1) Ty (1+ RiT;G)
Isy = Iesp 3 —
InGT; (1 - T,RG)* + 4T, RG sin? ¢
En el empleo de esta expresion lo més dificil es la estimacién o medida de G e Iesp (donde

estdn comprendidos pardmetros de dificil estimacién como v y §2); por otra parte, la
forma de G (v) influye ahora de una manera algo distinta en el perfil Ig, (v), aunque los
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Figura 14.2: Los modos en el resonador Fabry-Perot tienen una distancia Av,, = ¢/2l. La frecuencia
v es, por ser los modos equiespaciados, v, = kAv,, y la fase ¢, = kn = Al’fm V.

cambios no sean esenciales respecto a lo estudiado anteriormente. No debemos olvidar
que en esta expresién tenemos una dependencia de la frecuencia, por una parte en G y
por otra en ¢. La que nos interesa considerar es la mas pronunciada de ambas, que ya
intuimos que corresponde a la de los modos'. Por ello, seguimos teniendo la radiacién
emitida distribuida en las resonancias del Fabry-Perot (figura 14.2).

La intensidad promediada sobre el intervalo que saldra en una de las resonancias de

la figura sera
_ 1 l/k+AI/m/2
Is, = / Is, (v) dv
2 Al/m Vik—Avm /2 :

Salvo en los laseres de infrarrojo lejano (como por ejemplo el de CO3) la dependencia
més fuerte en v es la debida a la fase (resonancia en el denominador de Ig,). Podemos
aplicarlo para sacar factores fuera de la integral:

Iesp (I/m) [G (Vk) E — 1] [1 + RlEG (I/k)] Ty /Vk>+AV'rrL/2 dv

Jo. =
=7 Av, G ()T, w—dvn/2 (1= T,RG (v))? + 4T,RG (v) sin® ¢

Ademds, como conviene hacer la integral sobre la fase, con relacién fase-frecuencia
dada por dv = (Av,,/7) d¢ los limites de integracién pasan a ser —7/2 y 7/2 en virtud
de:

Avy,
2

s

v — ¢ = km; — %(Gﬁk—%fl):*

[\

Llamando por conveniencia A = (1 — GTiR)2 y B = 4GT;R la integral se escribe

Av,, /”/2 d¢ B Av,, B Avy,
2 J .pA+Bsin?¢ A2+ AB 1-G?(w) TR?

y, finalmente,

G ) Ti — 1] [L + R’ TG (vi)] T 1
InG (v) T; |1 — T2R2G? ()|

Is, = Tesp (10)

"Hay una excepcién: los ldseres IR pueden tener una dependencia frecuencial en G més ripida que la
debida al Fabry-Perot. Por tanto, para ellos no vale el desarrollo subsiguiente.
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14 El oscilador laser saturado por la emisién espontanea

Aunque es habitual que uno de los espejos en los laseres sea totalmente reflector,
podemos generalizar el tratamiento considerando una cierta transmitividad en el espejo
1. La expresion para la intensidad media por modo que sale a través del espejo 1, después
de un calculo simétrico del anterior, es la misma que acabamos de ver pero con las
sustituciones Ry — Ra y Th — T7.

La potencia por unidad de area y por modo axial obtenida en total a través de los dos
espejos del resonador, a partir de radiacion espontanea amplificada es la suma:

G ()T — 1 Ty + To + TG (vg) (RoT1 + RiTo)
InG () T |1 — T?R2G? ()]

IS (Vk) = fSl + j52 = IOSP (VO)

en esta expresién queda en evidencia que cuando se alcanza la condicién umbral, T;G (v;) R =
1 la intensidad en el modo se hace infinita.

En el caso de amplificacién en un sélo paso, como en los laseres de avalancha, la férmula
es también vélida, particularizando a los siguientes valores: Th =To =1y Ry = Ro =0

= T.G -1
Is = 2lesp InT;G

Aqui G es la ganancia en un paso en saturacién. En régimen de onda viajera, con
amplificacién en un sélo sentido, habria que eliminar el factor dos.
Otra posibilidad es el resonador pasivo, cuya finura depende de que T' = T1 = T» sea
pequena y Ry = Ro = R~ 1— T lo mayor posible. En este caso, T; ~ 1 y se cumple
G-1

Ii =
Glinl InG

Por tanto el ruido térmico extraido a través de los dos espejos seria

= T
Is = QIeSpm
que es independiente de la reflectividad de los espejos: la finura del Fabry-Perot aumenta
con la reflectividad de los espejos, pero no asi el ruido.

Para considerar un caso no extremo, plausible para un ldser habitual, utilicemos los
siguientes parametros: G ~ 1,T; ~ 1 (ganancia por paso pequena, pérdidas internas
pequenas). Entonces se puede usar la aproximacién

= 2lesp

,G-1 ]
InT;G
y si, para simplificar, tomamos T'= T} = T5, R = Ry = Rs obtenemos
= 2T + 2T RT;G 2T
1 ~ oot = 1, _
() = Lesp - TZR2G?] P W) T TRal
si en esta ecuacién despejamos el denominador
I
1 —T;RG (1) = MzT
IS (I/k>
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14 El oscilador laser saturado por la emision espontanea

Por lo tanto, la desviacién del umbral que corresponde a una salida Is () estd dada
por la razén entre la intensidad emitida espontdneamente en la frecuencia del modo y la
emitida por el laser en este modo. Asi cuanto mayor sea la intensidad estimulada respecto
a la espontdnea Iqs, emitida en un modo, tanto més préximo se encuentra el amplificador
a su umbral de saturacién (RT;G ~ 1), si bien la ganancia en realimentacién T;RG es
siempre menor que la unidad.

En la préactica no se pueden evitar ciertas oscilaciones en el bombeo y en el estado
estacionario real se presentara una serie de continuas correcciones alrededor del umbral
durante el funcionamiento del laser.
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15 Optimizacion de la salida de un laser

15.1. Introduccion

En un laser la radiacién se amplifica en funcién de la ganancia del medio amplificador,
representado por la ganancia en pequena senal «q, y de las pérdidas internas distribui-
das, representadas por el coeficiente de absorcién «;. Ahora bien, la salida de radiacién
introduce una pérdida externa adicional que se produce a través de los espejos del re-
sonador y que debe ser cuidadosamente regulada para que se pueda extraer la mayor
cantidad posible de radiacion.

» Si la reflectividad de los espejos es demasiado baja (aunque 7T seria muy alta, T' =
1 — R) la realimentacién es demasiado débil y la intensidad amplificada también,
pudiendo en el caso extremo no llegar a superarse el umbral.

= Si por el contrario la reflectividad es demasiado alta, préxima al 100 % la mayor
parte de la radiacion se disipa en las perdidas internas, y cuanto mayor sea la
reflectividad menor cantidad de radiacién se transmitird a través de los espejos.

Tiene que existir por lo tanto una reflectividad éptima en que se consiga el mejor balance
de extracciéon de radiacién del resonador. Este serd el objeto de la aproximacién que
vamos a estudiar.

15.2. Ecuaciéon de propagacion

Vamos a suponer que se puede considerar al ldser operando en régimen cuasiestacio-
nario. Por lo tanto la inversién de poblacién 11.5 serd

1 (&7}

donde ag = 091 (v.) P (7 tiempo de vida de la inversién, v, frecuencia del modo osci-
lante) es la ganancia en pequena senal e I es la intensidad de saturacién, dada por I([)3]
(ec. 11.3) para un sistema a tres niveles.

Como usualmente los espejos del resonador son de distinta reflectividad consideraremos
la intensidad dentro del resonador como la superposicién de dos intensidades Iy e I_ que
se propagan en sentidos opuestos (I} en sentido de = creciente, I_ decreciente, figura
15.1). La intensidad total en el interior es entonces I = I + I_. Las ecuaciones de
propagacion son
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L
B s
é*’i‘ G

> X

Figura 15.1: Convenio de nombres para la intensidad en funcién del sentido de la propagacién.

1dn_1de
I, dz I dz

Vamos a introducir las variables adimensionales f+ = I /I, con las cuales

= MNij021 — &

@ 1
oo 1+ 0+ + 6=

n; =

y las ecuaciones de propagacién se escriben igual pero sustituyendo I+ por G+. Operando
sobre ellas

dss ds_ d
T /= =0 = — _)=0
w F B+ P P (B+8-)
es decir, 54 0_ = 5(2) no es funcién de x y se pueden escribir las ecuaciones en funcién de
B+, que designaremos como y para abreviar, y de ﬁg.
o
B+
Por lo tanto
1 dsy ag - aof+ = —aift + (a0 — 4) B4 — 5§
Bedz  14+B4+55/8+ " BBy B B3 + B+ + 67

asi, con el cambio de notacién, queda la siguiente ecuacién diferencial para la propagacion
con ganancia en el seno del Fabry-Perot

v +y+ 5
y [—ay? + (a0 — a5)y — o 53]
Para obtener la intensidad normalizada, y, en cada punto en el sentido de las x crecientes

hay que integrar. El calculo explicito se puede encontrar en el apéndice 7?7, y conduce a
la siguiente ecuacién implicita en y = 34 (?7):

dy = dz (15.1)

g
\/(ao —;)? — 40[12@%

La constante ha de ser determinada mediante las condiciones de contorno, que son las
intensidades en los espejos (figura 15.2). Llamemos 8; = 84(0) y B2 = B+(1), donde [ es
la longitud 6ptica del resonador.

a;x +1n B4 +

In F(B4) = cte.
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15.2 Ecuacioén de propagacion

d)
P2

)
'™

)
&

L 4
b3

®
o AT
!

Figura 15.2: Condiciones de contorno en los espejos. La intensidad se va amplificando en cada uno
de los trayectos, aunque existe una pequena transmitividad del espejo 1 que explica la
no coincidencia de las intensidades 34 (0) y 8- (0).

Entonces las ecuaciones en los extremos son

In By + @0 InF(3) = cte
\/(ao — ;)2 — 4o
a;l +1n By + 20 InF(B2) = cte

V(00— a)? — 40253 )
Restando la primera ecuacién de la segunda obtenemos

a;l —In b1 = 20 In Fp)

& \/(Oéo — a;)? — 4a7 F(52)

Ahora llega el momento de introducir las condiciones de contorno.

Podemos asumir que como es usual en un laser R = 1 y el espejo de salida tiene una
Ry < 1 que es lo que buscamos optimizar; con esto tendremos

B4(0) = B_(0) = B
B1(0)3-(0) = 33

B-(1) = Raf4+(l) = Raf3a 2Ry = B2
6+(lgﬁ_(l) = 3} } = ﬂz - 50/\‘}]72 } (15.2)

es decir que B; = By = P2+ Ro. Podemos entonces eliminar Sy y (1 en la ecuacion en
funcién de (s, es decir

}jﬂlzﬁo

ol —In \/R>2 40 In E (\/Eﬂﬂ
\/(Oé() — Ozi)2 — 4@%R2ﬁ% F(ﬁ2)

aol n F (\/R72/62)
V(aol — ail)? — 4(al)2 Ry 32 F(52)

http://alqua.org/documents/FdL 135



http://alqua.org/documents/FdL

15 Optimizacion de la salida de un laser

En el logaritmo tenemos

V/(aol—ail)2—4(a;l)2 Ry 33 +(cwol— il —20ri1+/ R B2)
F(VR2B2)  \/(anl—ail)*—4(ail)?RafE — (anl—ail—2a;lv/Ra )
F(B2)  flaol—ail)®—4(a;l)? RaB2+(aol—asl—2a;18s)
V/(aol—a;1)2—4(eil)2 Ra B3 — (apl—a;l—20132)

La intensidad de salida es Is = (1 — R2)[+(l)lo; 0 sea Ig = (1 — Ry)[B21p.

La optimizacién de la salida supone hallar el maximo de Ig para la variable Ro con
la ecuacién de condicion anterior. Este problema resuelto computacionalmente se puede
parametrizar en funcién de los valores de agl y «;l en doble entrada. Los valores razo-
nablemente esperables de agl pueden ir desde 1 hasta 10 y los de «;l desde 0.001 hasta
1.

Las dependencias de la ecuacién son notablemente complicadas como se puede apre-
ciar. Es por ello conveniente efectuar un cambio de variable

20&1‘

Bo = sin 2, (15.3)

Qg — &

que es posible porque en la prictica 2a; 8y < ag — ;.
Con esta nueva variable A\ podemos escribir (recordemos que 31 = f3)

(a0 — i) 1‘(%) + (a0 — ) (1_%%)

F(p) = 5
(040 — Oé,;) 1-— (7231@2') — (Oé(] — Ozi) <1 — 73(?163 %)
cos2A + 1 —sin2\ cos? X —sin® A + 1 — 2sin Acos \

cos2\ — 1 +sin2\  cos2 A —sin? X\ — 1 + 2sin A cos \

COS A — sin A
= ————————cotA=cotA
—sin A + cos A

Anélogamente calculamos F((32) teniendo en cuenta que 32 = (/v Ra:

vV Rgcos A —sin A cot \ — 1 —+Rytan A
cos A — v/ Rysin A N v Ry — tan A

F(B2) =
Por lo tanto

F(B1) cosA—+/RasinA 1—+/Rytan\

F(B2)  Racos\—sin\ /Ry —tan A

Del mismo modo

Qg ap 1

\/(040 — ;)% — (20;00)? Qo — o Ccos 2\

La ecuacién es queda entonces
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15.3 Solucién numérica y estimacion de las pérdidas

ol 1 1—+/Rotan A
a;l —In\/ Ry = 0 In 2
apl — oyl cos 2 v Ry — tan A
La méxima intensidad que se podria obtener seria, teéricamente, la que se produciria
si las perdidas se anulasen (o; = 0) en la ecuacién de la intensidad total, y en completa
saturacién (I > Ij)

A _ _aol
de  1+1/I

1/1

) R el
GE= T

Iy — aply (cuando I/Ij — o0)
Por lo tanto la méaxima intensidad dentro del resonador sera
l
Inax = / Ipagdo = 100401, ﬁmax = max/IO = apl
0

Como la intensidad extraida es Is = (1 — Rg)f210, la eficiencia de extraccion, que se
define como 1 = Ig/Inax, €s

= (1 —Rz)ﬂgfo Zﬂzl_R2

Toagl apl

Por 15.2 y 15.3 entonces

1= Ry (o —ay)l

= in 2\
"R, 22 M
Esta ecuacién junto con
l 1 1—+/Rotan A
a0 1 282 in /Ry — asl = 0 (15.4)

apl — a;l cos 2\ . VRy — tan \

han de permitir calcular las condiciones para obtener la maxima eficiencia de extraccién.
En ellos A\ es un pardmetro cuyos valores estan comprendidos entre 0 y 7/4.

15.3. Solucién numérica y estimacién de las pérdidas

El calculo del méximo condicionado de 7 correspondiente a la transmitancia 6ptima
To0pt = 1 — Ra0pt del espejo de salida del resonador es un problema bastante complejo.
Observemos que son la ganancia total agl en pequena senal y las perdidas internas totales
a;l en el medio amplificador los dos parametros fisicos que determinan fisicamente esta
optimizaciéon. Con ambos valores obtenemos en abscisas la reflectividad 6ptima y en
ordenadas la eficiencia que le corresponde, sobre la figura 15.3. Asi es como se disena el
resonador de un laser.

Medidos o estimados agl v ;1 1o méas practico es resolver numéricamente el problema.
Asi, podemos dividir en N partes iguales el intervalo [0, 7/4] de valores de A\ haciendo
por ejemplo -

— n=0,1...N

)\n: )
4

==
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o, L=0.001

1.0 &L =0.01

09t
al=01
0.8 *
O)QL:O.Q
0.7
a. L =05
0.6 =
0.5 xL=10
0.4 —aOL:1O
0.3 B —(XOL:S
0.2 —O(O L=3
0.1 L=2
_._ao. —- 1 e

07 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Topt™ ! "Ropt —

Figura 15.3: Tb o,y = 1 — Ra opt (L: longitud del medio).

Para cada uno de estos A, se resuelve numéricamente 15.4 obteniéndose Ra, (A,). Con
estos valores de Ry y de A calculamos con la ecuacién de n los valores 7, (Ran, An), de
los cuales habra uno que sera el mayor de todos y corresponderd a la eficiencia maxima
Nmax Para una transmitancia éptima 75 opt del espejo de salida.

Por este método se puede construir un diagrama (figura 15.3) en el que Nmax ¥ T2 0pt
estan en ordenadas y abscisas respectivamente, y en el que aparecen dibujadas las curvas
apl = cte y ;1 = cte para un nimero significativo de valores estos parametros. El punto
en que se cortan las curvas correspondientes a los valores concretos de apl y o;l da Mmaqr

y T opt- Para conocer la intensidad maxima de salida, Igmax €s necesario medir también
Iy, pues

[S max — IOCVOZTIma)p

Obtener una estimacién de las perdidas internas es en general bastante dificil. Pero
como las curvas no son extraordinariamente sensibles a las pérdidas «;l, podemos hacer
una aproximacion. Se puede pensar que la mayoria de las pérdidas son debidas a di-
fraccién. Si por ejemplo el laser va a operar en el modo TEMyg, en un caso de simetria
cilindrica el modo transverso fundamental es el mismo que para el perfil cuadrado (modo
gaussiano) y entonces

I = Iyexp (=2r/w?).

Con este perfil la potencia total en el modo es
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15.3 Solucién numérica y estimacion de las pérdidas

a ¢ x

Figura 15.4: Situacién en la que el medio amplificador no ocupa la totalidad de la cavidad.

27 “+o0 —+o00 2 2 I
W:/ / Id25:2ﬂ'/ Ipexp (—g)rdeowwz
o Jo 0 w 2

Como la difraccion surge de limitar el tamano del medio, podemos estimar las pérdidas
evaluando la energia comprendida en las colas laterales de la distribucién transversa, que
no pasan. Si el radio del medio es R la potencia que el modo tiene fuera de ese radio es

2w +o00 T 2R2
AW = / / 1d28 = 2 rw? exp <—2>
0 R 2 w

AW < 2R2)
il ¥ —— =exp | ——5-

Por lo tanto

%% w?

Donde w es la cintura de haz del modo transverso de la radiacién, fijada por la geome-
tria del resonador. Esta estimacion suele ser buena. Si el medio es un gas, es transparente.
Si es un sélido se busca buena calidad 6ptica. Como las superficies se recubren de mate-
rial antirreflectante, tiene sentido pensar que las mayores pérdidas son las atribuibles a
la difraccion.

Las curvas que hemos estudiado son de amplia validez, aunque en algunos casos toman
una forma diferente, como en el resonador de anillo.

Es de senalar que si el medio amplificador no rellena completamente el espacio entre
los espejos del resonador entonces la longitud [ que aparece en calculos precedentes es
la longitud L del medio amplificador pues entre el medio y los espejos asumimos que la
radiacién no cambia de intensidad (figura 15.4).
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16 El laser de régimen de bombeo pulsado
cuasiestacionario

La dindmica del ldser obedece en su forma mas general a las ecuaciones semiclésicas, en
las que se tiene en cuenta no solamente la intensidad de la luz, la inversién de poblacion
y el campo, sino también la polarizacién atémica. La polarizacion esta relacionada con la
inversion de poblacién, y estd acoplada el campo. La inversién estd acoplada al campo y
a la polarizacién, y el campo solamente a la polarizacién. Las tres ecuaciones para estas
variables se llaman ecuaciones de Mazwell-Block y se plantean no sélo en el tiempo,
sino en el espacio: son del tipo (3+1). Las dindmicas descritas por estas ecuaciones
constituyen un activo campo de investigacién. Como no podemos abordar este nivel de
dificultad, vamos a estudiar algunos regimenes sencillos.

Por ejemplo, el bombeo, aunque pueda cambiar con el tiempo, supondremos que en
forma de pulso tiene mayor anchura que el tiempo de vida de la inversién de poblacion.
En ese caso es aplicable la aproximacién adiabatica que discutimos.

Suponemos que el bombeo de poblaciones es creciente hasta alcanzar un maximo, para
después decrecer hasta anularse. Esto es lo que seria un régimen de bombeo pulsado,
provocando a su vez un pulso de emisién laser (la evolucién del bombeo, la inversién de
poblacién y la intensidad de salida pueden verse esquematicamente en la figura 16.1).

1. Durante la etapa de crecimiento del bombeo y hasta que se alcanza el umbral,
la ecuacién de la inversion es (11.1 sin el término de erosién debido a la presencia

de radiacién estimulada)
dni

dt
que se integra con la condicién inicial n; (0) = 0 (situacién de equilibrio térmico):

ni (t) = /OtP (t') exp (—t;tl> dt’

la inversién de poblacién crece hasta que se produce la emisiéon laser, es decir, hasta
que en t, se alcanza la inversién umbral: n; (t,) = Ny,

n; —/tuP(t/)ex _tu? dt’ = — ! (InR— ;L)

Desde esta ecuacién se puede obtener t,, en principio si se conoce la forma de P (t).
No obstante y en caso de que los tiempos implicados en el fenémeno y en particular
t,, sean mucho menores que 7 podemos tomar

ty —t'
exp<—u ):1
T

1
=Dy p
—+ P ()
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h ' 2 I
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L3
Figura 16.1: P (t),n; (t), Is, (t)
con lo cual

ta,
v [P () ar
0

y por lo tanto el tiempo t, que se tarda en alcanzar el umbral no dependeria de la
forma concreta del bombeo, sino sélo de la energia necesaria para acumular 7, y
por lo tanto seria una buena medida de ella.

2. Una vez alcanzado el umbral la inversién se estabiliza. Si el proceso es cuasies-

tacionario

dnm

dt

entonces

y la intensidad de salida es

Is,

142

(1= Re) L4 (1)
1— Ry <TP(t) B 1)

1+ R2 zm
1—Ry (TP (t)oo1L

I —1
1+ Ry a;l —In R

1—R2 Oéo(t)l -1
01+R2 o;l —In R
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16 El laser de régimen de bombeo pulsado cuasiestacionario

donde hemos utilizado que R = /R Rs, que la intensidad total es la suma de las
que transcurren en cada sentido,

I=I,(D+I1-(1)=1+Ry) I (]

¥y que
a;l —InR
Ny, =
091l
con ag (t) = To91 P (t).

. Esto es valido para el intervalo de tiempo en el que estamos por encima del umbral
y hay emision laser. ;Cuando terminard ésta?. Para un ty tal que P (tf) = ng /T,
es decir, cuando el bombeo empieza a dejar de compensar las pérdidas. La
ecuacién es la misma que en la fase inicial, pero con la condicién inicial n; (tf) =

mm ASI’7
t—t t t—t
n; (t) = njy, exp <—f> +/ P (t') exp <—> dt’.
T t T

En cuanto el pulso de bombeo se anula, sélo queda la evolucion exponencial de la
inversién con su tiempo de relajacién 7 propio.

Todo este analisis, si bien es usualmente cualitativamente correcto, sélo lo es cuantita-
tivamente si se puede aplicar la aproximacion adiabatica que permite definir el tiempo
de relajacién 7 y el proceso puede ser considerado cuasiestacionario; por ello es por lo
que tampoco se ha usado la ecuacién de los fotones y sélo se ha empleado la condicién
umbral.

Recordemos las condiciones simplificadoras cuyo cumplimiento mejora la validez del
analisis:

= Ry debe ser muy cercano a uno. Esto da la homogeneidad longitudinal.

= Anchura de pulso del bombeo mucho mayor que el tiempo de relajacién de la
inversion.

= Homogeneidad de la intensidad en todo el resonador. Aunque el bombeo sea bas-
tante uniforme en sentido transverso, la forma de los modos implica que la inversién
de poblacion se desgaste menos lejos del eje. Esta es la hipétesis menos conforme
con la realidad.

http://alqua.org/documents/FdL 143



http://alqua.org/documents/FdL

16 EI laser de régimen de bombeo pulsado cuasiestacionario

144 Fisica del laser - 1.0.0




17 Dinamica del laser

17.1. Ecuacion de balance para la radiacion

Supongamos que la densidad de fotones es ny (x,t) y la intensidad en ese punto e
instante I (x,t). Si denotamos por ¢, el tiempo de retorno, el tiempo después de un viaje
de ida y vuelta entre los espejos del resonador para el que los fotones ocupan el mismo
punto y se mueven en la misma direccion:

I(z,t+t,)=1I(2,t) T?G*R1 Ry

como t, = 2l/c, la longitud 6ptica del amplificador es | = d 4+ (u — 1) L, su coeficiente
de transmisién interna vale T; = exp(—a;L) y su reflectividad cuadratica media es
R = VR Ry (ver figura 17.1), se tiene que el incremento de la intensidad en el tiempo
t, es

Al =1 (z,t+t,)—1I(2,t) = (R*T?G® — 1) I (z,1)

y si el fenédmeno dindmico que deseamos estudiar es lo suficientemente lento como para
que los cambios apreciables de la intensidad se produzcan en tiempos mucho més largos
que t, (t. > t,) entonces

oI Al 1

La intensidad estd obedeciendo una ecuacién de balance. Si el bombeo produce una
inversién de poblacién bastante uniforme, y el laser opera no muy lejos del umbral (como
es usual), esta uniformidad se refleja en n;,, de manera que la ganancia es a ~ oa1n;y, ¥
G = exp al, es decir

(RT;G)* = exp2[aL — (0L —InR)] = exp2 (oL — ) ~ 1+ 2 (aL — )

c

pP,o;, 0l

Figura 17.1: Caracteristicas del resonador y su medio activo relevantes para el estudio de la dindmica
temporal del |dser.
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17 Dindamica del ldser

donde la ultima igualdad es bajo la hipétesis aL.—v ~ 0. Recuérdese que vy = a;L—In R =
1/ (cte), el coeficiente de pérdida se puede considerar casi nulo cerca del umbral. Por ello

oI  2(aLl —v)
— ~———— [ (x,t

8t tr (1.7 )

Aqui 2v/t, = 1/t. y si ahora promediamos sobre todo el volumen del resonador, calcu-
lando

I(t):v/vl(x,t) dVv

podemos reescribir la ecuacién como

dl <2aL 1 ) (L 1 )

- = —_ — I = —Co21M; — — I

dt t, e l te
esta ecuacion relaciona la intensidad con la inversién de poblaciéon. Una de las condiciones
es aL—v =~ 0, que se cumple facilmente cerca del umbral. La otra, que t. > t, implica que
2v < 1, es decir, que las pérdidas son pequenias. Fisicamente, si el fenémeno se desarrolla
lo suficientemente lento en comparacién con el tiempo de retorno todo ocurre como si
la radiacion no se estuviera moviendo. La intensidad dentro de la cavidad la estamos
tomando como algo inmovil. Bajo estas condiciones, como vemos, la intensidad obedece
a una ecuacién de balance, una ecuacion ordinaria como la de la inversion n;, y acoplada
a ésta. Si utilizamos la densidad de flujo de fotones ¢ = I/hiy en vez de la intensidad
I las dos ecuaciones basicas de la evolucion temporal del amplificador resonante seran,
por ejemplo (tres niveles):

dn; - _ <1+91> 021ni¢—@+P

dt go T

d¢ L ¢ | nic

@ L — & 4 E 17.1
at peonnid = -+ -/ (17.1)

en los casos usuales como el que nosotros consideraremos en el que el medio amplificador
no llena todo el volumen del resonador la radiacién ha de ser estudiada a través de la
intensidad I o la densidad de flujo ¢ ya que mientras la densidad de fotones cambia con
el indice de refraccién del medio estas otras magnitudes son invariantes en las fronte-
ras de cambio de indice cuando estdn en dngulo de Brewster o tienen un tratamiento
antirreflectante. Se puede esquivar este inconveniente definiendo la densidad de cuantos
efectiva o promedio, ¢ = ¢/c, como si no existieran las discontinuidades en el interior
del resonador, ya qe la posiciéon de los fotones ahora no tiene ningin papel.

Como de la radiacién espontanea una pequeiia fraccién es la semilla que acaba gene-
rando el campo amplificado, hemos incluido esa pequenia contribucién del ruido cudntico
(con f = nﬁ—?%, 7 es la eficiencia cudntica, ver estudio del ruido cudntico) en la segunda
ecuacién. En efecto, sin esta semilla, inicialmente ¢ = 0 y no se inicia el fenémeno de
amplificacién. Esto es especialmente obvio cuando se realiza la integracién numérica de
las ecuaciones.

146 Fisica del laser - 1.0.0




17.2 Escalamiento de las ecuaciones de balance

17.2. Escalamiento de las ecuaciones de balance

Las ecuaciones de balance 17.1 pueden escribirse en la forma

dni n;
= —knigq— —+P
i niq +
dg / q , .ni
2 — kng— L il
at nig =+
donde k se define de distinto modo en funcién del niimero de niveles del esquema laser:
ij] = <1 -+ 92) 091C, k[4] = 091C (172)
91

Por su parte, k¥’ = Lcoay/l. Como t. suele ser el tiempo més corto, podemos escalar ¢
con t. (dado por 9.7), definiendo T" = t/t.. Asi las cosas,

dn; t
dzj = —ktniq— fn, + Pt
dg t
@ = kltcnz‘q —q+f ;cnz
en el umbral en estado estacionario ¢ = 0,dn;/dt = 0y dg/dt = 0y como f < 1 tenemos
te 1
——ng+ Pute = 0 — —ny =P,
T T
1
k,tcniu -1 = 0 — Ngy — ]{;litc

Podemos ahora escalar la poblacién al umbral, N; = n;/n;,, la densidad efectiva de
fotones como kt.q = Q y llamar m = P/P,. Con esto las ecuaciones quedan

dN; te te
- - Nz — fNZ —
dT @ T + Tm
dQ kte
—< = QN;- —EN;
dT @ @HIes

Vemos pues que los unicos pardmetros relevantes en estas ecuaciones son t./7 y m.

Con estas ecuaciones en el umbral N;, = 1,m, = 1,Q, = 0. Esta es una solucién
estacionaria conocida como solucion no ldser y cuya estabilidad vamos a estudiar a
continuacién despreciando la pequena contribucién de la emisién espontanea al campo,
pues f < 1yk~FkK.

17.3. Estabilidad de la solucion estacionaria

Ahora nos interesa la solucion estacionaria (derivadas nulas en el sistema de ecuacio-
nes), pero con emisién laser (Q # 0):

t t
—QoNio — —=Nig+—m = 0

T T
QNjp—Qo = 0
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por lo tanto Njg = 1 = Ny, v Qo = (m —1)t./7. Para estudiar la estabilidad de
estas ecuaciones no lineales debemos escoger como punto fijo la solucién estacionaria e
introducir una pequena perturbacién respecto a ella

Ni = Nip+tni=1+m
Q = Q+a

sustituyendo la solucién perturbada en las ecuaciones

dn1 tc tc
d7T = —(Q0+Q1)(1+TL1)—;(1—|—n1)+;m
d

7d§1 = (Qo+taq)(l+n)—Qo—aq

si n1 y q1 son verdaderamente una pequena perturbacién podemos linealizar el sistema
despreciando n1q

dn1 tc Q
— = —q; — —n1 — Qon
a7 q1 - 1 oni
d
7(1? = q1+ Qon1 —q1 = Qony
y sustituyendo g,

dm - _ Ll

dT = q1 mni

dQ1 ZL/c

-4 Ze -1

dT T (m )™

Estas ecuaciones se pueden escribir, utilizando la matriz de Lyapounov del sistema lineal,

como
r (o )= o) () =<0
T \ @1 te(m—=1)/7 0 7 7
las perturbaciones soluciones de este sistema son de la forma
ny (t n1 (0
( @ ((t)) ) - ( @ ((0)) ) exp AT
donde los exponentes de Lyapounov A vienen dados por la soluciéon de la ecuacién

£ —\T| =0 _)‘ —tem/T— X —1 ‘

te(m—=1)/7 =\
o lo que es lo mismo,
t t
M4+ ZmA+ S (m—-1)=0
T T

cuyas soluciones son

1t t te \?
/\i:’yaiiw:—cmii\/c(m—l)—< Cm)
2T T

27
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17.3 Estabilidad de la solucién estacionaria

4 T

T
frontera de oscilaci n

as ntota -------

35 |

25

tau/tc
N
T

05 g

Figura 17.2: Plano de estabilidad para la oscilacién ldser en funcién del bombeo y los tiempos involu-
crados. Por encima de la curva se cumple la condicién para la existencia de inestabilidad
oscilante.

Observamos que la parte real de los exponentes de Lyapounov es negativa, lo que
indica que la solucién estacionaria es estable. No obstante, eso no impide que se puedan
desarrollar en régimen transitorio oscilaciones amortiguadas exponencialmente con la
constante de tiempo

1m
27

1 |t t. \2
— i m—1) =
w tc\/T(m ) <27_m>

para que esto ocurra, w debe ser real: el argumento de la raiz debe ser positivo. Dicho
de otro modo:

Ya

v la frecuencia

m2

T >
te = 4(m—1)

La zona de inestabilidad oscilante en el plano (7/t.,m) es la que estd por encima de la
curva representada en la figura 17.2. El minimo de dicha curva

d<7)_8m(m—1)—4m2
dm \t.) 16 (m —1)

=0 (mmim (T/tC)min) = (2’ 1)

por lo tanto, el mayor valor de t. compatible con las oscilaciones de relajacién es jus-
tamente t. = 7. Si se hace t. mayor que este valor, se suprimen las oscilaciones de
relajacion. Otra forma de suprimirlas consiste en aproximar el bombeo al valor umbral
(m = P/P,).
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Cuando el tiempo de relajacion de la inversién de poblacién es muy pequeno es dificil
tener oscilaciones de relajacién. En el ldser de Nd-YAG y en el de rubi, 7 toma valores
muy altos (0.2 ms y 1 ms, respectivamente), asi que es més facil tener las oscilaciones
de relajacién que en uno de colorantes, donde 7 ~ t..

Como la pulsacion de las oscilaciones es

1 T 2

= — . /4— (PK't.—1)— (Pk't
w o0 tc( c ) —( eT)

_ L m (PN

2T te \ P,

1 47( 1) 9
= — —(m-=1)—m

2T te

las curvas de equifrecuencia obedeceran a la ecuacién

T (27'w)2 + m?

te  4(m—1)

de ella podemos obtener la potencia de bombeo que daria lugar a una determinada
frecuencia de oscilacién. En efecto, podemos transformarla en

m2 —4Lm — 4= + (27w)? =0
te 128

2
T T T 9
—ol L /(1) - _
m4 y \/(tc> 7 (wT)

si hacemos w = 0 obtenemos para el 7/t. escogido los puntos de corte con la frontera de
estabilidad, es decir, el intervalo en el que habria oscilaciones de relajacion al cambiar el
bombeo. Estos valores serian

(M) oy = 21510 <1 + E) ~ 2% [1 + (1 - ;Tﬂ (te < 7)

Por otra parte, las oscilaciones son amortiguadas, con un coeficiente de amortigua-
miento

cuyas soluciones son

_ pk'te _ m

T2 27

el amortiguamiento es critico justo en la frontera de oscilacién; por lo tanto, para un
valor de 7/t. dado los dos posibles amortiguamientos criticos seran

1 t
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2407

n/i08

Figura 17.3: Arriba, la inversién de poblacién se estabiliza en cuanto llega al umbral. Z1000,1 = 0.142.
Abajo, las oscilaciones de luz. Zjgp0,2 = 1.6 10~ n representa el ndmero de iteracién
en el esquema numérico, con lo cual las abscisas son el tiempo medido en niimero de
pasos.

Ejemplo inestabilidad oscilante y oscilaciones de relajacién. En la figura 17.3 se muestra
la solucién numérica para la inversién de poblacién (Z, 1) y las oscilaciones de
luz (Z,2) del sistema de ecuaciones dindmicas con los siguientes pardmetros: p =
t./T = 1074, m = 1.5 (bombeo normalizado al umbral), F' = 10=¢ (fraccién de
emision espontanea que se incorpora al campo del laser).

Con
v () o

y = 7.1 x1073. El periodo es T = 27 /y = 888.6. v = um /2, 7 = vy~ = 1.33 x 10%.
Con 29 = —1073 y 21 = 0 la matriz diferencial

o —zo(z1+p) +pm
D(t,ﬂf)_(m(o%il)‘FFﬂiﬁo)

permite obtener las graficas citadas mediante un integrador Runge-Kutta de paso
fijo (n =0...10°).
En las graficas se aprecian las oscilaciones de relajacion de la intensidad y cémo
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la inversién de poblacién (Z, 1) realiza pequenas excursiones alrededor el umbral
(Zn1 =1).

17.4. La condicion umbral en las oscilaciones de relajacion

La interpretaciéon completa de los resultados precedentes requiere tener encuenta que
la potencia umbral P, no es independiente de t. pues

1 l

P - —
Y klter cooyTt.L

esto significa que el laser se sitia en un punto concreto de la curva isofrecuencia

T (21w)? + (P/P,)?

te  4(P/P,—1)

este punto corresponde a un bombeo que se obtiene al despejar P en la ecuacién de la
isofrecuencia, quedando

te

P= 2Put£ (1 /1 (wtc)2>

c T

y sustituyendo P,

20 1 1 1 1
P=— —+ 5 - — —w?
L tecoor \ tc t2 Tte
A la vista de la férmula anterior, se puede obtener la misma frecuencia de oscilacién

con dos valores distintos del bombeo. Por otra parte, también el amortiguamiento v,
depende del bombeo, pues

Pkt 1L
Yo = 5 £ = 570021%]3
donde sustituyendo P se obtiene
1 1 1 5
= - - — —Ww
Te T 2 Tt

en esta ecuacién podemos obtener el tiempo de vida del fotén en la cavidad, en funcién
de v, v w:
27, — 1

t. =
Wi+l

Por lo tanto, midiendo la oscilacion de relajacion podemos obtener t.. Esta es una
forma bastante precisa de estimar las pérdidas « del laser, que son en general de dificil
evaluacion. Asi, como

l

fe = c¢(a;L —InR)
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17.5 El laser de amplificador resonante en régimen de pulso gigante

Figura 17.4: Mientras no hay emisién laser la inversién de poblacién crece al ritmo del bombeo.

tenemos

1 /1
a=—|—+InR
‘L (ctc )
por lo que el conocimiento de t. obtenido de la oscilaciéon de relajaciéon nos permite
evaluar el coeficiente de pérdidas a.

17.5. El laser de amplificador resonante en régimen de pulso
gigante

Para que el amplificador 6ptico resonante funcione como tal, es preciso que el bombeo
sea suficiente para alcanzar la inversion de poblacién umbral y se cumpla RT;G = 1.
Con ese fin usualmente se provoca una disminucién de las pérdidas para que aumente
T; v se escoge una reflectividad R suficiente para llegar a la condicién umbral con la
ganancia disponible en un paso. Pero puede ocurrir que dispongamos de una potente
capacidad de bombeo capaz de llevar rdpidamente el resonador al umbral y superarlo
ampliamente antes de que tenga tiempo de crecer el campo que se amplifica. Si esto llega
a ocurrir, la gran inversiéon alcanzada produce un incremento cada vez mas rapido de
lcampo que al principio crece exponencialmente, obteniéndose la réapida desexcitacién
de la inversién de poblacién acumulada y generdandose un potente pulso llamado de
conmutacion de ganancia. Otra forma de acumular la inversién de poblacién producida
por el bombeo consiste en eliminar la realimentacién que produce la reflexién en los
espejos del resonador. Esto se puede conseguir facilmente desalineando ostensiblemente
uno de los espejos, o bien introduciendo un sistema de transmisiéon variable entre el
medio amplificador y el espejo. Cuando el sistema sea opaco, la transmision interna serd
muy baja, T; = To y RT;G < 1.

Como no hay emision laser la poblacién se acumula al ritmo del bombeo (figura 17.4);
mientras éste se efectiie en tiempos cortos comparados con 7 como ya hemos estudiado

t t— t
n; = / P (t/) exp <) dt’ ~ / P (t/) dt’
0 T 0

Cuando se haya alcanzado la inversién de poblacién n;g més alta posible, se conmuta
rapidamente la transmision interna de la opacidad a la transparencia, o bien se realinea
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el espejo desalineado (por ejemplo, haciéndolo girar con una elevada velocidad angular).
Al hacer esto el ldser pasa rapidamente a estar muy por encima del umbral, RT;G > 1.

En esta situacion el campo crece rapidamente en forma exponencial a costa de la
inversion de poblaciéon acumulada. El proceso puede ser tan rdpido que inmediatamente
genere un pulso enorme alimentado por el exceso acumulado de inversiéon de poblacién.
Este mecanismo se conoce como conmutacion de pérdidas o del factore de calidad @
del resonador (Q-switching) En el tiempo en que se generan estos pulsos gigantes se
pueden dejar de lado las aportaciones y las desexcitaciones producidas por el bombeo y
los procesos incoherentes. Las ecuaciones del proceso seran entonces!

dni
dt mid
dg / q
2 = Kng-— 1
dt i

en estas ecuaciones t. es el tiempo de vida del fotén en el resonador vacio, y k’, k son las
dadas en la ec. 17.2 (k = kB 6 k[ en funcién del esquema).
El pulso de radiaciéon generado tras el proceso de conmutacion posee inevitablemente
un méximo, dado por dg/dt = 0, que fija
1

Kn;——=0
te

Por lo tanto la inversién de poblacion n; en el pico de radiacién es

1 1

=7 (a; =1 = Njy,
Wi~ Tow (a nR)=n

Nip =
es decir, el maximo de radiacién se produce justo en el momento en el que la inversién
de poblacién cae al valor umbral (figura 17.5). Durante la subida del pulso, por lo tanto,
la inversién comienza a caer cada vez mas rapidamente hasta la inversién umbral. La
escala de tiempos en que ocurre el fenémeno es t., por lo que resulta ventajoso escribir
las ecuaciones en forma adimensional (7" = t/t.)

dg n;
dT Nip
dn; [ n;
= —(1 - 17.3
T ( +92/91)Lnipq (17.3)

si eliminamos la variable temporal entre estas dos ecuaciones podemos obtener una
integral primera
Nip _
(52-1)

(1+g2/91) +

!Para resolver numéricamente las ecuaciones hay que incorporar la contribucién esponténea, ya que de lo
contrario el proceso jamds arranca (¢ = 0 = ¢ = 0). Esta contribucién, sin embargo, no se ha tenido en
cuenta en el resto del célculo, pues no juega ningtin papel desde el punto de vista tedrico.

dg = dn;
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D

b 4

2 4

Figura 17.5: El pulso gigante se produce cuando la inversién de poblacién cae por debajo del valor
umbral.

esta ecuacién se integra facilmente

q ng an ni
/dq = q9—Q="—""""7 U - dni]
q0 (1 + 92/91 f 40

g e () o
= nipln | — | —n; + nyg
(T+g/g) L 17 o

esta integral primera nos da la funciéon ¢ = ¢ (n;) si la integracién la llevamos hasta la
inversién residual, al final del proceso (¢ = ¢f,n; = niy)

o o (L) =
g —qi= ———— |npin [ 2L} —nir + nio
F (1+92/91)% i N0 gl ’

en esta expresion gy y ¢; son evidentemente muy pequenos, por lo que es licito aproximar
qr — ¢; = 0, de lo que resulta

LT ["f <"f> _ 1] D n = (17.4)

150 Ny \ 450

El factor de aprovechamiento de la energia de bombeo es

niyo — Ngf
140

o=

y la expresién implicita 17.4 se puede expresar en funcién de este factor
N
¢=1—-exp <—’°¢> (17.5)
Ny

en vez del factor de energia remanente no utilizada, n;r/n;. Esta funcién se calcula
numéricamente con facilidad y permite conocer (una vez establecido el umbral y la
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Figura 17.6: Fraccién de la inversién de poblacién por encima del umbral en funcién del factor ¢.
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17.5 El laser de amplificador resonante en régimen de pulso gigante

inversion inicial en que se efectiia la conmutacién, n;y) la energia extraida en el pulso
producido, ya que esta energia en el volumen total V' del medio es

E = (7120 — ’I’Lgf) Vhv

y como durante el proceso la poblacién conjunta de los dos niveles no tiene tiempo de

cambiar,
N = N1+ N2g = Ni1f + Nof
ngf = MNig+ N2 — Naf
entonces
_ g2 g2
no — Nif = n20—;n10— n2f_;n1f
1 1

g2
B (n10 — niy)

g2
= ngg —ngf — = (n19 — n1o — N2o + N2y)

g1
= (1 + 92> (n2o — nay)
91
v la energia del pulso queda
1
EFE = — (njo—n;¢)Vh
1+ g2/ (nao if)
Vhv
= —_— PN
14+ g2/m P

no toda esta energia sale del resonador, ya que una parte F, proporcional a la absorcién
interna «; L es absorbida y el resto (Fs) sale en proporcién a la pérdida a través de los
espejos:

Ey = koo, LE, Es=—-ky(mnR)E
Como F = E, + Es = ko (ol —In R) E con

1

kg = ——
O L —InR

la energia que sale del ldser en el pulso gigante serd E por la fraccién —In R/ (a; L — In R):

InR Vhv

E.=— )
y OziLlan—i—gg/glnlO

¢

Como en el pico la inversién es la umbral, ya no aporta potencia y la potencia de pico
serd la potencia que pierden los fotones que hay dentro de la cavidad en el pico. Si g, es
el nimero de fotones en el pico,

=gt e (5) ~ o
1 =Y, = Ny M| —— ) — Ny, T Ny
4 v (14 g2/91)1 nio 0
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y estos se pierden con la probabilidad de absorcién 1/t. la potencia del pico serd hv'Vgy, /t..
Como los fotones absorbidos en la cavidad lo son como antes por absorcién interna o a
través e los espejos, la potencia del pico a la salida sera

InR  hvgV chvV
oWk 1.~ R

P, =- dp

asi pues, para tener la salida energética no es necesario conocer la evolucién temporal,

vy queda

cL (ln R) hvV 150 140

=" s | —1—In— | ny
(1+g2/g1)1

por lo tanto
p, - <1+ln%)

E, b

Niu

asi, si se miden t., P, y Es se pueden tener los valores de njo/ns, y ¢ con la ecuacién
anterior y la 17.5.

El valor de t. no es facil de predecir, pues se requiere conocer la absorcién interna
a;, cosa nada facil. Sin embargo, un andlisis de la evolucién temporal puede permitir
obtener un método experimental simple para la determinacion de t..

17.6. Evolucion temporal del pulso gigante

La evolucién temporal se rige por las ecuaciones 17.3 con n;, = n;,. La integracion de
estas ecuaciones se ha de efectuar por métodos numéricos, pero en los instantes iniciales
la inversién de poblacion es apenas afectada por la radiacién, ya que se estd lejos de la
saturacion. Si tomamos n; = n;g pues

a2
Uz

por tanto, en los instantes iniciales el comportamiento es exponencial. Ahora bien, para
que esta aproximacién sea razonable, es preciso que la conmutacién se produzca en un
tiempo t; (tiempo de conmutacion o de transicidn) corto en comparacién con la constante
de tiempo de la exponencial,
le

nio /My — 1

En los instantes finales, agaotada en su mayor parte la inversién de poblacién, podemos
tomar n;/n;, < 1y entonces, si ¢qr es el valor del niimero de fotones para el cual n; =0

) f

(t:tf),
t—ty
q=4qgrexp| — 7
C

Asi pues, midiendo el decaimiento del pulso se obtiene . experimentalmente, con lo que
tendriamos de nuevo un sistema para determinar o;.

ty =

158 Fisica del laser - 1.0.0




17.7 Bloqueo de modos (mode locking)
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Figura 17.7: La inversién n; (v) depende de cada modo.

17.7. Bloqueo de modos (mode locking)

En un laser con ensanchamiento inhomogéneo ya hemos comentado que la ganancia
puede ser suficiente como para que la mayoria de los modos cuya anchura esté dentro de
la del perfil de la linea puedan superar el umbral (figura 17.7).

Esto ocurre porque cada modo dispone de la inversidon de poblaciéon que el material
tiene en las proximidades de su frecuencia vg. En los laseres de ensanchamiento homogé-
neo pero con resonador en el que se forma una onda estacionaria el quemado axial de la
inversién permite oscilar por encima del umbral a los modos contiguos al mas favorable.
Aunque sean de distintas frecuencias estos modos pueden resultar acoplados en fase,
dando lugar al fenémeno conocido como batido o bloqueo de modos (mode locking). Para
conseguir esta situacién se pueden utilizar diferentes técnicas, aunque a veces este régi-
men dinamico aparece espontaneamente. Prescindiendo de los métodos que llevan a la
correlacién en fase, vamos a plantear tedricamente esta situacion de acoplo para que nos
ayude a comprender las caracteristicas bésicas de esta dindmica. Asi pues supondremos
que estan por encima del umbral y con la misma amplitud los N + 1 modos axiales. A
estos ademas los supondremos completamente correlacionados con en la fase del campo.
De esta manera los campos de los respectivos modos se pueden escribir asi:

EW) = Eyexpi(q+ N)

EW = expi(qg+1)

E© = Egexpi(q+0) ?t, ?t,

La amplitud total es la suma
N e e N\ o e
E= 7;)EO expi(q+n) Tt = FEyexp (zq7t> 7;)exp (zn7t>

en esta expresion tenemos la suma de los términos de una progresién geométrica de razén

expi7t, por lo cual

e\ exp [i (N +1) %] — 1
E=E ( —t)
0exp M l expifit —1
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Como la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud del campo o de su médulo
se tiene

I o B (expi (N +1) Z¢t — 1) [exp (—i (N + 1) %¢t) — 1]
0 (expi%t — 1) (exp (—i%t) — 1)

_ Egl—cos(N+1)%t

1 — cos %
osin® (N + 1) Z6¢
N 0 gin2 (%t)

Esta evolucién temporal de la intensidad tiene un estructura pulsada en la cual los
maximos del numerador se producen cuando

1
I(t):ImaX@(N+l)7;lct:(n+2)7r n:07172

Estos son pequefios méximos pues estan afectados de un coeficiente finito, 2/ sin? (wct/1).
Ahora bien, el seno al cuadrado del denominador se anula cuando

t
%:mw, m=20,1,2...

es decir, en los instantes

tm = m—
c

pero los ceros del numerador se producen cuando

(N+U%%:nm n=01,2...,

es decir, en los instantes
n 2l

tn = =
" N4lec

por lo tanto cada vez que n/ (N + 1) coincide con un valor entero m se anulan simul-

taneamente el numerador y el denominador. Entonces todos los ceros del denominador

coinciden con algin cero del numerador. En ese caso, desarrollando en serie el cociente
del limite

i 2 uge
N +1) %57t
I E2 lim sin” (N 1)

= E2(N +1)°
t—2ml/c sin? ot 0 ( )

asi pues en cada cero del denominador o en cada instante ¢, = 2ml/c se produce un
gran maximo de intensidad. Estos maximos estan separados por un intervalo de tiempo
2l/c (figura 17.8), que es el tiempo de ida y vuelta de la radiacién entre los espejos del
resonador, t,. La interpretacion fisica de este resultado es que un pulso de radiacion esta
yendo y viniendo dentro del resonador, reflejandose una y otra vez en ambos espejos.
La anchura temporal de estos pulsos dominantes se puede estimar por la situacion del
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11 K

ut

Figura 17.8: Evolucién temporal de la intensidad en bloqueo de modos. Los maximos secundarios no
se suelen ver, ya que el contraste crece cuadraticamente en el nimero de modos. La
anchura de los méximos principales se estima a través del primer corte con el eje del
maximo inicial.

qv,%)

i 4

Figura 17.9: Anchura de los modos que intervienen en la formacién de los pulsos.

primer cero contiguo al maximo que ocurre en el instante ¢ = 0 (ver figura 17.8). La
semianchura At del maximo deberd obtenerse de

(N+1)7;—lc(2At) =

1 1

At —_—
N+1lec

1

Ejemplo [/c tiene un valor del orden de ps en un ldser. Con N = 100 modos el tiempo
es de 30ps; con N = 1000 se pueden obtener pulsos tan cortos como de 3ns. Las
técnicas actuales han permitido alcanzar tiempos de attosegundos, que permiten
“ver” las transiciones entre niveles energéticos de los electrones en un atomo.

Al mismo tiempo la semianchura en frecuencias angulares que ocupa el conjunto de los
modos que intervienen en la formacién de los pulsos es (figura )

N+1lc
Aw ~27Av =2 —
w TAv T 5 3
por lo cual
Atszgzl

que es la relacién que cabe esperar entre anchuras caracteristicas de un par de funciones
relacionadas por la transformada de Fourier.
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Observamos también que el contraste entre los maximos dominantes y los secundarios
es proporcional a (N + 1)2.

Asi pues cuantos méds modos axiales intervengan en la formaciéon de esta dindmica
menor serd la anchura de los pulsos dominantes y mayor serd su contraste con los se-
cundarios. Por ello la anchura Aw de la amplificacién o del perfil inhomogéneo de la
luminiscencia debe ser muy grande en comparacién con 27¢/2l si se desea obtener pulsos
muy estrechos, ya que de esta forma serian muchos los modos amplifcados.
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18 Métodos de bombeo

Como se ha descrito anteriormente, para que se produzca amplificacién de radiacién
es preciso que exista inversion de poblacién entre dos niveles.

Los sistemas empleados para producir inversion de poblacion se suelen llamar métodos
de bombeo; todo método o sistema de bombeo tiene por objeto conseguir que haya mas
emisores en un nivel excitado que en otro de menor energia. Usualmente cada tipo de
laser utiliza un método diferente, pero aun asi existen algunos sistemas de bombeo de
utilizacién frecuente en diferentes laseres.

18.1. Bombeo 6ptico

En este apartado vamos a tratar el bombeo 6ptico, en el cual una radiacién producida
por una lampara u otro foco luminoso es utilizada para alterar las poblaciones de los
niveles excitados en transiciones resonantes con el estado fundamental. Aunque en la
practica son muchos los niveles que suelen intervenir en el proceso, generalmente los
esquemas se pueden reducir a dos filosofias bésicas, en las que intervienen o bien tres o
bien cuatro niveles esencialmente.

18.1.1. Esquema a tres niveles

Vamos a considerar en primer lugar el caso de tres niveles, de poblaciones ni,ns,n3 y
energia creciente con el nimero de indice. La poblacién total que participa en la dindmica
es n = nj + ng + n3. La radiacién de bombeo estd formada por fotones de frecuencia
vy = (E3 — E1) /h que producirédn transiciones estimuladas entre el fundamental (1) y
el de mayor energia (3), con probabilidades Wisn; (absorcién) y Wsins (emisién). Lo
hemos representado en la figura 18.1.

El estado ntimero (2) debe ser metaestable (largo tiempo de vida 791) y debe existir
una elevada probabilidad de transicién radiativa o no del nivel 3 al 2 (ds2ns). Incluyendo

3
Wj =P,
P 2

Figura 18.1: Esquema a tres niveles.
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18 Métodos de bombeo

las transiciones estimuladas inducidas por el bombeo, pero no las de naturaleza ldser las
ecuaciones de balance del sistema de niveles son:

dn1

-1 -1
a = —Wisni + Ws3insg + Ty1 N2 + T31 N3
dn2
——= = dsang — 7' no
dng

-1

E W13n1 - W31n3 — T31 N3 — d32n3

Como el vaciado del nivel 3, por dso, es muy rapido, podemos suponer que la poblacién
que alli se acumula es despreciable. Incluso a bombeos muy elevados se pueden desechar
varios términos de las ecuaciones anteriores (n3 < ni,n2):

a1 n3 < dsang, Wigny, Wsin3 < dzans, Wsins < Wizng

asi que n = n1 +no+n3 ~ ni +ne. Por otra parte, nos interesa el estado estacionario, en
el que todas las derivadas se anulan y el sistema diferencial queda reducido al siguiente
sistema algebraico en las poblaciones de los niveles:

—1
—W13n1 +7‘21 ng = 0
—1
d32n3 —To1 N2 =

Wigny —dgans =

Ademéds, de las tres ecuaciones una es combinacién lineal de las otras dos (por ejemplo:
(3) = —(2)—(1)), por lo que se suele emplear la ecuacion de la poblacién total, n = ni+no
junto con dos de las ecuaciones. De la segunda y la tercera,

-1
W12n1 ~ d32n3 = To1 N2

Y si despejamos con n =~ nj + ny obtenemos

T
ny = 2L

Wis
ng =

la inversién de poblaciones entre 2 y 1 se producira siempre que!

-1

=n >0
Wis + 791

n; =ng —np =

Para que n; sea positivo el bombeo a través de Wi3 debe ser lo suficientemente grande
para que Wi3 2> Til La condicién nos permite hallar el bombeo necesario para que el

!Estamos suponiendo niveles no degenerados. En otro caso, la definicién de la variable inversién de
poblacién estd dada por la férmula 10.3.
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18.1 Bombeo éptico

laser alcance el umbral de oscilacién:

1
; = — In RT;
Ny oo1L n i
Wigu — 75"

—1
Wisy + Top

Asi, en los casos mas favorables en que el umbral sea bajo
-1
por tanto

n
ni=mng—ni=ng—(n—ng)=2np—n~0 — ngzg,m:

|3

Vemos pues que incluso en el caso més favorable para tener inversion de poblacién hay
que excitar al menos la mitad de los centros al estado superior 2. En la practica esto
significa un bombeo muy intenso.

18.1.2. Esquema a cuatro niveles

El otro esquema de bombeo es el de cuatro niveles, en el cual la poblacion total
participante en la dindmica, esquematizada en la figura 18.2 es

n =ng+ ny + ng + ns

si bien en equilibrio térmico n ~ ny. En este caso el bombeo se introduce entre los niveles
0 y 3, mediante radiacién de la frecuencia

Vp = (E3—E0)/h

Usualmente también en este caso el nivel 3 puede ser una o varias bandas con un cua-
sicontinuo de niveles®. En este esquema, si d3a y dig son probabilidades muy altas, es
decir

dsa,d1g > Ao = Til

La poblacion conducida a la banda 3 por el bombeo serd llevada rapidamente a 2, donde
tenderd a acumularse.

Al mismo tiempo, la poblacién del nivel 2 desexcitada al nivel 1 sera llevada rapida-
mente al estado fundamental 0, estando el nivel 1 siempre practicamente vacio. Por lo
tanto, aun el méas pequeno bombeo Wys generard inversion de poblacién entre los nive-
les 2 y 1. Las ecuaciones de balance para las cuatro poblaciones seran, en ausencia de
emision laser,

2Si se tratase de un nivel tinico, serfa dificil con un bombeo de cierta anchura espectral (como una ldmpara)
llevar sistemas a dicho nivel.
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3
dzans
P3 = 2
1
Ta1
1
din
a

Figura 18.2: Esquema a cuatro niveles.

dn() _

T Wsons — Wosno + T30 n3 + dion
dnl —1

H = 7'21 nog — dlo’l’Ll

dn2 —1

o - T + dsans

dng —
ﬁ = —Wsgng + Wysng — dszang — ’7‘301’!7,3.

Si asumimos que tal como hemos razonado los niveles 3 y 1 se mantienen practicamente
despoblados,
n >~ ng -+ n9

podremos prescindir de los términos Wsgns y 7'3_01n3 en la primera y cuarta ecuaciones.
Ademsds, dado que entre estas cuatro ecuaciones una de ellas es combinacién lineal de
las otras tres, queddndonos en estado estacionario (derivadas temporales nulas) con las
tres ultimas, tenemos el siguiente sistema algebraico

—1
Top N2 — d10n1 =0
—1
—Tyy N2 + dgong = 0
Wogno — d32n3 =0
y como
n; =nNg9 —N1 = Ny

entre las dos tltimas ecuaciones podemos eliminar el término dsons, quedando
—1
Wog’rlg = To1 N2

es decir,

_ Wos Wos
ni ~ng = —5ng =~ —7 (n—n2)

To1 To1
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Wos

n; = 77177,
W03 + To1

el umbral se alcanzara para un bombeo Wys, tal que

W 1
03u —n=- In RT;
W03u + Toq1 0-21L

Ahora el traslado de una pequena fracién de la poblacién total n al nivel 2 serd suficiente
para alcanzar el umbral.

Los laseres mas eficientes suelen ser los de cuatro niveles, pero existen en gran cantidad
dispositivos a tres niveles.

La descripcién precedente tiene el esquematismo de la teoria: en la realidad el nivel
invertido (2 o 3, segin el esquema) puede o suele ser una banda, con lo cual la que se
observa es la radiacion del nivel cuya transicion es mas probable. Un ejemplo clasico es el
laser HeNe, con el que en funcién de las transiciones que se inhiban o faciliten, se puede
conseguir un cierto nimero de frecuencias laser.

18.1.3. Probabilidad de absorciéon del bombeo

En el bombeo 6ptico la probabilidad de absorcién del nivel fundamental al excitado
de bombeo W, se puede relacionar con la intensidad luminosa del bombeo, I (v):

1
Wie = / 7,0 fe (v) Iy (v) dv

Para calcularla hay que integrar el espectro de la radiacién sobre el espectro de absorcién
de la transicion de bombeo. Existen dos situaciones frecuentes en la practica en las que
el calculo se resuelve facilmente.

Espectro ancho: lampara de destellos

Cuando se utiliza una lampara de flash (como las de Xe o Kr) el espectro es continuo
y mucho mds ancho que el espectro de absorcién (figura 18.3). Entonces se toma la
intensidad de bombeo sobre la frecuencia vy., y luego se supone una forma rectangular

para o (v):

1

Wire hvge

1R

I, (vs.) / ore(v) dv

1
= hl/fe [b (I/fe) O'fe (I/fe) Al/fe

de aqui se obtiene la intensidad por unidad de intervalo de frecuencia necesaria para
producir la probabilidad estimulada W, ,:

Ib,u (er) = ﬁwfe,u‘
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Ib(nu)
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Figura 18.3: Cuando el bombeo se realiza mediante una ldmpara, su perfil se puede aproximar por
el valor de la intensidad en la frecuencia central de absorcién vy..

En la practica se utilizan para el bombeo ldmparas lineales. La lampara puede funcio-
nar o bien

» como ldmpara flash (de destellos), descargando un condensador. La resistencia
permite un cierto retraso entre recargas del condensador 7 = (RC)fl, regulando
asi el ritmo de los destellos.

= 0 en onda continua: si se hace pasar una corriente elevada, la lampara se mantiene
en emision continua. Eso origina una disipacion térmica brutal, por lo que hay que
sumergirla en un circuito de refrigeraciéon por agua que retire la energia disipada.

Para introducir la radiacién en el laser de modo que se aproveche la maxima cantidad de
radiacion existen diferentes estrategias. Una de ellas consiste en disponer la lampara y
la varilla del laser en paralelo, cada una en un foco de un reflector eliptico. Por las pro-
piedades de la elipse, todo rayo procedente de uno de sus foco, al ser reflejado, atraviesa
el otro foco.

18.1.4. Espectro estrecho: bombeo laser

Otro caso sencillo en el que el bombeo se puede aproximar sin hacer la integral se da
cuando el bombeo lo produce otro laser (figura 18.4). La aproximacién es, teniendo en
cuenta que la anchura espectral del laser ahora es mucho menor que la de la transicién,

1
Wie = h—ybafe (I/b)/Ib (v) dv
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Figura 18.4: En el caso del bombeo l3ser, la intensidad de bombeo I, () tiene una anchura espectral
menor que la de la transicién, o, (v). Por ello se aproxima oy, por su valor en la
frecuencia central de bombeo, v.

llamando I al valor de la integral, la intensidad umbral a la que hay que fijar el laser es

th

Iy = 20
" ot ()

: Wieu
la disposiciéon geométrica pasa por convertir el haz cilindrico proveniente del ldser en una
linea horizontal a través de una lente cilindrica. El bombeo se proyecta asi sobre la linea

de amplificacién como un bombeo uniforme.

18.2. Bombeo con lamparas en régimen de destello

18.2.1. Fundamento de las lamparas de descarga

Una ldmpara de descarga contiene un plasma con un alto grado de ionizaciéon producido
por el paso a través de un gas de una corriente eléctrica. El gas debe ser inerte bajo las
condiciones de descarga a las que se somete. Eso excluye, por ejemplo, el Na. Se suelen
utilizar los gases nobles Xe (con emisién en el visible y el UV) y Kr (con emision en el
rojo y el IR). Las presiones suelen ser de un orden tal (~ .5atm) que el ensanchamiento
colisional elimina el espectro de lineas, dando lugar a un espectro continuo y amplio que
no es muy selectivo en la excitacién.

El plasma suele inducirse en el gas contenido en un tubo de cuarzo mediante una
corriente eléctrica continua, pulsada, o de radiofrecuencia. El crecimiento de la densidad
de corriente j durante el proceso de ionizacién del plasma es producido por ionizaciones
secundarias que tienen lugar en avalanchas sucesivas, con un poder generador tal que
el crecimiento es practicamente exponencial en el tiempo. La energia que entra en el
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Vo L

; r

Figura 18.5: Circuito auxiliar para la induccién del régimen de descarga en una ldmpara.

plasma a través de la corriente que lo recorre se emplea por tanto por un lado en ionizar
el gas y por otro en calentarlo sustancialmente, y en energia de excitacion atémica por
impacto. La energia sale del plasma por dos mecanismos independientes:

= la energia de excitacién de los atomos y moléculas se radia en buena parte, y la
fraccién que no es absorbida en el cuarzo constituye la salida de la lampara.

= el resto de la energia se disipa en el cuarzo, de donde debe ser extraida.

El proceso de crecimiento de la ionizacién se detiene cuando la energia introducida por
la corriente iguala a la disipada radiativamente y en el cuarzo.

En las lamparas de destello, que son las que nos interesan en este apartado, la corriente
suele producirse mediante la descarga de un condensador a través del gas de la lampara.
El circuito de descarga, esquematizado en la figura 18.5, es en apariencia muy simple,
pues contiene el condensador, de capacidad C, un inductor de inductancia L y la ldmpara
en serie.

Esta simplicidad es sélo aparente, pues el plasma posee una resistencia variable en
el transcurso de la descarga (figura 18.6). Ahora bien, la gran variacién de resistencia
se produce en los primeros cientos de nanosegundos del proceso de ionizacién: pasa de
valer tipicamente algunos cientos de M{2 a valer €2 o décimas de (). Esta etapa de rapido
decrecimiento es inducida generalmente por un arrancador que ceba con un potencial la
descarga. Puesto que el arrancador no tiene otro efecto en el circuito, lo hemos repre-
sentado como un interruptor I cuyo cierre da lugar a la caida de la resistencia.

Pasada la etapa de rapido crecimiento de la corriente, se entra en un régimen en el que
la resistencia depende moderadamente de la corriente, de tal suerte que, en una primera
aproximacion, se puede tomar como constante, con un valor medio fijo. Vamos a resolver
el problema de forma exacta con esta aproximacién y luego afrontar la dificultad que
supone considerar la dependencia de la resistencia de la lampara en la intensidad que la
atraviesa.
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Figura 18.6: Resistencia del plasma en una |ldmpara de destello en funcién del tiempo. El incremento
de la resistencia tras la regidn estacionaria se debe al corte de la corriente; si la [ampara
fuera de onda continua seguiria en el régimen anterior.

18.2.2. Estudio en aproximacion de R = cte
Regimenes de funcionamiento

La ecuacién para los transitorios del circuito de destellos, en la aproximacién de resis-
tencia constante, es

L —l— iR+ — [ idt =V
C / 0
Esta ecuacion se puede escribir en forma adimensional con el habitual cambio de variables

i [L
I = —/= 18.1
Ve (18.1)

T = t/VLC (18.2)

Se puede comprobar que se cumple la condiciéon de normalizacién siguiente

/ Idr=1
0

Con este escalamiento de las variables, y con la definicién de un parametro de amorti-
guamiento o que va a regular el régimen de operaciéon y que encapsula las caracteristicas
eléctricas del circuito,

RJC (18.3)

“=35\V1

la ecuacion se escribe asi:

-
dI+2aI+/ Idr' =1.
dT 0

Con la condicién inicial I (0) = 0 su solucién (es una ecuacién de segundo orden con
término independiente constante) es

I =K exp(—ar) [exp (\/ a? — 1T) — exp (—\/ o? — 1T>} ;
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Figura 18.7: Evolucién de la intensidad escalada en funcién del tiempo caracteristico para las tres
situaciones: sobreamortiguamiento (o > 1), subamortiguamiento (a < 1) y amortigua-
miento critico (a = 1).

Los argumentos de las exponenciales son las raices del polinomio caracteristico de la
ecuacién. Tenemos que considerar varios casos, segun sea el valor de « (figura 18.7):

= Régimen sobreamortiguado, o > 1:
I = Iyexp(—ar)sinhya? — 17

La anchura del pulso de corriente disminuye al aumentar c.

= Si o < 1 el circuito esta subamortiguado y la solucion es

I =1Iyexp(—ar)sinva?—17

Es una solucién oscilante amortiguada. El seno da el periodo, la exponencial la
envolvente de amortiguamiento.

= Si a =1 el amortiguamiento se dice critico.
I =Iyrexp(—7)
(en virtud de la condicién de normalizacién, Iy = 1).
No nos interesa que el pulso sea oscilante por dos razones:

= La energia se distribuye sobre todas las oscilaciones, de manera que en cada una
solo se aprovecha en el plasma una pequena fraccién.
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18.2 Bombeo con lamparas en régimen de destello

Figura 18.8: Evolucién del pulso en régimen critico. Se han sefialado los puntos de maximo (7, I,)
e inflexién (74, I;). Convencionalmente se toma como duracién del pulso 74 = 3.

= Los iones son masivos y producen impactos muy distintos que los electrones; cada
electrodo se disenia de modo que resista uno de ambos tipos de impactos de forma
6ptima: las lamparas se disenan con una polaridad. Si la corriente se va invirtiendo,
se deterioran los electrodos, pues reciben cada medio periodo impactos del tipo que
no estan preparados para soportar.

Asi, nos quedan los otros dos regimenes; de ellos el que produce menos pérdidas a partir
de una misma energia almacenada en el condensador (y por lo tanto mayor eficiencia,
mayor brillo) es el critico, pues es el caso en el que las pérdidas resistivas de la ldmpara
son menores (R toma el menor valor compatible con un pulso amortiguado).

Régimen critico
Habida cuenta de que es el que nos interesa, situémonos en el régimen critico, con
«a = 1. Ello implica ajustar los pardmetros hasta que
1 R
VLC 2L
los parametros que podemos ajustar para entrar en este régimen son L,C, ya que R es
caracteristico de la lampara.

Estudiando la primera y la segunda derivada de la intensidad (figura 18.8) se obtie-
nen los siguientes valores, respectivamente, para la el pico de intensidad y el punto de
inflexién:

(1p, Ip) = (1, el ~ 0.37)
(1, I;) = (2,272 ~0.27)

para estimar la duracién total del pulso de corriente podemos tomar el criterio 7, = 3
(Ig ~0.14, I;/1, = 0.40)
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La evolucién de la intensidad, en variables no escaladas, viene dada por
%
i = fo t exp (—Rt/2L)

en el pico, teniendo en cuenta el valor de « en la definicién 18.3:

Vo |C 2V Vo
t,=VLC,  i,=-24/==222~0742
P P eVL eR R
Asimismo, la duracion del pulso es T' = 3v LC.
Se puede destacar que en esta aproximacién no es preciso conocer la resistencia de la
lampara para disenar el circuito de excitacién. La corriente se puede normalizar al pico
para dar una forma universal:

i Votexp(—Rt/2L) t < t )
— = — =—exp|l——].
i, L 2Vp/eR )

tp

Desafortunadamente, en la préctica, la resistencia del plasma no se puede considerar
independiente de la intensidad.

18.2.3. La lampara como elemento no lineal

Goncz encuentra esta férmula empirica para la resistividad del plasma, con la densidad
de corriente que se hace circular j en A/cm? y la presién de llenado P en torr:

p= (\217') (4&)0'29 x cm

el coeficiente ¢q vale 1.13 para la lampara de Xe; para la de Kr el coeficiente ¢; es 1.
Esta féormula es valida para un amplio rango de lamparas utilizables: aquellas de forma
cilindrica con didmetro interno d entre 1.3mm y 28 mm y distancia entre electrodos [
entre 6.3mm y 300 mm, con duraciones de pulso desde 30 us a 10ms para lamparas
pequenas y desde 100 us a 100 ms en ldmparas grandes.

Mientras estemos con lamparas estandar del mercado, esta férmula serd normalmente
valida, y la resistencia de la lampara serd

p_dp o (PN
Cowd g2 \450)

Como vemos, la resistencia depende de la intensidad i = j7wd?/4 que circula por el
circuito. La constante cy depende del gas en la lampara, y vale 1.28 para la de Xe y 1
para la de Kr. El valor absoluto aplicado a j o ¢ permite mantener la validez de la férmula
con ¢ oscilante, pues p, R se mantienen, como debe ser, positivas, independientemente
del sentido de la corriente.

174 Fisica del laser - 1.0.0




18.2 Bombeo con lamparas en régimen de destello

Para unas determinadas caracteristicas geométricas (I,d), gas (c2) y presién P de

trabajo podemos escribir
Ky

= ml/Q

donde Ky una constante, que suele ser aportada por los fabricantes de los tubos o se

puede estimar como
1 [ P\
Ko=co-|-—
0= 2y <450>

si la presién no se conoce, se debe saber que en la mayoria de los casos es muy proxima
a 450 (que es la razén por la que este nimero aparece en la féormula).
Entonces la caida de potencial de la lampara sera

Vi =K, i|'/?

donde el signo se ha de escoger de manera que coincida con el de la corriente. Asi en-
globamos los regimenes de intensidad alternante, aunque en general no nos interesan y
podemos considerar solamente el signo positivo. La ecuacion de evolucién es, desprecian-
do el término Rgi debido al conexionado del circuito:

di e 11

L— +Koli|'?+ = [ idt =W

a = Kol C Jo 0
Aunque esta ecuacién es no lineal y debe ser atacada numéricamente, la resoluciéon
simplificada del apartado anterior nos sirve de modelo. Asi, escalamos la ecuacién de
acuerdo con 18.1 y 18.2. Utilizamos la abreviatura zy = y/L/C y definimos la constante
de amortiguamiento « del siguiente modo:

Ky
v Vozo

(0}

La expresion escalada de la ecuacién es

dI 1/2 T /
—dall|7"+ [ Idr =1
dt 0

Las soluciones asi obtenidas presentan un amortiguamiento algo mayor que las comenta-
das anteriormente para el modelo de resistencia constante. El régimen critico se obtiene
ahora cuando a = 0.8. Por lo demads, la introduccién de la dependencia no lineal en la
resistencia de la lampara se traduce en una pequena diferencia en el pico de corriente
calculado, que se aproxima maés al valor experimental.

La energia almacenada en el condensador es un parametro relevante

1
E=_CV?
2

en funcién del cual podemos escribir el amortiguamiento

KO K() 4 Kéc?’

o= ((QE/C)1/220>1/2 - ((QE/C)l/Qtp/c)l/z’ T 2B
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Por razones de eficiencia que explicaremos un poco maés adelante, la duracién total del
pulso de la lampara se debe elegir de tal manera que el pulso de bombeo sea de menor
duracién que tiempo de vida de la inversiéon de poblacion: T' < 7. Este criterio fija una
condicién para escoger los pardmetros del circuito. Puesto que ¢, se establece a partir de
la duracién del pulso y Ky es un dato de la lampara, podemos ajustar C' para obtener
el amortiguamiento critico necesario para el tiempo de subida deseado:

2
5 _ 2Et o
K;
v la inductancia deberd ser
L=t/C

El potencial de carga que corresponde a esta energia F es, por su parte,

1/2
0= ()
C

Estas tres ecuaciones permiten calcular el circuito necesario para el funcionamiento en
régimen critico de una determinada lampara.

El tiempo de subida t, = VLC y la intensidad de pico 1, que corresponden al circuito
de resistencia constante, se ven ligeramente aumentados en el tratamiento no lineal:

t, = 125t

, Vo /C ,
r = 05— =05W4/— =135
1 % 0 7 ip

Aunque el pulso de corriente es més alto su duracién se obtiene de nuevo razonablemente
tomando tres veces el tiempo del pico, T' = 3t, = 3VLC.

El hecho de que el funcionamiento critico se obtenga para valores determinados de
C,L y Vi debe ser tenido en cuenta, pues significa que un cambio en el potencial de
carga Vy del condensador puede sacar al circuito del amortiguamiento critico. Esta es
una situacion no prevista en el tratamiento simplificado de resistencia constante.

Aunque la duracién del pulso de radiacion es algo mayor que la del pulso de corriente,
para tener un 6ptimo aprovechamiento del pulso de bombeo conviene ajustar la duracién
T del pulso de corriente en la lampara al tiempo de vida 7 de la inversién de poblacién:

3t,=T<1=A"

El uso de un tiempo mas corto puede dar lugar a un exceso de potencia de bombeo, lo
que puede provocar la saturacién de la transicion en el medio amplificador: el exceso de
potencia de bombeo se pierde. Si por el contrario el tiempo es méas largo, el bombeo ha
de competir con la desexcitacién espontanea, y el rendimiento también baja.

Con las nociones precedentes, estamos en condiciones de disenar un circuito de excita-
cion para una lampara de destello a partir de los datos de la lampara y las caracteristicas
del medio laser (tiempo de vida de la inversiéon de poblacién, energia necesaria para su-
perar el umbral).
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18.3 Bombeo en uniones

Figura 18.9: Representacién esquemdtica de una unién PN polarizada directamente.

18.3. Bombeo en uniones

Cuando se polariza de modo directo un diodo semiconductor los electrones pasan a
través de la barrera en los niveles de la banda de conducciéon. Dado que en la parte P
de la unioén la banda de valencia tiene niveles desocupados, los electrones que ocupan la
banda de conduccién en esta parte constituyen una poblacién invertida respecto de los
niveles desocupados de la banda de valencia (huecos). Lo mismo ocurre con los huecos
que pasan de la parte P a la N.

En la zona de la unién tenemos inversion de poblacién entre los niveles de las dos
bandas, y es lo que se aprovecha para la emisién ldser (figura ). El tiempo total que
los electrones permanecen en el lado P produciendo inversién de poblacién (tiempo de
recombinacién) lo designamos por 7. La recombinacién es en parte radiativa y en parte
no radiativa. I /e es el nimero de portadores que llegan a la unién por unidad de tiempo,
la densidad de portadores en el volumen V' de difusién en la unién (distancia de difusién
por seccién de la unién) serd la inversién de poblacién, es decir:

NI’T

_W.

2

Si o es la seccion eficaz 6ptica en la banda de emision del semiconductor y se pretende
alcanzar la emisién umbral

1
Ny = —— In RT;
oL
la corriente umbral que serd necesario aplicar para ello valdra, de acuerdo con nuestros
célculos,

La seccion eficaz de la transicién optica de emisién se puede estimar si se conoce la
anchura de la emisién espontanea Av (la emisién espontanea sale por los lados exteriores
y puede estudiarse):

A2 1 A p

U(’/(),VO) = ,U879(V07VO) =~ 877757'7

donde 7, es el tiempo de recombinacién radiativo. Asi, podemos reexpresar la intensidad
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Figura 18.10: Geometria para un laser de semiconductor.

umbral del siguiente modo

donde S = V/L es la seccion recta del canal laser. Como se ve, el umbral es tanto menor
cuanto menor sea la seccién S del laser y el cociente 7, /7.

Los espejos del resonador se suelen construir en el propio monocristal que contiene
el canal laser, por exfoliaciéon. Entonces, como el indice de refraccién es del orden de
1 = 3.6 se consiguen reflectividades, segin la férmula de Fresnel,

p—1\?
R=(——] ~0.32
(u + 1)
en virtud de la gran ganancia del laser, esta cifra es suficiente y no se requiere la intro-
duccién de espejos. Basta con el corte o exfoliacién. Si se toman los valores T; ~ 1, con las
cifras del GaAs (hay que tener en cuenta que en funcién del compuesto semiconductor,
se pueden conseguir muy variadas longitudes de onda de salida), Av = 1.4 x 10'3 Hz, A =
0.8pum,7 = 5x 1071%s, 7, = 107 %s y S = 5um x 50 um (ver figura ) se tiene que la
intensidad de corriente umbral es del orden de I, ~ 150mA. La longitud del canal laser
puede ser del orden de 250 um, y como el potencial de transicién es del orden de 1V
la potencia de bombeo umbral seria P, = VI, ~ 150mW. Con esto se pueden obte-
ner 50mW de luz: la eficiencia puede llegar a ser enorme (0.1 — 0.3). Como punto de
comparacién, un laser HeNe produce 5mW, con una eficiencia de 107%.

Los laseres de semiconductores existen en una enorme variedad de formatos, y son
ubicuos en la tecnologia de hoy en dia (lectura y grabacion de discos épticos, por ejemplo).
En virtud de su gran eficiencia y pequenio tamano, van sustituyendo a los otros laseres
en las aplicaciones (por ejemplo, los escaneres de cédigo de barras del supermercado).
No obstante, justamente su pequeno tamano deriva en la apariciéon de un haz de seccién
eliptica que diverge (30° en la direccién horizontal y 10° en la vertical) por los efectos
difractivos. Afortunadamente, con la éptica anamérfica cilindrica adecuada (ej. punteros
laser) se puede corregir el haz a seccién circular con buena colimacién.

No se ha podido hasta ahora construir un laser de semiconductor fiable que funcione
en el verde, porque el material con el gap adecuado (el seleniuro de zinc) es muy dificil
de tratar. De hecho, se tiene que recurrir a temperaturas criogénicas (y modo pulsado)
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18.4 Bombeo en descargas

para reducir las pérdidas no radiativas y aumentar 7 de recombinacién, manteniendo el
umbral controlado.

En la tecnologia laser, se utiliza con frecuencia el laser de semiconductor para bombear
otros materiales sélidos, que suelen emitir en el IR préximo y se duplican o triplican con
un un cristal no lineal. Son los laseres DPSS (Diode Pumped Solid State Lasers).

Los laseres de semiconductor se pueden apilar en varias capas formando estructuras
bidimensionales, lo que permite construir matrices con potencias del orden de W. El
limite esta fijado por los métodos de refrigeracion. Una posibilidad alternativa es usar
sustratos de diamante (conductividad térmica del orden de 30 veces superior a la del
cobre), y eso permite disipar cantidades ingentes de calor. Precisamente el diamante (que
puede hacerse crecer con cierta calidad, todavia no suficiente, en laboratorio) tiene un gap
muy ancho, lo que permite pensar en laseres que funcionen directamente en UV lejano,
con una buena disipacién térmica. Esos laseres permitirian procesos fotolitograficos més
precisos para la construccién de circuitos impresos, que podrian ser, por lo tanto, mas
pequenos.

18.4. Bombeo en descargas

Una descarga en un gas es un fenémeno de transporte de particulas en un campo
eléctrico. Para estudiar con propiedad los fenémenos de transporte se utiliza la ecuacién
de Boltzmann. En ella el principal interés estd en los términos de colisién, que dan
cuenta de la entrada y salida de particulas en la trayectoria que en el espacio de fases
realiza el colectivo estadistico. Hay de hecho en las descargas de gases dos tipos de
procesos de colisién que juegan un papel importante en el bombeo de poblaciones y en
el mantenimiento de la descarga.

= La ionizacién que es necesaria para la produccién y el mantenimiento de la descar-
ga.

= La excitacion colisional de los niveles que participan en la emision laser.

La optimizacién ambas clases de procesos en una descarga suele ser conflictiva, pues en
general los electrones necesitan una elevada energia para ionizar y mantener la descarga
y sin embargo la excitacion de los d&tomos o moléculas es en general mucho més eficiente
a bajas energias.

La energia media de los electrones es la que adquieren del campo eléctrico E durante
el tiempo de vuelo libre entre las colisiones con los atomos del gas. Por ello esta energia
media y otras magnitudes relacionadas con ella son funciones del cociente E//N entre el
campo eléctrico y la densidad N de atomos o moléculas en el gas. Como a temperatura
constante N es proporcional a la presion p, también se puede expresar la dependencia
en funcién de E/p.
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18.4.1. Procesos colisionales

Supongamos que tenemos un colectivo de particulas ¢ cuyas energias cinéticas F,
estan distribuidas. Llamamos f; (E.) a la distribucién sobre las energias cinéticas de las
N, particulas del colectivo por unidad de volumen,

N; = /000 fi (Ec) dE.

Supongamos ahora que FE. es la energia cinética relativa de las particulas del colectivo
i respecto a los de otro colectivo, j con N; particulas por unidad de volumen.

Consideremos las particulas del colectivo ¢ cuyas energia estan comprendidas entre E.
y E.+dE,, osea dN; = f; (E.). La densidad corriente de estas particulas es v; (E.) dN;,
siendo v; su velocidad. Cuando esta corriente se desplaza una distancia dr a través de
la unidad de area encuentra a las particulas del colectivo j contenidas en el volumen
dr x 1. Si la seccién eficaz de colisién para particulas de ambos colectivos es oy (E.) el
ntumero de particulas que colisionan en el recorrido dr serd el producto de la corriente
por el area total que representan todas las secciones eficaces de las particulas contenidas
en el volumen dr x 1, es decir:

[Ui (EC) dNZ] X [Nj dr x 1 x Oij (EC)]

éste es entonces el niimero de particulas del colectivo ¢ que son sacadas de su trayectoria
en el espacio de fases en el recorrido dr por unidad de tiempo, o sea, es el cambio en la
intensidad del colectivo i:

d (Ui dNZ) = [sz (EC, r+ dT) —dN; (Ec, ’I")] v; = NjO’ij’Ui dN; dr

como el recorrido se realiza a la velocidad v; en un tiempo dt:

dN;
A(55) = Moo (B2) v (B0 S () .
entonces el nimero de colisiones por unidad de volumen y de tiempo en todas las energias

cinéticas serd
dN;

dt
si no se conoce la dependencia o (E.)se suele tomar un promedio sobre las velocidades

de o0;; y se utiliza la velocidad media v; para escribir la anterior ecuaciéon de modo
aproximado,

= Ny [ oy (B v (£ f:(E) B,

dN;
dt

esta ecuacion es util en los dos tipos de procesos que hemos apuntado anteriormente.
En el caso de los procesos de ionizacién de las moléculas por impactos electrénicos,
tendremos que el nimero de electrones producidos por unidad de volumen y tiempo sera

dne
<£lt>i:NneO'ei'Ui
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18.4 Bombeo en descargas

donde n. es la concentracion o densidad electrénica, v, la velocidad electrénica media
y O¢; la seccién eficaz de ionizacién por impacto de electrones. El producto a; = Nag;
se conoce como coeficiente de ionizacion o coeficiente de Townsend. Empleandolo la
ecuacién se conoce como ecuacion de Townsend:

dn. .
at ). = QVeNe.

Para los gases mas conocidos el coeficiente de ionizacién &; ha sido calculado o medido
experimentalmente como funcién de E/p. De hecho, en numerosos casos se puede emplear

la expresion
= E Na
- (3
p p

en particular en el nitrégeno esta expresion es vélida para valores de E/p

v

E
— <100 ————
D cm x mm Hg

con ko ~ 2.5 x 10713 en las mismas unidades de la férmula y n, ~ 6.5.
De manera anéloga en los procesos de excitacion por impacto de electrones el niimero
de atomos o moléculas excitados por unidad de tiempo seria

dN*
dt

= Nj NeO Ve

y la excitacién colisional de una especie j por otra ¢ seria obtenida a un ritmo

dN7 o
TR N;jNiTei;;
las velocidades electrénicas han sido calculadas y medidas en diferentes gases y frecuen-

temente obedecen a féormulas empiricas del tipo
EN\™
Ve = vo + ky <>
p

que en el caso del nitréogeno se cumple con los valores k, ~ 6.67,n, ~ 1l,u9 = 4 X
10" cms™! usando E en V/cm y p en mm Hg para el mismo rango de E/p en que se
empleaba la otra ecuacion.

Por otra parte, en el plasma los electornes ademas de reproducirse por ionizaciones
pueden ser extraidos de la trayectoria por dos tipos de captura. Por un lado los electrones
pueden ser recombinados por los iones positivos que en la descarga tienen la misma
densidad que los electrones (ya que habitualmente el plasma es neutro). Entonces el
ritmo de recombinacién seria

dne) o
< dt >T = —OerN Ve
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pero también pueden ser capturados por atomos neutros, con un ritmo

dne
( (;Lt )n = —NnOenUe

por lo tanto en el plasma de la descarga la produccién total de electrones es

dne
dt

_ — = = 2 = =
= NNeOeiUe — OerNeVe — NneTenUe

si el plasma estd en equilibrio esa produccién es nula, lo que permite obtener la densidad
electrénica que adquiere el plasma en el campo E y a la presion p del gas, pues todos
los coeficientes que en ella intervienen son funciones de E/p calculados tedricamente o
determinados experimentalmente.

La ecuacion precedente se suele escribir en la forma

d
(ﬁe = ane — Bne — yn?

(&

donde «, 3 y v son respectivamente las probabilidades de ionizacion, captura y recom-
binacion.

18.4.2. Difusién y deriva de los iones en un campo

En la descarga la energia entra por la accion del campo eléctrico aplicado que actia
sobre los iones presentes.

Por su menor masa, los electrones son los que mas alteradas tienen sus trayectorias
debido a la presencia del campo eléctrico. Si el campo tiene valores moderados, la nu-
be electrénica se desplaza con una velocidad en la que el rozamiento a que equivalen
las colisiones inelasticas equilibra a la fuerza del campo. Esta fuerza de rozamiento es
proporcional a la velocidad y por lo tanto la velocidad de deriva de la nube electrénica
es

VdeE

esta velocidad de deriva, junto con la velocidad de agitacién térmica, constituyen la
corriente en cada punto:

J=—-DVn,+nevyg = —DVn, + nkE (18.4)

donde D es el coeficiente de difusién y la constante de rozamiento k (conocida como
mouvilidad) puede relacionarse con D. Para ello basta suponer al sistema en equilibrio
térmico bajo la accién del campo E pero con corriente nula. Es un problema andlogo
al de la atmosfera sobre la superficie terrestre. Se puede resolver con la distribucién de
Maxwell-Boltzmann como la mencionada ecuaciéon barométrica, y se obtiene:

nee

e — E
Vn 1T
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con este resultado en la ecuacién 18.4
Ne€

0=-D E kE
inT + Ne
se obtiene la ecuacidn de Einstein
eD
k=,
kpT
vélida para F/p < 2V /cmtorr. La velocidad de deriva en un gas ideal (pV = NkgT) es
eD
= E=eDNEFE
Ud keT e /p

(recordemos que N es el nimero de moléculas por unidad de volumen). Cuando los
campos son mas elevados la relacién deja de ser valida; se pueden obtener con diferentes
criterios otras relaciones tedricas que, en general, observan la forma

EN\"
w-u(2)
p

En el caso del nitrégeno se pueden usar hasta 100 V/m los valores kg = 7.94 x 105 y
ng = 0.83.

La forma de la ecuacion para la velocidad de arrastre en campos mas intensos se pue-
de obtener mediante un razonamiento basado en considerar el plasma de electrones y
atomos o moléculas del gas como un gas de esferas duras (ver apéndice ??7). En efec-
to, con la notacién del apéndice, podemos considerar las esferas 1 como los electrones,
1 = U y a los 4tomos o moléculas como las esferas 2, es decir, 75 = V,Ny = N. En
estos plasmas débilmente ionizados y en una primera aproximacién podemos no tener en
cuenta las colisiones con los iones positivos. Tampoco, en consecuencia, consideraremos
su movimiento.

Bajo la accion del campo eléctrico aplicado al plasma, el gas de electrones sufre un
empuje o arrastre. Esto se traduce en un movimiento de conjunto del gas con una ve-
locidad de deriva vy respecto a los atomos o moléculas. Una primera estimacion de la
velocidad de deriva se puede obtener con el siguiente razonamiento: bajo la accién del
campo F el electrén experimenta una aceleraciéon eE/m que en el tiempo de vuelo 7
entre colisiones con las moléculas produce una velocidad

()
Vg= | — | T
m

Una expresion més refinada se puede obtener usando las leyes de conservacién del mo-
mento y la energia en los choques y promediando sobre el conjunto. También hay que
tener en cuenta la naturaleza de la interaccion, por lo que en general se obtienen expre-
siones del tipo

Ud:f<1+]n\;><e£>T:§<;+]\14)eET, E~1

donde M serfa la masa de las moléculas y 7 el tiempo 712 calculado en el apéndice (ec.
?7). No obstante, al calcular la velocidad T, debemos considerar al menos dos casos
extremos por las diferentes aproximaciones que requieren.
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Campos bajos

Si el campo eléctrico E aplicado es lo suficientemente pequeno para que no se haya
alterado apreciablemente el equilibrio térmico
1 5, 1. —2 3
—mv° =MV~ = kT
2" T3 9B

entonces (og = )

11
2
2 kT — 4 —
v B (m+M)
1 1 1/2

-1 _

— FN |3kpT (= + —
4 o {33 (m+M)]

_ 3 ( 1,1 >1/ 2 E
Ud = e — —_ _— -
V3\m M) (kpT)'?5; N
para campos suficientemente bajos se puede calcular

€= %\/67‘(’ =0.814.

Campos altos

Si los campos son muy elevados, se puede despreciar la energia térmica frente a la
adquirida en el tiempo de vuelo libre de los iones. No obstante no seria correcto tomar
directamente que la velocidad v de los electrones es v = v4. La razén de esto es que las
colisiones no sélo absorben energia del electrén sino que una parte de la energia que lleva
la conserva pero en direccién aleatoria. Asi, la energia de los electrones sigue repartida
en una parte de deriva con la velocidad v4 y una parte aleatoria. Utilizando las leyes de
conservacion del momento y la energia y promediando sobre las clisiones se tiene

M M
va:(m+M)v§—>v2:<1+ >v§m<§MU§
m

m

1/2 1/2
w:[(lJrM)vflJrVQ] :(1+M> Vd
m m

oy 1 1\ /4 e 12/ p\1/2
=t tu) \anes) W

por lo tanto,

quedando

aqui
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18.4.3. Campos intermedios

Suponiendo aditivas las energias térmicas y de campo tendriamos

ﬂew ‘

_9 2 1 1 M
=02+ V" =3kgT <m - M) + 3 <1 + m> (18.5)

con lo cual ahora hay que resolver la ecuacién bicuadrada

o 3kgT /1 1 eE \?
(va)” + ]Z (Uf%)_M(erM) (NU@) =0.

La solucion de esta ecuacién permite encontrar la velocidad de deriva con la que obtener
7, mediante la ecuacién 18.5. La velocidad media v, es la que se encesita en el calculo
de los ritmos de ionizacién y excitacion en la descarga junto a las secciones eficaces.

La solucién de la ecuacién es

3kpT 3kpT\? &2 M)\ [ eE \?
2

== > (14 =

K Vg <2M>+M2 ) e,

y representa una férmula razonable de interpolacién para todos los campos con £ = 0.81:

el 2
3 kT M M =
2 B 2 Noe
=SB (142 ) (1441 1+ — ) [ e
T (+m) * +§(+m)<gk3T>

18.5. Bombeo electrdnico

El bombeo electrénico se produce estableciendo una descarga eléctrica a través de un
gas. El gas se ioniza en presencia del campo eléctrico establecido entre los electrodos. Este
acelera los iones del gas y los impactos de aquellos con las moléculas neutras producen
iones secundarios que se vienen a unir a los preexistentes, contribuyendo de esta forma
a aumentar el grado de ionizacion del gas. Al mismo tiempo los iones de signos opuestos
tienden a recombinarse y convertirse en moléculas neutras.

Al principio la poblacién de iones existentes es muy baja, y su origen es diverso y méas
o menos casual (rayos cdsmicos, ionizaciones por radiacién ultravioleta y espontaneas,
de origen colisional, etc.). Por lo tanto en la fase inicial predominan los procesos de io-
nizacién sobre los de recombinacién. Durante el desarrollo de la descarga, sin embargo,
se puede llegar a un equilibrio entre unos y otros, quedando entonces una poblacién
estable de iones en la descarga. Si el gas posee un cierto grado de afinidad electrone-
gativa también se pueden dar procesos de captura de electrones por moléculas neutras,
creandose iones negativos pesados como los positivos. Ni unos ni otros pueden adquirir
gran velocidad y, por tanto, apenas contribuyen a la ionizacién del gas, que se produce
fundamentalmente por impacto de los electrones.

De la misma forma, son los impactos de los electrones los que producen la mayoria del
conjunto de moléculas excitadas.

http://alqua.org/documents/FdL 185



http://alqua.org/documents/FdL

18 Métodos de bombeo

Si la densidad electrénica en la descarga es n., la densidad de moléculas es N, la
seccién eficaz de excitacién por impacto electrénico es g, y la velocidad media de los
electrones es v, el nimero de excitaciones producidas por impacto de electrones en la

unidad de tiempo es
dn
P= ( dte>c = TeneNT.

Si las enegias cinéticas de los electrones bajo la accién del campo eléctrico son mucho
mayores que las de equilibrio térmico se tiene que, aproximadamente,

_ | M
UV~ —uy
m

donde M es la masa de las moléculas y vg la velocidad de deriva del gas electrénico bajo
la accién del campo eléctrico.

La densidad de corriente en la descarga es e n.vg y si, como es frecuente en un laser ésta
se encuentra confinada en un tubo de seccién S la corriente a su través sera i, = e nevgS.

Con ello
M i,
P =GNy ——
Te m Se

entonces el bombeo a los niveles entre los que se pretende obtener inversion de poblacién

sera
M 1
P=pP-2p-nN|== (aeg - 92061>
9 m Se 9

por lo tanto, si una vez conocidas las secciones eficaces se comprueba que

Oe2 Oel
—_— >

92 g1

entonces se sabe que el bombeo podra producir inversiéon de poblacién y una ganancia
en pequena senal que sera:

M 1
o = 001TP = 021TN\/ e (‘762 - 92061>
m Se g1

expresiéon que permite obtener la densidad de corriente umbral en la descarga, je, =

Geu/S:
eln RT;

Jeu = e .
onTNy/ & <0e2 - %Ud)

Si el bombeo electrénico no se efectia directamente a los niveles ldser el problema
puede ser mas complicado.
En el caso de un laser de avalancha la intensidad de radiacién amplificada era

o hl/oPl
2

I
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Figura 18.11: Goemetria transversa para el bombeo electrénico.

por lo tanto, y usando la expresién obtenida para el bombeo (g2 ~ g1)

hvy l | M
= 2V60 5 7N(0'E2 - 5el)ie

Ejemplo En el caso del laser de nitrégeno (A = 337nm) se tiene hyy/e = 3.68eV y

M /m = 226. Las secciones eficaces para la excitacion desde el estado fundamen-
tal a los niveles ldser por impacto de electronse (de energia media ~ 36eV son
Oe2 = 6.2 x 1078 cm?, 0,1 = 1.8 x 107 cm?. Por tanto, suponiendo p = 50mb y
T = 300K y usando N = p/ (kgT) ~ 1.2 x 10** m~3 sélo queda precisar el factor
geométrico [/S.
En bombeo transverso (figura 18.11), si [ es la longitud de los electrodos (y por
tanto también la de amplificacién), y h es del orden de su anchura (y por tanto la
del plasma), S = [h — /S = h~!. Tomando una distancia entre electrondos de
8cm y un valor i, ~ 10% A se tiene una intensidad de salida bastante razonable:

I ~2.7MWem ™2
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Historia

1.0.0 - 15 de abril de 2004

= Primera version publica, basada en los los temas expuestos en el curso de la
asignatura Fisica del laser impartida en la licenciatura de Ciencias Fisicas de
la Universidad Complutense de Madrid por José Manuel Guerra Pérez.

= Pasados a médquina, con numerosas figuras por Roberto Arévalo, Lucas La-
mata, José Augusto Rodrigo, Isabel Gonzélez y Alvaro Tejero.

= Reorganizacion de la estructura, con la creacién de cuatro apéndices - ATC,
JGP.

= Correccién de erratas, revision notacional, mejoras a la presentacién - ATC,

JGP.

= Complecién de la némina de figuras - ATC, Robert Jordens.
Las siguientes tareas merecen atencion, a juicio de los editores y autores:
= Incorporar ejercicios.
= Completar la bibliografia indicando las ediciones mas actuales.

= Completar y homogeneizar el indice de materias.
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Creative Commons Deed

Attribution-NonCommercial-ShareAlike 1.0: Key License Terms

Attribution. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work. In
return, licensees must give the original author credit.

Noncommercial. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work.
In return, licensees may not use the work for commercial purposes — unless they get the
licensor’s permission.

Share Alike. The licensor permits others to distribute derivative works only under a license
identical to the one that governs the licensor’s work.

Whoever has associated this Commons Deed with their copyrighted work licenses his or her
work to you on the terms of the Creative Commons License found here: Legal Code (the full
license)

This is not a license. It is simply a handy reference for understanding the Legal Code (the
full license) - it is a human-readable expression of some of its key terms. Think of it as the
user-friendly interface to the Legal Code beneath. This Deed itself has no legal value, and its
contents do not appear in the actual license.

Creative Commons is not a law firm and does not provide legal services. Distributing of,
displaying of, or linking to this Commons Deed does not create an attorney-client relationship.

Learn how to distribute your work using this license
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Manifiesto de Alqua

Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-
blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho mas vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas mas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inttiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipacién como individuo, aprendiendo y enseniando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

Versién 2.0, marzo de 2003
http://www.alqua.org/fundamentos/manifiesto-de-alqua Copyright (C) Alvaro Tejero

Cantero y Pablo Ruiz Muzquiz, 2003.
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro ptublico, como una biblioteca, entonces es ademads un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propositos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. jPor qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicién de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

iComo puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccién de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versién que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estdas de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nacién como un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
periédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién propone-
mos un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién més actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, http://alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a contac-
to@alqua.org .

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participacién de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Alvaro Tejero Cantero, 2003.
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Fisica del laser
Volumen 1: fundamentos
José Manuel Guerra Pérez

descripcion

Un curso de fisica del laser en el que se describen sus
fundamentos en la teoria cuantica de la radiacién,
el funcionamiento de los resonadores comunmente
utilizados, el proceso de amplificacién y los méto-
dos de bombeo para instalar la inversién de pobla-
cion. El libro se centra en los fundamentos tedricos
que mayor dificultad pueden ofrecer al estudiante
no especializado, exponiéndolos de una forma de-
tallada, ordenada y lo mas autoconsistente posible.
Contiene ejemplos y numerosas figuras.

requisitos

= Un curso de electromagnetismo que cubra las
ecuaciones de Maxwell.

= Un curso de fisica cuantica.

= Un curso de 6ptica electromagnética.

http://alqua.org/documents/FdL

Aprende en comunidad - http://alqua.org <

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - Optica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cudntica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simpléc-
tica - Fisica del laser - Analisis funcional - Mecdanica lagrangiana -
Geografia general de Espana (en preparacién).

http://alqua.org/documents/

alqua,madeincommunity
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