Capitulo 16

La Teoria de Pdlya

Perseveramos, querido lector, en ocupar su atencion con la cuestién a la que dedicamos el
capitulo anterior, a saber, la de contar coloraciones teniendo en cuenta ciertas simetrias. Es
buen momento para sugerir la (jre?-)lectura del citado capitulo, si es que el lector quiere
recordar cuan 1til resulté entonces el lema cuenta-érbitas de Burnside. Ocurre que, en muchas
aplicaciones, es necesario un mayor nivel de detalle: no basta contar cuantas coloraciones
no equivalentes por simetrias hay, sino que es necesario clasificarlas atendiendo a ciertas
propiedades. Esta es la razén de ser de la llamada Teorfa de Pélyal, a la que dedicamos este
capitulo.

i, Cuanto detalle se precisa? Bueno, sin exagerar; se trata de una informacién muy natural.
Como ya hicimos en el ejemplo 15.3.5, interesard averiguar no sélo cuantas coloraciones no
equivalentes se pueden formar con r colores, sino contar cuantas de ellas tienen un nimero
especificado de repeticiones de cada color. El teorema de Pélya de coloraciones (teorema 16.4)
dilucidara este reto. Para incitar el interés del lector apuntamos que este teorema nos per-
mitirda resolver, en la seccién 16.3.2, una cuestion delicada, que apenas esbozamos en la
subseccion 8.1.2: la enumeracién de los grafos no isomorfos con un nimero dado de vértices.

No nos conformaremos con esto, sino que abordaremos, ya puestos, el andlisis de las
decoraciones. Una decoraciéon de un conjunto X asigna a cada elemento, no ya un color, sino
una pieza con cierta estructura interna de partes coloreadas. Querremos averiguar cudntas
decoraciones no equivalentes (por un grupo de simetrias de X’) tienen, en total, un nimero
especificado de repeticiones de cada color. El teorema de Pélya de decoraciones (teorema 16.5)
resolverd esta cuestion. En la subseccion 16.4.3 se usard este teorema para contar arboles con
raiz no isomorfos y se mostraran algunas aplicaciones al andlisis de estructuras quimicas.

LEpénimos en Mateméticas! George (en su original hingaro, Gyorgy) Pélya, quien ha aparecido en repeti-
das ocasiones en estas paginas (véase su nota biografica en la pagina 114), presenté los resultados de la teorfa
que hoy lleva su nombre en 1937. Aunque antes, en 1927, John H. Redfield, musico y lingiiista americano, y
en cierta etapa de su vida interesado por la Combinatoria, publicé resultados similares, que en su momento
pasaron casi inadvertidos. Quizds porque su exposicién no era tan clara, o quizas porque no adelanté sus
aplicaciones (Pdlya se preocupé inmediatamente por las conexiones con la Quimica). Cabe preguntarse si es
merecedor de dar nombre a una idea o un resultado aquél que lo introduce por primera vez o quien es capaz
de articularlo, comprender su importancia y perseverar en su divulgacién. Sin entrar a juzgar los méritos de
Redfield, creemos que, por muchas razones, Pélya merece el reconocimiento de apadrinar esta teoria.
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1100 CApPiTULO 16. LA TEORIA DE POLYA

Finalmente, la seccién 16.5 se dedicard a una generalizaciéon natural de esta teoria de
Pélya, debida a De Bruijn, en la que ademds permitiremos la identificacion de colores me-
diante su propio grupo de simetrias. A esta situacién nos referiremos como decoloraciones, y
como comprobara el lector, el andlisis que alli haremos nos permitird abordar ciertas cues-
tiones de distribuciones de bolas en cajas en las que tanto las bolas como las cajas pueden o
no distinguirse.

Para alcanzar el nivel de detalle que perseguimos ahora, las funciones generatrices, con
su extraordinaria capacidad de codificacién de informacién combinatoria y su flexibilidad
para trasladar conteo combinatorio en manipulacién algebraica de polinomios o series de
potencias, devendran en un aliado fiel al que recurriremos con insistencia.

16.1. Inventario de coloraciones de un conjunto

Presentamos sin dilacién los ingredientes del problema. Tenemos un conjunto X de ta-
maifio n, digamos el habitual X = {1,2,...,n}. Disponemos ademds de r colores, y con
ellos coloreamos X. El conjunto de estas coloraciones, al que nos referimos con el simbolo
Col,(X), es el conjunto de aplicaciones de X en el conjunto de los r colores; en otras palabras,
las n-listas con simbolos extraidos del conjunto de los r colores. Tenemos ademés un grupo
de simetrias G de X, al que ademas, tal y como vimos en el capitulo 15, podemos considerar
de manera natural y candnica como un grupo de simetrias de Col,(X).

A cada coloracién w en Col,.(X) le asociamos un monomio? de r variables (tantas como

colores):

x?fl(w)xgz (W) . x?r(w)

donde cada exponente nj(w) es el nimero de elementos de X que reciben el color j en la
coloracion w. Como w asigna color a cada elemento de X, el grado total del monomio sera

ni(w) +no(w) + - +n.(w)=n para cada w € Col,(X).

Consideremos ahora un cierto conjunto €2 de coloraciones de X' con r colores, Q C Col,(X). En
principio, no imponemos estructura alguna a €2, aunque més adelante, por supuesto, {2 seran
coloraciones no equivalentes por la accién del grupo de simetrias (o, también, coloraciones que
quedan fijas por el grupo de simetrias). El inventario de un conjunto de coloraciones €2
es la siguiente funcién generatriz:

Ig(xy, e, ... 2p) = Z lell(w)x;w(w) o x;zr(w)

weN

la suma de los monomios correspondientes a cada coloracion. Se trata de un polinomio en r
variables, homogéneo® y de grado n. Obsérvese que

Io(1,1,...,1) = 9.

2Acabamos de entrar en modo funcién generatriz.
3Bs decir, Io(Ax1, A\ 22,..., 2r) = A" Io(x1,22, . .., 2), pues los monomios tienen grado total n = |X|.
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16.1. Inventario de coloraciones de un conjunto 1101

Los coeficientes de I son, a primera vista, todos 1. Pero, agrupando los términos con el
mismo monomio, obtenemos unos coeficientes con una interesante informacién combinatoria:
el coeficiente de 27 x5? ... 2] en Iq cuenta el nimero de coloraciones distintas en € (podria
no haber ninguna) en las que el color j aparece n; veces, para cada j =1,2,...,r. Es decir,

Coloraciones en (2 donde el

— , ni,.n2 n
Ig(z1,29,...,2,) = E # color j aparece n; veces xtry?
ni+-tnr=n j=12...,r
ni,...,nr 20

Este serd el objeto central de este capitulo. Si conociéramos explicitamente I, en sus coe-
ficientes estarian codificadas cuantas coloraciones de €) tienen cada posible combinacién de
colores. Pero claro, la dificultad, en general, estriba en calcular In. Veremos mas adelante
que, cuando €2 sea un conjunto de coloraciones no equivalentes por GG, podemos obtener I
a partir del anélisis de los ciclos de las simetrias de G' (nétese el paralelismo con lo hecho
en el capitulo 15). Pero antes, analicemos unos ejemplos en los que ya conocemos o resulta
especialmente sencillo enumerar las coloraciones.

EJEMPLO 16.1.1  El inventario de las coloraciones (con 2 colores) de los vértices de un
cuadrado no equivalentes por rotaciones.

Recordamos, del ejemplo 15.0.2, las 6 coloraciones (llamando a y b a los dos colores):

a a b b b a a b b b b a

a a b b b b a a a a a b

En este caso, el inventario de este conjunto de coloraciones §2 es

4, 4., .3 3,22, 22 _ 4, 4 3 3 2 2
Ig(x1,xe) = o] + x5 + wiwe + x125 + 725 + 0105 = ] + 25 + x{T2 + w128 + 22775 .

Por ejemplo, el coeficiente 1 de 2] nos dice que hay una coloracién con todos los vértices de

color a. El coeficiente 2 del tiltimo término w223 simplemente nos dice que hay 2 coloraciones

en () en las que cada color aparece 2 veces. Todos los monomios tienen grado total 4, y por

supuesto, Io(1,1) =6 = |Q]. &
EJEMPLO 16.1.2  El inventario de todas las coloraciones, con r colores, de X = {1,...,n}.
Tomamos 2 = Col,(X). Determinar una coloracién en la que, para cada j = 1,...,r, el

color j aparece n; veces (los nj son enteros no negativos cuya suma vale n) es lo mismo que
distribuir los elementos de X’ en r cajas numeradas (una por color) de manera que haya n;
elementos en la primera caja, no en la segunda, etc. Como bien sabemos, hay (m"nr)
distribuciones con estas caracteristicas, asi que el inventario de todas las coloraciones es

n! n
_ 1,12 Ne __ n
Iﬂ(xl’x27...,xr)— Z mxl x2 xrr_(x1+x2++xr) ,
ni+--+np=n
ni,...,ny >0
donde en la ultima igualdad hemos utilizado la férmula del multinomio. Si tomamos x1 =

.-+ =z, = 1, recuperamos el nimero total de coloraciones, |2| = r". &

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



1102 CApPiTULO 16. LA TEORIA DE POLYA

La utilidad del siguiente ejemplo de inventario de coloraciones de un conjunto merece que
lo elevemos a la categoria de lema

Lema 16.1 (Inventario de coloraciones por bloques) Consideremos un conjunto X y
una particion de X en s bloques no vacios: Ay, Ao, ..., As. Nos interesa el inventario del
conjunto € de las coloraciones de X con r colores en las que los elementos de cada bloque A;

reciben todos el mismo color. Para cada j =1,...,s, llamemos m; al tamano del bloque A;.
Entonces

Ig(xl’:(,‘2’__"l‘,r) e (;L‘?in'l ++x;n1)(x7ln2 ++l‘:‘n2) (:C”ins ++x;n5)
Obsérvese que hay Ig(1,...,1) = r® coloraciones de este tipo (las distintas maneras de asignar

un color, de entre los r posibles, a cada uno de los s bloques).

DEMOSTRACION. Comprobemos que, efectivamente, el inventario tiene la expresién que he-
mos exhibido mas arriba en el caso s = 2, que ya contiene el argumento general. Supongamos
que tenemos sélo dos colores a y b, primer y segundo color respectivamente. Sélo hay cuatro
coloraciones en 2, segun le asignemos a Ay y a Ay los colores a y b. Los monomios asociados
son
CCTl 3371712 , xﬂlnl 33312 , xgll :CTQ y xgll :anQ

(por ejemplo, el primer monomio se corresponde con colorear A; y A con el primer color),
cuya suma podemos reescribir como

271 4 2] el o = (2 + ) (o] +af)
Si tuviéramos tres colores, habria 9 posibles coloraciones (las distintas formas de asignar color
a Ay y Ag); la suma de los nueve monomios correspondientes,
ztal?, aMay?, " as?,
o tx?, xytan?, xytas?,
xgmx?lnz ’ xgnxgnz ’ xgnxgnz 7
da lugar a
(" + 2y + 25") - (2" + 25 + 25?).
Argumentos andlogos permiten obtener expresiones semejantes cuando tenemos mas de 3
colores; o bien, cuando hay méas de dos bloques en la particion, s > 2. [ |

El ejemplo 16.1.2, en el que considerdbamos todas las posibles coloraciones, es un caso
particular de este lema 16.1 cuando s = |X| y cada m; = 1, es decir, cuando cada elemento
de X da lugar por si solo a un bloque de la particién. Asi obtenemos el inventario

(x1+x2+---+x,~)|x|.

Otro caso extremo del lema 16.1 es aquél en que sélo hay un bloque en la particion, el propio X
al completo. Ahora hay tantas coloraciones como colores, pues basta decidir el color que le
asignamos a todos los elementos de X, y el inventario es la funciéon generatriz

| X | X

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



16.1. Inventario de coloraciones de un conjunto 1103

El lector atento, jpequeno saltamontes!, imbuido como esta de la filosofia de contar con
simetrias, conoce el camino que lleva a la luz, y sabe que para contar (o inventariar) lo desigual
(las 6rbitas no equivalentes) hay que centrar la atencién en contar (inventariar) lo inmutable
y fijo (los puntos fijos). Asi que no sorprendera que nos interesemos ahora por el inventario del
conjunto 2, de las coloraciones que quedan fijas por g (esto es, 0, = F'(g)). Recogemos
el resultado en el siguiente lema, corolario? del lema anterior 16.1, y que sera la clave de la
demostracién del teorema de Pdlya de inventario de coloraciones.

Lema 16.2 (Inventario de coloraciones fijadas por una g) El inventario de las colo-
raciones con r colores que quedan fijas por una simetria g cualquiera de X se escribe

Iﬂg (xla L2y« 7337') = yil(g)yEQ(g) e nyn(g)
donde para cada para j = 1,2,...,n, ¢j(g) denota el nimero de ciclos de longitud j de g y
donde cada variable y;, para j = 1,2,...,n, representa a

yj =] +ab+-+al.

De repente aparece, como descendido de los cielos, un resultado pletérico de estructura,
con un cambio de variables inesperado y peculiar. Tenue luz que senala la senda verdadera.

DEMOSTRACION. Detallemos el argumento. Consideremos una simetria g cualquiera del con-
junto X. Esta simetria g, como permutacion de X que es, se descompone en ciclos que forman
una particién de X en bloques no vacios. Digamos que hay s ciclos que (como conjuntos)
denotaremos por Ay, Aa, ..., Ag, y sean my, ..., m, sus respectivas longitudes. El conjunto €2,
estd formado por aquellas coloraciones de X en las que los elementos de cada A; reciben el
mismo color. Asf que, por el lema 16.1, el inventario de €1, se escribe

s

I, (x1,22,...,2;) :H(xgnj_i__.__irx:lj) '
j=1

Podemos compactar esta expresién considerando unas nuevas variables yi, que vienen dadas,
para cada k=1,2,..., por
k k k
Y = 7 —|—x2+-"+$r,

para obtener que

S
IQQ(.’L'l,.%'Q,- . 7xT) = Hym] .
J=1

Entre los s ciclos, los habra de diversas longitudes. Por ejemplo, los de longitud 1 (hay ¢1(g) de
ellos) contribuyen al producto anterior con ¢;(g) factores y;. Los de longitud 2 aportaran ca(g)
factores del tipo y2. Y asi sucesivamente. Por lo que podemos reescribir el inventario de €2,
como

(9), c2(9) . yin(g) -

c1 co
IQg(xl,xg, ces ) =Y Yy

4E] lector sagaz captard enseguida que en realidad los lemas 16.2 y 16.1 son equivalentes, porque una
particién en bloques no vacios define la descomposicién en ciclos de una (muchas) simetrias.

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



1104 CApPiTULO 16. LA TEORIA DE POLYA

En lo que sigue, haremos uso frecuente de la notacién ¢;j(g) = #{ciclos de longitud j de g}
que acabamos de introducir en el enunciado del lema. Conviene que nos detengamos breve-
mente a discutirla. Primero, si j > n, ¢;(g) = 0, pues no puede haber ciclos que contengan
mas del nimero total de elementos. ¢;1(g) es, simplemente, el nimero de puntos fijos de g¢:
c1(g) = |F(g)]- Y como los ciclos de una simetria g € G son disjuntos, 37, jcj(g) =n.

1 2 Si, por ejemplo, X = {1,2,...,6} son los vértices de un hexdgono, or-
denados circularmente, y consideramos (véase la figura) la simetria g de
6 3 reflexién en el eje que une los vértices 1 y 4, entonces
5 4~ Cl(g) 202(9) =2, Ci(g) =0,12>3,

porque los vértices 1 y 4 quedan fijos, mientras que hay dos ciclos de longitud dos, (g(26)
y Og(35). Obsérvese que lci(g) + 2¢2(g) = 2 +4 = 6. Pero si g es la rotacién de 60 grados
en sentido antihorario, entonces ¢;(g) = 0 si ¢ # 6, mientras que cg(g) = 1.

Veamos un par de ejemplos de aplicacién del lema 16.2. Digamos que X = {1,...,n} y
sea g = id. La identidad tiene n ciclos de longitud 1, y por supuesto fija todas las coloraciones
de Col,.(X). Aplicando el lema 16.2, recuperamos el resultado del ejemplo 16.1.2:

Icon,(x) (@1, 5 20) = Ty (Y1, yn) = Y1 = (01 4+ +2)"

Digamos ahora que la simetria g es una permutacion ciclica del conjunto X = {1,2,...,n}.
Es decir, ¢j(g) =0si j # n, y cu(g) = 1. En este caso tenemos que

Iﬂg(yl)”’ ayn) =Un -

Ahora bien, €, son las coloraciones de Col,.(X) que quedan fijas por g; asi que son aquéllas
en las que todos los elementos de X’ llevan el mismo color. La relacién anterior nos dice que

Io,(z1,...,2p) =27 + - + 27,

como ya observamos tras el lema 16.1.

16.2. La indicatriz de ciclos de un grupo de simetrias

Ya tenemos una funcién generatriz asociada a un conjunto general de coloraciones, su
inventario. En general, interesara estudiar conjuntos de coloraciones no equivalentes por la
accion de un cierto grupo de simetrias. En el capitulo 15 ya vimos cudn 1til resultaba analizar
cuéntas simetrias tenfan un cierto numero de ciclos. Ahora va a ser necesario incorporar mas
informacién sobre la estructura de ciclos de cada simetria. Y para ello, de nuevo, jcémo no!,
usaremos funciones generatrices.

Sea X' un conjunto con, digamos, n elementos (por ejemplo, el habitual X = {1,...,n}),
y sea G un grupo de simetrias de . Vamos a definir una funcién generatriz a la que se
conoce con el rimbombante nombre de funcién indicatriz de ciclos de un grupo de
simetrias, pero a la que llamaremos, mas familiarmente y para abreviar, indicatriz del grupo
de simetrias.

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



16.2. La indicatriz de ciclos de un grupo de simetrias 1105

Empezamos asociando a cada simetria g el siguiente monomio, que codifica la informacién

relevante sobre sus ciclos:
y§1(9)yg2(9) o yfln(g)

La indicatriz de ciclos del grupo G (o, simplemente, indicatriz de G) viene dada por

JG(y17y27"'7yn ‘G‘Zy yn()

gelG

Conviene hacer notar que, a diferencia del inventario I, la funcién indicatriz Jo no es
homogénea (véase el ejercicio 16.2.1). Obsérvese que

Ja(1,1,...,1) =1;
y, ademads, que
J (7“ , ’I“ Z ” c](g) Z T#ClClOS de g _ 1 Z # simetrias de G Tk
G\ Ty Gl Gl Gl con k ciclos ’
geG k

que es la féormula que utilizdbamos en el capitulo 15 (véase la subseccién 15.3.3) para contar
el nimero de coloraciones con r colores no equivalentes por la accién de G. Asi que

Ja(r,...,r) = #{coloraciones de Col,(X) no equivalentes por la accién de G}

Veamos algunos ejemplos de indicatrices de grupos.
EJEMPLO 16.2.1 La indicatriz del grupo T = {id}.

La identidad fija todos los elementos de X, tiene n ciclos de longitud 1, asi que

Jr(y1,92,- - Yn) = YT

Por supuesto, el nimero de coloraciones no equivalentes por la accién de la identidad es
Jr(ryr,...,r) =1", es decir, todas las posibles. &

EJEMPLO 16.2.2 Las indicatrices de los grupos C, y Dy, las rotaciones y las isometrias,
respectivamente, del poligono reqular de n lados.

Recordemos (de la subseccién 15.4.1) que, para cada d que divide a n, hay ¢(d) simetrias
en G con n/d ciclos de longitud d. De manera que

d
‘]Cn(yl)y2a"'7yn — Z¢ n/
d|n

El analisis de D,, es paralelo al anterior. Distinguimos, claro, los casos n par y n impar.
Si recordamos el andlisis de los ciclos de la subseccion 15.4.2, no es dificil comprobar que

1 2 2—-1 .
§JCn(y17y277yn)+4|:yg/ +y%yg/ ] S1 L par;

JDn(yl,?/2,---7?/n): 1 1

1)/2 .
§Jcn(y1,y2,---,yn) +3 (1 y ] si n impar.
Tomando en estas expresiones y; = --- = y,, = r, recuperamos las férmulas sobre el nimero
de coloraciones no equivalentes por C,, y D,, de las subsecciones 15.4.1 y 15.4.2. &

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



1106 CApPiTULO 16. LA TEORIA DE POLYA

EJEMPLO 16.2.3 El grupo G de rotaciones del cubo.

Con la descripcién de la estructura de ciclos de las 24 rotaciones (que se detall en la sub-
secci6én 15.5.1), obtenemos que

1

4
JG(ylayQa"' ayS) = ﬂ |: % +8y%y§ +9y2 +6y2] ;
para recuperar, tomando y; = --- = yg = 1, la conocida féormula para el nimero de colora-
ciones (con r colores) de los vértices del cubo no equivalentes por rotaciones: Jg(r,...,r) =
i (7“8 +17r% + 6r2) (véase también el ejercicio 16.2.6). &

EJEMPLO 16.2.4 La indicatriz del grupo simétrico completo S,,.

Queremos la expresién de Jg, (y1, - .., yn). Cada simetria g € S, tendréd un cierto nimero de
ciclos, ¢1(g) de longitud 1, c2(g) de longitud 2, etc. Si dos simetrias tienen sus ciclos de igual
longitud, contribuirdan al mismo término de la indicatriz de los ciclos.

Asi que bastard saber, para cada elecciéon de enteros no negativos bq,...,b, tales que
Z?Zl jbj = n, cudntas permutaciones de S, tienen b; ciclos de longitud 1, by de longitud 2,
etc. (éste serd el coeficiente del término yll’l e ?JZ") Como ya vimos en la subseccién 3.2.1,

este numero es |
n!

161262 .o pbn by lhg! . b))
Asi que la indicatriz de ciclos del grupo simétrico se expresa de la siguiente manera:

1 by b b
Ton(y1, 92, ) = Z bylby! - by! 101202 ... pbn Yyt Y

325 dbj=n

Recordemos que el niimero de sumandos (elecciones distintas de los b;) coincide con p(n), el
numero de particiones de n. Recogemos a continuacién los casos n = 2, 3,4 de la expresién
anterior, pues los usaremos mas adelante en varias ocasiones:

1
JSQ(yl)y2) = i(y% + y2) )

1
Ty (Y1, Y2, y3) = g(y? + 3y1y2 + 2y3) -

1
Js, (Y1, Y2, Y3, Y1) = ﬂ(y‘f + 6y2yT + 35 + Sysy1 + 6ya)

Instamos al lector diligente a que obtenga estas indicatrices: a) aplicando la férmula general;
y b) clasificando los elementos del correspondientes S,, por su descomposicién en ciclos. &

A la vista de la expresién tan alambicada de estas indicatrices de los grupos simétricos, el
lector se sorprenderd, quizés, al descubrir que se pueden expresar todas juntas de la manera
tan compacta y elegante que sigue:

Lema 16.3 La funcidon generatriz de las indicatrices de ciclos de los grupos simétricos es:

1+ i [an(yhyg,...,yn)]zn ~ exp (i [yﬂ zj>

n=1 j=1

(version preliminar 25 de diciembre de 2008)



16.2. La indicatriz de ciclos de un grupo de simetrias 1107

Si decidimos, como resulta conveniente, que Jg, (sin variables) vale 1, entonces cada fun-
cién generatriz Js, (y1, Y2, - - -, Yn) aparece como coeficiente n-ésimo de la serie de potencias
exp (Zj’;l yi/J 2 ) Noétese que en esta funcién generatriz hay infinitas variables y;. Dejamos
la demostracién de este lema como ejercicio 16.2.3 para el lector.

Por cierto, parodiando a Pélya, podemos decir que la indicatriz de ciclos de G sabe mucho
del grupo G, pero, jay!, no lo sabe todo, pues hay grupos no isomorfos que tienen las mismas

indicatrices®.

EJERCICIOS DE LA SECCION 16.2

16.2.1 Compruébese que la funcion (y1,y2,---,yn) — Ja(yi,y3,...,y") es homogénea.

16.2.2 Calcilese la indicatriz del grupo ciclico Cs al actuar sobre los 1 1
conjuntos {1,2,3} y {1,2,3,4}, que son los vértices de las dos figuras
que dibujamos a la derecha. 5 ) 5 )

16.2.3 Compruébese que

1+Z {an(yl,yg,...,yn)}z”exp( H—]] 27) )
1

n=1 j=
& Qué ocurre si tomamos y; = r para cada j?
16.2.4 Calculese la indicatriz del grupo Ay, el grupo alternado.
16.2.5 Clalculese la indicatriz del grupo G de rotaciones que preservan la pulsera del ejercicio 15.5.4.
16.2.6 Compruébese que la indicatriz de ciclos del grupo de rotaciones del cubo actuando sobre las
aristas es 1
57 W17+ Y5 + 6y + Gyiys + 8y3)
y sobre las caras

1
ﬂ(y? + 3yiy3 + 6yiya + 6y5 + 8y3) .

16.2.7 Sean G1 y G2 grupos de simetria respectivos de dos conjuntos disjuntos Xy y Xo. Sea ahora la
union Z = X1 UXs, y sea K el grupo producto G1 X Go. Consideramos los elementos de K , actuando

sobre Z mediante:
gi1(z), sizeX
(gl,ga(z){ 1 :

92(2), siz€ Xy
Obsérvese que se trata de una accion fiel, es decir, K es un grupo de simetrias de Z. Compruébese
que
Ju(y1,y2,---) = Ja, (1,92, - - ) - Ja, (Y1, Y2, -+ )

®Por ejemplo, si p es primo y m > 3, se sabe que hay un grupo no conmutativo de orden p™ donde todos
los elementos son de orden p. Claro, también podemos formar el grupo conmutativo Zj, X - - - X Z, (hay p™

m—1

m
copias de Zy). Los grupos no son isomorfos, pero la indicatriz, en ambos casos, serd vy + (p™ — 1)y}
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16.3. El teorema de Pélya de coloraciones

Tenemos un conjunto X con n elementos y 7 colores. El grupo de simetrias G actia
sobre X, y también sobre el conjunto J = Col,(X) de las coloraciones con esos r colores.
Tomamos ahora una y solo una coloraciéon en cada érbita de la accién de G sobre ) para
formar un conjunto €2 de coloraciones no equivalentes (por G). El siguiente elegante teorema
nos permite obtener el inventario de estas coloraciones a partir de la indicatriz de ciclos de G.

Teorema 16.4 (Pdlya para coloraciones) El inventario del conjunto Q de coloraciones
no equivalentes por la accion de G viene dado por

‘IQ((I,'l,(I)Q, s 7xr) = JG(y17y27 e 7yn) ‘

donde
_ k. k k —
Y = T +Ty+ -+ xy para cada k =1,2,...,n.

El lema cuenta-6rbitas de Burnside (véase la version de la pagina 1062) es corolario directo
de este teorema, pues basta sustituir cada z; por 1 (y asi todas las y;, son iguales a r) para

obtener
1 simetrias de G L
Io(1,1,...,1) = J = — . .
—Q( —— )= Ja(rr-m) |G| Z#{ con k ciclos } "
k
=€

Aunque, en virtuoso circulo, y como veremos mas adelante, en la subseccién 16.3.1, la de-
mostracién del teorema 16.4 se deducira de la versién ponderada del lema de Burnside.

Antes de entrar en la demostracion, vamos a comprobar la potencia de este resultado
en unos cuantos ejemplos. Varios de ellos ya se trataron en el capitulo 15, y aqui veremos
c¢émo el teorema de Polya nos permite obtener informacion mucho mas detallada de la que
alli conseguiamos, pues no sélo seremos capaces de calcular cudntas coloraciones no equiva-
lentes hay (que eso ya lo hacfamos con el lema de Burnside), sino que sabremos cuantas hay
con cada combinacién de colores. Toda esta informacién estara contenida en los coeficien-
tes de la funcién de inventario. El teorema de Pdélya nos proporciona una manera directa y
mecdnica de calcular este inventario a partir del andlisis de los ciclos de G, pues una vez que
dispongamos de Jg(y1, .. ., yn), bastard sustituir cada y; por la combinacién de a7} + - -+ + .
correspondiente para obtener Iqg.

EJEMPLO 16.3.1 Collares con 14 cuentas, blancas y azules.

Como siempre, al hablar de collares suponemos que consideramos como iguales a los que se
obtienen unos de otros por rotaciones (pero, por ahora, no por volteo). El andlisis que hicimos
de la subseccién 15.4.1 nos permite obtener el niimero de collares con 14 cuentas:

1
# { Coloraciones en Coly({0,1,...,13}) no equivalentes por Ci4 } =1 Z o (d) 2%
d|14

= 17 (02 4 62)27 4012 +9(19)2) = (14274652 16 x21) = 1182
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Pero, jy si nos preguntamos, por ejemplo, cuantos collares hay con tres cuentas blancas y
once azules? Argumentemos “a la Burnside”. El conjunto X" tiene 14 elementos, y el grupo de
simetrias es un C14. Ahora seleccionamos, como ), las (134) coloraciones de X con 3 blancas y
11 azules. Para determinar el nimero de elementos de ) no equivalentes por Ci4, via el lema
de Burnside, hemos de calcular el nimero de puntos fijos de cada una de las simetrias. La
identidad fija todos los elementos de ). Y el resto de las simetrias (son rotaciones) no fija
coloracién alguna. Asf que

1 /14
# { coloraciones en ) no equivalentes por GG } = 7 < 3 ) =26.

Un argumento bastante ad hoc, que habria que rehacer si, por ejemplo, nos pidieran el niimero
de collares con 5 cuentas blancas, o con a lo sumo 7 cuentas blancas, o. ..

Apliquemos el teorema de Pdlya, que nos dice que

Io(z1,22) = Jei, (Y1, 42, - -, Y14)-
Como ya vimos en el ejemplo 16.2.2,
14 d_
Jow (Wi, Y2, -, y14) = 14Z¢ / ( Y+ yd + 6yF + 6yua) -
d|14

Ahora sustituimos las ¥ por sus respectivas expresiones en términos de las x;:

1
(@1 + o)™ + (@} +03)7 +6 (2] +23)* + 6 (al* +25))

Io(x1,29) = 7

Si desarrollamos esta expresion, obtenemos (jcarambal):
Io(z1,29) = 23 + 23 00 + 72?23 + 26 21 23 + 73210 23 + 143 29 2 + 2172 25 + 246 27 2]
+ 217285 25 + 14323 25 + 732 230 + 26 25 23t + T2 23 + 1y 230 + 23t

iY aqui estd todo! Por ejemplo, para obtener el nimero total de collares con 14 cuentas, basta
tomar r1 = x9 = 1:

In(1,1) =147+ 14+1+26+ 73+ 143 + 217 + 246 + 217 + 143+ 73 +26 + 7+ 1 = 1182.

Con 3 cuentas blancas (y 11 azules) hay 26 collares (mirese el coeficiente de z3x3!). Con 5
cuentas blancas hay 143 (el coeficiente de z925). Con a lo sumo 7 cuentas blancas hay

246 + 217+ 143+ 73 +26+7+1+1=T714

(la suma de los coeficientes de los términos en los que x; aparece con grado < 7). Etc.

Pero mas atin: si dispusiéramos de tres colores, basta cambiar el tipo de sustitucién (ahora
cada y; se reemplaza por =} + 2 + ) para obtener

1
Io(w1,22,23) = 77 (@1 + 2 +23)' + (o + 034037 +6 (o] +ad+2])? +6 (2l +a3 +24) ).

Desarrollando esta expresion, tendriamos todas las respuestas codificadas en los coeficientes.
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Si ademds cambiamos ahora de grupo de simetrias, y consideramos el grupo diédrico (esto
es, incluimos el volteo como una de las operaciones de identificaciéon permitidas), el andlisis
con Pdlya requiere la indicatriz de Dy4 (véase el ejemplo 16.2.2):

1
oy, y) = o2 (yi* +8ys +6y3 + 614+ Tyt vl) .

Si 2 es el conjunto de coloraciones (con 2 colores) no equivalentes por D4, su inventario es
14 14
Ig(xl,xg):IDM(xl—i—xg,...,xl + x5 ),

cuyo desarrollo en serie nos da las respuestas buscadas. &

EJjempLo 16.3.2  Volvamos al ejemplo de las tarjetas con 16 casillas del ejemplo 15.3.7.

Nuestra tarjeta tiene 16 casillas, que marcamos o no; tenemos, pues, dos

L2 colores. El grupo de simetrias que consideramos es G = {o0q, 01, 02,03}, las
G|7]8 cuatro rotaciones de la figura. Como vimos en el citado ejemplo, hay 16456
10| 11|12 tarjetas no equivalentes por rotaciones (y 10763361 si podemos marcar las

131 14| 15/ 16 casillas con tres simbolos). Abordemos la cuestién con el teorema de Pdlya.

Recordemos la descomposicién en ciclos de las simetrias: g constaba de
16 ciclos de longitud 1, o1 de 4 ciclos de longitud 4 (igual que o3), mientras que o9 tenia 8
ciclos de longitud 2. Con esto podemos escribir la indicatriz de ciclos del G:

1
Ja(y1, .-, y16) = 1 [y1® + 2y1 + 5] -
Si disponemos de dos colores, el inventario de las coloraciones §2 no equivalentes por G es
1
Io(z1,25) = 7 [(21 4 22) " +2 (0] + 23)" + (a1 + 23)°]
=210 +427° 29 + 32 xfl r3 + 140 213 23 4 464 21> :cé + 1092 21! 25 + 2016 21° 25
+ 2860 27 25 + 3238 2% 25 + 2860 27 23 + 2016 2% 210 + 1092 25 3! + 464 21 212

+ 140 23 33 + 3223 23 4+ 42 215 4 216

(jcaspital). El nimero total de coloraciones no equivalentes se obtiene tomando 1 = x9 = 1:
1
Ia(1,1) = 10| = 5 26 42 x 2% + 28] = 16456,

como ya sabiamos. Pero més atn: con tres casillas marcadas hay 32 tarjetas, con cuatro hay
140, con 6 o 7 casillas marcadas hay 2016 + 2860 = 4876, etc. Si tuviéramos tres simbolos a
nuestra disposicién para marcar las casillas, el inventario seria

1
In(ay, w2, w3) = 7 (21 + 22 +25)"° + 2 (0] + a5 +23)" + (2F + 23 +23)°]

de manera que el numero total de tarjetas con estas caracteristicas seria el ya conocido
In(1,1,1) = % [316 +2x3* —|—38} = 10763361 . Dejamos que el lector se entretenga, si le
place, desarrollando la expresion de este inventario para tener codificadas todas las respuestas
posibles. &
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Admire el lector cudn directo y flexible es el método: una vez que tenemos la indicatriz
de ciclos del grupo en cuestién, una simple sustitucién (y un quizds engorroso, pero muy
mecénico, desarrollo de la expresién resultante) nos ofrece inmediatamente la funcién de
inventario. Quizas algun lector laborioso estara pidiendo alguna indicacién sobre cémo se han
desarrollado en serie las aparatosas expresiones que aparecian en los dos ejemplos anteriores.
Pues sentimos la decepcién, porque no las habra, pues esos calculos se han hecho recurriendo
a algin paquete matemético de célculo (tipo Maple), para el que un tal desarrollo no es mas
que una tarea rutinaria, de ésas que el software puede hacer 100 sin ni siquiera desayunar.
Es posible que ese lector, a quien sin duda adorna un cierto toque romantico, eche de menos,
nostalgico él, algiin ingenioso argumento “matematico”, quizas via el teorema del binomio o
del trinomio, que permita obtener los coeficientes de interés en cada caso. No seremos nosotros
quienes coartemos tal impulso, jdnimo con ello! Aunque viene a cuento recordar la frase de
Whitehead, a la que ya aludiamos en la pagina 10, en el sentido de “la civilizacién avanza
ampliando el nimero de operaciones importantes que podemos realizar sin pensar en ellas”.
Sea a puro pulso matematico, sea con ayuda de algin software matematico, le animamos a
que se entrene en el uso de este procedimiento con los ejercicios de esta seccién.

Finalizamos esta subseccién con un par de ejemplos, algo més elaborados, pero que abren
nuevas perspectivas del uso de la técnica de Poélya. La demostracion del teorema 16.4 se
abordara en la subseccién 16.3.1. Reservamos el final de esta seccién (subseccién 16.3.2) para
la aplicacién de esta técnica a una cuestién especialmente interesante, como es el cédlculo del
nimero de grafos no isomorfos con n vértices.

EJeMPLO 16.3.3 Coloraciones con dos colores y subconjuntos. Colorear un conjun-
to X con dos colores, que en este ejemplo serdn 0y 1, es lo mismo que seleccionar un sub-
conjunto, donde el 1 significa “estar’en el subconjunto y el 0 “no estar”. Tenemos ademds
un grupo G. Dos subconjuntos A y B son equivalentes por G si hay una simetria g de G tal
que B ={g(a) : a € A}; es decir que las coloraciones son equivalentes.

Nos interesa el ntimero de conjuntos no equivalentes de tamano k, denotémoslo por ay.
Hay dos casos extremos naturales: si G = {id}, entonces oy = (Z), mientras que si G = S,
entonces dos conjuntos con el mismo numero de elementos son siempre equivalentes, y ay = 1.

El inventario I(z1,z2) de subconjuntos no equivalentes viene dado por

I(xlva) = JG(y17y27 o 7yn)

Si x1 estd asociado al color 1 y xo al color 0, el coeficiente de x’fngk en la expresion de

I(x1,x2) nos da el nimero ax. O més directamente, si ponemos 1 = z, x92 = 1, vemos que
n n
Zakxkzl(:c, 1) es decir, Zakxk:Jg(1+x,1+:c2,...,1+:c”).
k=0 k=0

pues, en este caso, y; = 2/ +1, paraj=1,2,...,n.

En el caso de G = {id}, como Jg(y1,92,...,Yn) = yi, tenemos que

n
Zaka@k =(1+42)", de donde, como ya sabfamos, oy = <n>
k=0
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La expresion de la indicatriz del grupo simétricos es més complicada, asi que, jcémo podemos
obtener que oy = 17 Hasta ahora n estaba fijo. Corrijamos la notacién: donde deciamos ay,
pongamos aj;, para indicar su dependencia en n. Y es que vamos a comprobar que aj = 1,
para 0 < k <nyn=12,... de golpe, todos a la vez. Esto de “calcular de golpe” es pura
invocacién a la magia de las funciones generatrices. Partimos de la mistica identidad del

lema 16.3: - -
1+ Z [Jgn(yl,yg,...,yn)] 2" = exp <Z [%} zj> .

n=1 j=1

Tenemos que

n
Zaﬁxk:an(1+:c,1+:c2,...,1+:c"),
k=0

y substituyendo:

N ks — [1+a7] 1 1
142 Q afe) =ew | ) = g
j=1

n=1 k=0

donde hemos usado la identidad (Z;’il ”7]) =In ﬁ, que se comprueba directamente deri-
vando. Pero

1 1

l—z1—2xz

= (142422424 (A +zz+2222 42323+ ) = 1+2(142)+ 22 L+ +2?) +- -
Igualando coeficientes deducimos que o = 1, para 0 < k < n, y n > 1, como ya sabfamos.
Al lector puede interesarle ahora el ejercicio 16.3.5. &

El siguiente ejemplo es un guino anticipando al teorema de Pdlya de decoraciones.

EJEMPLO 16.3.4 Matices. Tenemos tan solo 5 colores, pero los tres primeros resultan ser
matices de un mismo color, digamos, rojo, y los dos sequndos, matices de azul.

El inventario de coloraciones no equivalentes es:

Io(z1, 29,23, 24, 25) = Ja(Y1, Y2, - - -+ Yn)

Nos interesa conocer cudntas de las coloraciones anteriores tienen una cantidad dada de
osiciones rojas v azules® . Nada mads facil: introduzcamos dos variables, u ara el rojo
y U1, )
ug, para el azul. Pues bien, el coeficiente de u’lfuj2 de

Io(ur, ui,uy, ug, uz)

es el numero de coloraciones no equivalentes con k rojos y j azules. Bien, ;jpero cémo se
traduce en términos de la indicatriz del grupo? Basta con expresar las variables y; en términos
de las u;; de manera que el inventario H (u1,us2) de coloraciones no equivalentes que atiende
sélo a contar rojos y azules es:

H(u17u2) = IG(y17y27 e 7yn)7

dondeyj:x{+x§+x§+xi+x§;:3u{+2ué &

SRadicales que estamos: quedan abolidos los matices.
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16.3.1. Demostracion del teorema de Pdlya de coloraciones

La demostracién, como vamos a comprobar enseguida, es consecuencia directa de la ver-
sién ponderada del lema de Burnside para coloraciones (véase el lema 15.9). El inventario de
un conjunto §2 de coloraciones no equivalentes se escribe como

Io(z1,29,. .., 20) = Z x?l(w)x?(“’) g @)
weN

donde nj(w) es el nimero de veces que aparece cada color j en la coloracién w. Consideramos
el grupo G actuando sobre el conjunto ) de coloraciones con r colores de X. Definimos una
funcién peso p que, a cada coloracién w de ), le asocia el monomio

w— plw) = x?l(“’)x;m(w) e xfr(w) )

de manera que

Ig(z1,29,...,2,) = Zp(w).

Obsérvese que, dada una simetria g € G, n;(g(w)) = n;(w), para cada j = 1,2,...,r, porque
la simetria variara la coloracion, pero no cambia el nimero de elementos que llevan un mismo
color. Por tanto,

p(9(w)) = p(w),
esto es, el peso p es constante en las 6rbitas de G (en su accién sobre )), que es justamente el
ingrediente necesario para poder aplicar el lema de Burnside con pesos. Teniendo en cuenta
que 2 es un conjunto de representantes de las orbitas de G en ), obtenemos

S =G (2 ) =

weh g€G NweF(g) geq
Pero, tal y como dicta el lema 16.2,
Io,(v1,22,...,2,) = yil(g)y?(g) e yﬁ”(g) ,

donde las y;, se relacionan con las x; de la manera habitual. Asi podemos concluir que

1
STy @y @yl = Ty, )

Iﬂ(xlax2a s 7x1") = 1A
|Gl
geG

como reza el teorema de Pdlya. |

16.3.2. Enumeracion de grafos no isomorfos

Esto de enumerar grafos no isomorfos es asunto delicado. En la subseccién 8.1.2, en aque-
lla disquisicién de tintes escolasticos sobre las almas y los cuerpos de los grafos que quizas
recuerde el lector (o si no, es buen momento para repasarla), apenas nos asomamos a la cues-
tion, analizando casos sencillos, como el de los grafos con 4 vértices y 3 aristas. Procediamos
alli con cautela, intentando ser ordenados, guidndonos por las posibles sucesiones de gra-
dos. .. pero siempre con una cierta desconfianza, reconézcalo el lector: jay!, jnos estaremos
olvidando alguna configuracién?
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Hay, por ejemplo, 4 grafos no isomorfos con tres vértices (uno sin aristas, uno con 1 arista,
uno con 2 y uno con 3), mientras que existen 11 grafos no isomorfos con 4 vértices, de los
cuales hay 1 sin aristas, 1 con una arista, 2 con dos, 3 con tres, 2 con cuatro, 1 con cinco y

1 con 6: . . I—@ o I—I V
IT; EI M’ AKX

Y habria hasta 34 grafos no isomorfos con 5 vértices, 156 con 6, 1044 con 7, etc. Pero,
i,cémo podemos obtener estos nimeros? La teoria de Pélya llega en nuestra ayuda. Como en
un momento descubrird el lector, tras una cierta elaboracién previa (un tanto sofisticada),
seremos capaces de obtener una funcién generatriz con la que no sélo podremos determinar
el nimero de grafos isomorfos (con n vértices) que hay, sino también cuantos hay con cada
posible niimero de aristas. Una informacién de lo més detallada, y que se obtendra con un
procedimiento bastante mecanico. Una maravilla.

Fijemos un conjunto de vértices, digamos V' = {1,...,n}. Para completar el grafo, nece-
sitamos prescribir el conjunto A de aristas, es decir, seleccionar, de entre todas las parejas
de vértices, unas cuantas de ellas. En términos que ya nos son familiares en este capitulo,
completar el grafo es lo mismo que colorear el conjunto de los (g) pares de vértices con dos
colores: por ejemplo, estar (si es que decidimos que el par en cuestién sea una arista del
grafo) y no estar (en caso contrario).

Fijado V, dos grafos seran isomorfos si podemos llevar la coloracion que define las aristas
de uno a la coloracién del otro mediante una cierta permutacién de los vértices. De manera
que dos grafos seran no isomorfos si sus coloraciones no son equivalentes por la acciéon de
todo el grupo simétrico S,,. Este grupo simétrico actia, en principio, sobre {1,...,n}, aunque
lo que aqui interesa es analizar su accién sobre el conjunto de los pares de vértices (las
posibles aristas). En particular, para poder usar el teorema de Pdélya, necesitaremos conocer
la indicatriz de los ciclos de S, cuando actia sobre los pares (porque la indicatriz de S, al
actuar sobre {1,...,n} ya la conocemos, véase el ejemplo 16.2.4).

La accién a la que nos referimos es la siguiente: si g es una permutacién de {1,...,n}y
{a,b} es un cierto par (una arista), entonces g({a,b}) = {g(a), g(b)}. Nos interesa saber en
qué se traducen los ciclos de cada g (como permutacién de {1,...,n}) al actuar sobre las
aristas. Para hacernos una idea de la casuistica, empezaremos analizando un ejemplo sencillo.

EJEMPLO 16.3.5 El caso n = 5.

Digamos que V = {1,2,3,4,5}. El grupo simétrico S; tiene 5! = 120 elementos. Y hay
(‘;’) = 10 pares de vértices (candidatos a ser arista). Consideremos la permutacién

g1 = 05(1 2) o 05(34) O 05(5) .

Sea ahora la arista {1,3}, cuyos elementos pertenecen a ciclos distintos de g1, pero de la
misma longitud. Sigamos su pista por la accién de g;:

{13} 75 {01(1), 13)} = {2,4} 7 {91(2), 1 (4)} = {1.3}.
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Se trata de un ciclo de longitud 2, la misma que tenian los ciclos a los que pertenecian los
elementos de la arista. Digamos que la permutaciéon es ahora

g2 = O5(12) 0 O5(345).

Consideramos de nuevo la arista {1,3}, cuyos elementos estdn ahora en ciclos distintos y de
longitudes diferentes. La primera accién de g la lleva a {2,4}, y la segunda a {1,5}. El primer
elemento del par ha vuelto al inicial, pero el segundo todavia no. En la tercera aplicacion
obtenemos {2, 3}; ahora es el segundo el que esta en el estado inicial, pero el primero no. Un
“desfase” que se resuelve a la sexta aplicacion de go. {Claro!, dira el lector, porque 6 = 2 X 3;
o, mejor, porque 6 = mem(2, 3).

Miremos ahora la permutacién
g3 = 05(123) 0 O5(45),

y volvamos a considerar la arista {1,3}. Ahora los dos elementos pertenecen al mismo ciclo
de la permutacién, que ademads tiene longitud impar. Ocurre lo siguiente:

{1,3} & {2,1} 25 (3,2} & {1,3}.

La longitud del ciclo es 3, la misma que la del ciclo al que pertenecian los miembros del par.
Por 1ltimo, sea la permutacién

g4 = 05(1234) ¢} 05(5) .

Empecemos con la arista {1,2}. Sus elementos estan en el mismo ciclo (ahora de orden par)
de la permutacién. Su trayectoria bajo g4 es

(1,2} 25 (2,3} 25 (3,4} 25 {4,1} 25 {1,2}).

La longitud del ciclo descrito por el par coincide con la del ciclo de sus componentes. Pero,
jcuidado!, aunque éste es el comportamiento “general”, hay un caso especial que merece
consideracién aparte. Observemos qué ocurre con la arista {1,3}:

{1,3} 25 {2,4} 25 {3,1}.

Ahora el ciclo es de longitud 2, justamente la mitad de la longitud original. ;Por qué ocurre
esto? Porque los elementos del par “distan” en el ciclo original justo la mitad de la longitud
total del mismo (4 en este caso). &

Este ejemplo, como vamos a ver en un momento, recoge ya toda la casuistica posible.
Pongamonos con el caso general. Partimos de un conjunto X = {1,...,n}. El grupo simétrico
S, consta de n! permutaciones. Queremos describir la accién de S,, sobre el conjunto ) de
los (Z) pares. Para distinguir, utilizaremos el simbolo [S,,]? para referirnos al grupo simétrico
actuando asi. Y, por comodidad, llamaremos N = (g) en lo que sigue. Nuestro objetivo es
escribir la indicatriz de ciclos de este grupo,

1 = =
J[Sn]Q(yl)"’7yN):ﬁ Z yll(g)y]\][\l(g)
" g€Sn
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Aqui, y por distinguir de la accién sobre X, ¢;(g) significa el niimero de ciclos de longitud j
que tiene g en su accion sobre los pares. Tenemos N = (Z) variables, pues en principio podria
haber ciclos de hasta esa longitud.

Sea entonces una permutacién g del grupo simétrico S,, actuando sobre los pares {u, v},
que tendra c;(g) ciclos de longitud j (en su accién sobre X'). Vamos a distinguir cuatro casos:

La arista {u,v} es tal que u y v pertenecen a ciclos distintos de g, que ademds
tienen longitudes distintas, digamos 1 < [1 < Iy < n:

On(uas ...a;) On(vby ...by).
En este caso,
{u,v} < {ag, by} L .- L {ar,, by, } S,... 4 {ar,, by} L fu v}

La longitud de este ciclo, la primera vez que ambos elementos vuelven a su posicién original,
serd mem(ly,l2). De forma que cada ciclo (de aristas) de éstos aportard a la indicatriz de
ciclos un término del tipo Ypem(iy,1,)- Ahora bien, jcudntos ciclos de éstos hay? Digamos que
l1 y Iy estén fijos (con 1 < [} < Iy < n). Decidimos primero qué dos ciclos de longitudes
l1 y lo de g estamos considerando: hay ¢, (g) ¢, (g) posibles elecciones. Una vez fijados los
dos ciclos de g, tendremos que contar cudntos ciclos (de pares) aparecen. En principio hay
l1lo maneras (las elecciones posibles de u en un ciclo y de v en el otro). Pero claro, para no
repetir, habra que dividir por la longitud comin del ciclo de los pares, que es mem(ly,l2). Es
decir, habra en total .
102
7mcm(ll, lg) = mcd(ll, lg) .

Y la aportacién de este caso a la indicatriz de los ciclos sera

H ¢, (9) ey (9) med(ln,l2)
mem(lq,l2) .
1<l <ly<n

u y v pertenecen a dos ciclos distintos de g, ambos de longitud I,
On(uas ...a) On(vby ... by).
Este caso es mas sencillo, pues
{u,0} = {ag,bo} =5 - = {ay, b} = {u, v}

y el ciclo tiene longitud [, la misma que los ciclos originales. Asi que contribuird con un
factor y; a la indicatriz. Una vez fijado [, para contar el nimero de ciclos (de pares) que hay

» decidimos los ciclos de longitud [ de g en los que estamos (hay (C’gg)) posibilidades);

= y para esos ciclos particulares de g, hay [?/] = [ ciclos de aristas (los I posibles pares
se distribuyen en los ciclos longitud [).

En total, obtenemos una contribucién

1(c1(9)
H yl( 2 )

1<i<n
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u y v estdn en un mismo ciclo de longitud ! impar, Op(u...v...q;). Indepen-

dientemente de las posiciones relativas de u y v en el ciclo, la arista {u,v} describe un ciclo
de longitud ! bajo la accién de g; por tanto, habrd una contribucién y;. Fijado [ (impar), el
numero de ciclos de este tipo sera

(o) (3) 1 = alo) 5.

como corresponde a decidir en qué ciclo estamos, escoger los dos elementos y dividir por la
longitud de los ciclos de aristas. En total,

H qu(g) =

[ impar

El 1ltimo caso, en el que u y v estdn en un ciclo de g de longitud [ par, requiere
algo mas de elaboracién. Distinguimos dos posibilidades:

» siestdn distanciados exactamente /2, digamos que On(uay ... v apjo41--- ay), entonces
el ciclo de la arista es de longitud [/2; el niimero de estos ciclos es (1/2)/(1/2) = 1, porque
recorre todos los pares que estan distanciados de esta manera.

» Si wy v no estdn situados de esa manera, entonces el ciclo de la arista {u,v} es de
longitud [. Elegir un par de elementos que no estén a distancia [/2 en el ciclo se puede
hacer de [(I — 2)/2 formas, porque una vez elegido el primero, tenemos una posicién
extra prohibida.

En total, la contribucién de este caso resulta ser
(9)
yl yz /2 :
| par
Tras todo este analisis, estamos en disposicién de escribir una primera versién de la indicatriz

de ciclos de [S,]*:

‘][Sn]Q(yla ces 7y]\[) =
1 e, (9) e ( ) med(l1,l2) ) alg) 5t 2a(9) alg)
— a2 (T s I s I ST [ ] )
" geS, N1<li<la<n 1<i<n | impar | par

Observe el lector que, en la suma anterior, de cada ¢ sélo interviene su estructura de ciclos,
los valores (c1(g),-..,cn(g)). Asi que, recordando del ejemplo 16.2.4 cudntas permutaciones
con una estructura de ciclos determinada hay, concluimos que

1
Jis2 (Y1, YN) = Z <b1!52!---bn! 1b12b2...nbnx
bl:---vbn 2 0
>jbj=n
biy biy med(l,l2) 2 ZT %bl b
X H Ymem(i,12) H yl X H u X H Y= Yy
1<li<la<n 1<i<n [ impar l par
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La expresién, reconozcamoslo, amedrenta’. Para n fijo, primero tendremos que determinar
todas las combinaciones by, ..., b, de cada sumando (recordemos que hay p(n) posibles com-
binaciones, las particiones del entero n). Después “s6lo” hay que ir escribiendo explicitamente
cada uno de los términos mediante las formulas correspondientes.

Una vez que conocemos Jig, |2, para contar los grafos en n vértices no isomorfos, aplicamos
el teorema de Poélya: se trata de colorear los 2-subconjuntos con dos colores, y obtenemos el
inventario de las coloraciones no equivalentes sustituyendo, en la indicatriz de ciclos Jg, )z,

cada variable y; por ] + 2. El resultado es el inventario de grafos no isomorfos clasificados
por el nimero de aristas: en la expresién que obtengamos, el nimero de grafos no isomorfos
con, digamos, t aristas, es® el coeficiente de ! :cgft. Lo vemos en un par de ejemplos.

EJEMPLO 16.3.6 El niumero de grafos no isomorfos con 2, 8 y 4 vértices.

Empecemos con n = 2 vértices, un caso especialmente sencillo, que podriamos analizar a
mano. Aqui, el nimero maximo de aristas es N = (2) = 1. Como el entero 2 sélo tiene dos
particiones, 2 = 2y 2 = 1 4+ 1, sélo hay dos sumandos en la suma anterior, las elecciones

by =2,by =0y b =0, by = 1. La funcién indicatriz de ciclos de [S3]? viene dada por

1 b b.
Ty = Y byl by! 101 202 {yglbﬂ [yi(;)y;(;)} {yllno] [ygba ylﬂ

bi,b2 >0
b1 +2by =2
1 b b (bl) 2(b2) b 1 1
= T AN R - T Rk
bi1,b2 >0 T
b1 +2by =2

(obsérvese que la funcién solo depende de una variable). Ahora podemos enumerar las colo-
raciones no equivalentes por [S2]? con dos colores; si llamamos €2 a este conjunto de colora-
ciones, su inventario es

Ig,(x1,29) = J[SQ]z(xl + xg,x% + x%) =x1 + T2,

de donde leemos, directamente, que hay un grafo con una arista y otro sin aristas.

El caso n = 3 es mas laborioso. Tenemos hasta N = (g) = 3 aristas posibles y tres

particiones posibles: 3=14+1+1,3 =142y 3 = 3, que se corresponden con las elecciones
b1:3,b2:b3:0, blzbgzl,bgzo y b1:b2:0,b3:1,
que, trasladadas a la indicatriz de los ciclos de [S3]? nos da
_ 1 b1 b2 | b1b3 , babs (621) 2 (b22) 3 (623) bz , b2
J[S3]2(y17y27y3) = Z by by! bs! 101 202 3bs [yQ Ys® " Ys } Y17 Yo Ys [yg A1 ] )

b1,b2,b3 > 0
b1 +2by+3b3 =3

1
=3 [y? +3y1y2 +2y3] -

"Por correccién politica, evitamos usar el verbo que realmente se viene a la cabeza a la vista de tamafa
expresion.

80, si queremos, como en el ejemplo 16.3.3, podemos asignar a la variable z2 (la que representa la ausencia
de la arista) el valor 1, y tomar 1 = x. Entonces, la respuesta estd, simplemente, en el coeficiente de .
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No es muy dificil seguir la pista a las permutaciones de S35 que generan esta estructura de
ciclos: la identidad fija las tres posibles aristas (y es la que se corresponde con el término y3),
hay tres permutaciones que fijan 1 arista y mueven las otras dos en un ciclo de longitud 2
(justo las que intercambian los elementos de la arista que queda fija), y hay dos permutaciones
que mueven ciclicamente las 3 aristas (las que mueven ciclicamente los elementos {1,2,3}).

Ahora sélo queda aplicar el teorema de Pdlya para obtener el inventario de las coloraciones
no equivalentes por Ss con dos colores, {23, que resulta darnos también la informacion sobre
los grafos no isomorfos con 3 vértices:

2, .2 2., .2
I, (71, 72) = Jig,2 (21 + 22,77 + 2 e ad) =2 vl v a2l +ada,.

Es decir, hay 1 grafo con tres aristas (véase el coeficiente de 3), otro sin aristas, uno més

con 2 aristas, y un ultimo grafo con 1 arista. En total, hay Jg,(1,1) = 4 grafos no isomorfos.

En el caso n = 4, tenemos hasta (;1) = 6 aristas. La funcién indicatriz de los ciclos de

[S4]? se escribe, en una primera version,

1 biby bibs bibs bobs 2boby bsb
Jis 21,5 06) = Z byl byl 101 ... 4bs [yQI st Yy et Y Y 4]
bi,...,bs >0
22jbj =4
by 2 bo 3 by 4 by b b b b
[yﬁg)yg(z)ygu)yél(z)] {ygg} [(%2) _ <y44 yQH
Las elecciones de bq,...,b4, los sumandos que hemos de considerar, vienen dadas por las

p(4) = 5 particiones de 4: 4 =1+ 14+1+1,4=2+424=1+3,4=1+1+2y 4 =4
Obtenemos asi que

1
isa2 (- v6) = 7 [+ 893 + 91 3 + 63294 -

Es decir, hay una permutacién de Sy (la identidad) que fija las 6 aristas, 8 permutaciones que
forman dos ciclos de longitud 3, etc. Ahora podemos obtener el inventario de las coloraciones
no equivalentes con dos colores, §y4:

2 2 .3 3 .4 4
Io,(v1,22) = Jig2(w1 + @2, 7 + 23, o7 + 25, 7 + 73)
4. 2 2 4
= x?ﬂ—x%—f—xi’xz +x1xg +2x7 x5 + 227 745 +3xi’x%.
Aqui tenemos el inventario de las I, (1,1) = 11 coloraciones no equivalentes, esto es, de los 11
grafos no isomorfos con 4 vértices, clasificados por el niimero de aristas, que se corresponden

con los dibujados al principio de esta subseccién. Animamos al lector que se anime y se
embarque en los cdlculos de los casos n =5y n = 6 (véase el ejercicio 16.3.8). &

Coda de asombro

Es quizds momento de dedicar unos instantes a reflexionar sobre la pura estética del
enfoque de las funciones generatrices (la teoria de Pdlya) para tratar estos problemas de
conteo de coloraciones no equivalentes.
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Dos ingredientes: primero, un objeto combinatorio en estado puro: coloraciones, asigna-
ciones de color a elementos de un conjunto, y segundo, un grupo de simetrias del conjunto.
La eficiencia de las funciones generatrices permite codificar la rica estructura de esas dos
colecciones en sendos objetos tnicos: inventarios I e indicatrices Jg.

El conjunto de simetrias actia identificando coloraciones. Y la magia de las funciones
generatrices, ahi radica la belleza del método, captura lo relevante de esa accidon con un
sencillo y directo cambio de variables:

Iﬂ(xlax2a ce. 7337') - JG(yl,?/% cee J/n) .

iAsombrosa y elegante potencial

EJERCICIOS DE LA SECCION 16.3

16.3.1 ;Cudntos tiovivos “diferentes” se pueden formar usando ocho caballos idénticos salvo porque
2 son blancos, 2 negros y 4 marrones?

16.3.2 Una barra estd dividida en 9 intervalos (con 8 marcas). ;De cudntas maneras se puede pintar
utilizando los colores rojo, azul y blanco? ;De cudntas maneras se puede pintar si cada color se utiliza
en tres intervalos? Por supuesto, coloraciones equivalentes por el volteo de la barra se consideran
tguales.

16.3.3 St se pintan las caras de un cubo con colores rojo, azul verde y blanco. ;De cudntas maneras
se pueden hacer? ;De cudntas, si cada color se usa 2 veces?

16.3.4 Tenemos un conjunto X y un grupo de sus simetrias G. Se dice que dos subconjuntos A y B
de X son equivalentes por G si existe una simetria g de G tal que

B={g(a):ac A}

Compruébese que esto define una relacion de equivalencia en P(X), el conjunto de subconjuntos de X .
Compruébese que el nimero de clases de equivalencia viene dado por Jg(2,2,...,2).

16.3.5 (Coloraciones y listas) Tenemos un conjunto de r colores para usar en un conjunto X de
tamano n. Podemos interpretar las coloraciones como listas (con repeticion permitida) de longitud n
con los colores {1,2,...,1}, y viceversa. Obsérvese que, contra la costumbre, numeramos aqui los
colores, y no los elementos de X .

Tenemos ademas un grupo G de simetrias de X, que interpretamos como simetrias de las colo-
raciones, es decir, de las listas. Cerciorese de que dos listas son equivalentes por G si en posiciones
identificadas por algin g € G tienen los mismos colores, es decir, los mismos elementos de {1,2,...,r}.

Compruébese que el numero de listas de longitud n con r elementos no equivalentes viene dado por

Ja(ryr, ... r).

Cuando G = {id}, debemos obtener r™, spor qué? Compruébese que asi es a partir de la expresion
anterior.

Cuando G = S, verifiquese combinatoriamente que el numero de listas de longitud n con r ele-
mentos no equivalentes por Sy, es el nimero de multiconjuntos extraidos de {1,2,...,r} de tamano n,

es decir, ("jﬁ;l) Obténgase este resultado a partir de la expresion 16.2.4 de la pdgina 1106.
16.3.6 (Coloraciones y multiconjuntos). Tenemos un conjunto X de tamano n y el conjunto

infinito de colores {0,1,2} colorear X. Obsérvese que hay infinitos colores, y que uno de ellos es
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el 0. Podemos interpretar esas coloraciones como multiconjuntos: cada color indica el numero de
repeticiones de ese elemento; obsérvese el papel del cero.

Tenemos ademds un grupo G de simetrias de X. Decimos que dos multiconjuntos son equiva-
lentes por G si las correspondientes coloraciones lo son. Sea 2 una coleccion de multiconjuntos no
equivalentes.

Denotemos por Bi(G) el nimero de multiconjuntos no equivalentes bajo G y de tamarno k. Com-
pruebese que

> 1 1 1
k _ 0 41 42 —
(%) ;Oﬂk((;)t = Io(t° ¢t "")7JG(1—t’1—t2""’1—t”)

a) Compruébese que cuando G = {id}, entonces Bi(id) es el nimero de multiconjuntos de n simbolos
de tamano k, es decir, (”Zle), y dedizcase esta expresion de la identidad anterior (x).
b) Compruébese que cuando G = S,,, entonces hay tantos multiconjuntos no equivalentes de tamano k

como soluciones (ko,k1,ka...) del sistema:

Zj‘iojkj =k
Yicoki=n

¢) Dedizcase que hay tantos multiconjuntos no equivalentes como particiones de k en a los sumo n
partes y que

1 1 1 >
k=0

donde gy, (k) es el nimero de particiones de k con a lo sumo n partes.

16.3.7 Volvamos al problema que plantedbamos en el ejercicio 15.3.5
de las quince bolas de billar dispuestas sobre la mesa. Ahora tenemos
bolas de tres tipos: las lisas, las decoradas con una franja y las negras.

¢sDe cudntas maneras no equivalentes podremos disponerlas sobre la
mesa si queremos (como ocurre en el billar) que haya siete bolas lisas, siete rayadas y una negra? ;Y
si exigimos que la bola negra esté en la posicion central (en mitad de la tercera fila)?

Js, (

16.3.8 Hay 34 grafos no isomorfos con 5 vértices. Calcilese Js;)z

para tenerlos clasificados por su niumero de aristas. jDibiujense!
Sudoku para una tarde de verano. Mismo reto para 6 vérti-

ces: hay 156. Dos de ellos son® los que aparecen a la derecha. . .

9Vaya pista més generosa)!
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