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1 Variedades diferenciables

El concepto de variedad diferenciable aparece al generalizar y formalizar la definicién
de superficie, independientemente de un espacio exterior. El vocabulario de la disciplina
toma términos de la descripcion del globo terrestre: la representacién plana de la su-
perficie terrestre es un problema que ha ocupado un papel fundamental en la geometria
durante la historia. Las regiones de la Tierra se representan mediante cartas o mapas,
que se reunen en un volumen para formar un atlas, un conjunto de cartas para todo el
planeta.

Dos nombres de especial relevancia son el de Gauss, que inicia el estudio intrinseco
(invariante frente al sistema de coordenadas) de las superficies y el de Riemann, que
aporta una estructura métrica para las variedades.

[ ] indica que la palabra “variedad” es el sustituto matemdaticamente preciso de la
palabra “espacio”, sea éste el de todos los estados de equilibrio termodindmico, el espacio
de fases de la mecanica, u otro mas abstracto y complejo atin. La importancia de este
concepto para la fisica matematica es, pues, dificil de exagerar.

En este capitulo estudiaremos la definicién de variedad diferenciable, examinando to-
das las nociones previas que es necesario conocer para entenderla, presentaremos las
variedades méas comunes y algunos ejemplos de ellas, y, por ultimo trasladaremos nues-
tros conocimientos matematicos de R™ a estos espacios méds generales, en particular los
de aplicacion diferenciable, curva y vector.

1.1. Hacia la definicion de variedad

En esta seccién diseccionaremos el concepto de variedad diferenciable, de modo que el
campo de juego en el que se va a desarrollar el curso sea bien conocido desde el principio.
Empezaremos con una introduccién algo informal.

1.1.1. Introduccién

Supongamos que existe un espacio abstracto M, en torno a cada punto P del cual
tenemos un entorno homeomorfo a un subconjunto abierto de R™ (figura 1.1). Este
homeomorfismo dota al espacio M de unas coordenadas locales para cada punto, ¢ [P] =
(nr:1 .. :cm) Cada punto de M puede recibir un parche local al que es asignable por medio
de ¢ un subconjunto abierto de R™.

Surge un problema: al intentar cubrir esa variedad M puede haber dos parches que
solapen en una determinada regién, de modo que para un punto P se tengan dos posibles
subconjuntos abiertos de R™, 1 [U1 N Us] y @2 [U1 N Us]. Pero si queremos que las coor-
denadas tengan un cierto grado de diferenciabilidad para poder definir sobre ellas objetos



1 Variedades diferenciables

Figura 1.2: El problema de la compatibilidad entre dos cartas (U1, 1) y (Us, ¢2).

(funciones u otros més complicados) de, a su vez, cierto grado de diferenciabilidad, deben
imponerse algunas condiciones de compatibilidad.
Como condicién de compatibilidad exigiremos que los dos cambios de coordenadas,

m

w2007 :R™ — R
(371 N (:z:l/ : ..:z:ml)
y su inverso, @2 0 @, ! sean suficientemente diferenciables.

Cualitativamente, una variedad diferenciable es un conjunto que localmente se puede
representar por R™ y tal que los cambios de coordenadas entre diferentes representaciones
de un subconjunto son C*°.

1.1.2. Conceptos previos

carta sea X un espacio topoldgico. Se define una carta para X como el par (U, ¢) donde
U es un subconjunto abierto de X y ¢ es un homeomorfismo de U en R™, es decir:

p:UCX — R™

P — (xlxm)

espacio topoldgico es un conjunto X en el que se ha definido una familia de subconjun-
tos especiales que se denominan conjuntos abiertos y que satisfacen lo siguiente:
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1.1 Hacia la definicion de variedad

1. La interseccién finita de abiertos es un abierto.
2. La unién arbitraria (| J{°)de conjuntos abiertos es un abierto.

3. El conjunto vacio, @ y el total, X son conjuntos abiertos.

A la familia de subconjuntos se la denomina una topologia del conjunto. Se pueden
definir algunas topologias triviales

La discreta: todos los subconjuntos son abiertos.
La concreta: sélo el vacio y X son abiertos.

3. Una topologia métrica. En R™ tenemos definida una distancia dada por el
teorema de Pitagoras.

d[%,y] = \/(xl _y1)2 + ...+ (gjm — ym)2

Un punto P es interior a un conjunto U si existe € > 0 tal que en su e-vecindad
dada por la métrica estd enteramente en U. Se dice que U es abierto si todos
sus puntos son interiores.

Necesitamos la estructura de espacio topoldgico porque ¢ : U C X — R™ es un ho-
meomorfismo, lo que quiere decir que ¢ y ¢! son continuas. ¢ continua implica, por la
definicién algebraica de homeomorfismo, que ¢ ~! de un conjunto abierto (el codominio
del homeomorfismo ¢ es R™, que es un abierto) debe ser un conjunto abierto. Pero para
saber qué es un abierto tengo que saber qué son los conjuntos abiertos en X. Y para eso
tengo que haber introducido una topologia en X, una estructura topoldgica.

En resumen, la funcién de la carta lleva abiertos a abiertos, como su inversa.

dimension de una carta es la dimensién del subconjunto U, es decir m (la dim [R™]).
entorno de coordenadas U (también llamado dominio de coordenadas).

aplicacion de coordenadas ¢ (aplicacién de carta).

. . / /
sistema de coordenadas usaremos habitualmente (z!...2™)y (xl Lox™ ) para deno-
tar diferentes sistemas de coordenadas.

cartas compatibles C*° Sea X un espacio topolégico y sean (Uy, ¢1) y (Us, p2) dos cartas
para X tales que

<,01:U1CX — R™
P — (:cla:m)

QDQ:UQCX — R™
P — (xll...xml>

se dice que estas cartas son C*°-compatibles si se cumplen estas dos condiciones

http://alqua.org/libredoc/VTF 3



http://alqua.org/libredoc/VTF

1 Variedades diferenciables

— 7N

o N\ 7/

| P' ) | Q. \}

\\ -’/ \ /
= N

Figura 1.3: llustracién de la condicién Haussdorf para dos puntos P, Q en R?

1. m=n,y

2. o bien Uy NUy = @ o bien si Uy N Uy # @ (los entornos de coordenadas
solapan) las aplicaciones ¢g 0 07y @1 0 ¢, (cambios de coordenadas) son
C.

propl 1o [U1NU) CR™  — o [UNUs] CR™

(xlxm) — (a:ll [xlxm] o [xlxm])
(ejercicio: escribir el cambio inverso).

Ahora vamos a ir exponiendo requisitos sucesivos a imponer sobre un espacio para con-
siderarlo variedad diferenciable, escenario de una fisica del continuo.

variedad topoldgica Una variedad topoldgica X es un espacio topolégico Haussdorf y

separable junto con una familia de cartas {(Ug, ¢q)}a (de dimensién m) que recu-
bren a X.

espacio topoldgico Haussdorf se dice de un espacio topolégico X que es Haussdorf si
VP,Qe X : P#Q,3U,V C X abiertos talesque Pc Uy Q eV, UNV =a. Es
decir, que se puede separar dos puntos distintos (figura 1.3).

Todo espacio con una topologia métrica es Haussdorf. En un espacio métrico, dados
dos puntos x e y, calculamos la distancia d entre ellos y alrededor de cada punto
construimos una bola de radio < %. Esas bolas son los conjuntos U, V' disjuntos a
los que nos referimos en esta definicién.

espacio topoldgico separable se dice de un espacio topolégico X que es separable si
admite una base numerable de entornos abiertos.

base de entornos abiertos de un punto Para un punto P de un espacio topolégico X,
una base de entornos abiertos es una familia de conjuntos abiertos {U,}, que
contiene a P de tal manera que si se toma cualquier otro conjunto abierto V' que
lo contenga siempre se pueda encontrar un U, perteneciente a V.

Comentarios:
= En realidad lo que permite una base numerable de conjuntos abiertos abiertos

es poder partir un calculo integral en al menos una cantidad numerable de
célculos.
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1.1 Hacia la definicion de variedad

» Por ejemplo, en R™ una base de entornos abiertos serfa el conjunto (numera-
ble) de bolas de radio racional.

Que una familia de cartas {(Uq, pq)}a recubre X quiere decir que VP € X existe al
menos un U tal que P € U. Es decir que para todo punto siempre hay un entorno de
coordenadas de una carta en el que estd incluido.

atlas de una variedad topolégica X es una familia de cartas que la recubre.

atlas C* Sea X una variedad topolégica. Se dice que un atlas {(Ug, ¢a)}a €s C si
cualesquiera cartas (Uy,¢1) y (Us, p2) del atlas son C*° compatibles.

carta admisible para un atlas C* sea X una variedad topolégica y {(Ug, ¢a) }oun atlas
C. Se dice que la carta (V1) es admisible para dicho atlas si es C*° compatible
con todas sus cartas.

Si coleccionamos todas las cartas admisibles para un atlas podemos asi construir un
atlas madximo, que es el que contiene todas las cartas admisibles para un atlas inicial
dado. Es necesario utilizar este atlas con todas las cartas para definir la variedad, y eso
es por consistencia logica. Asi no privilegiamos ningiin sistema de coordenadas respecto
a la estructura, porque el atlas maximo es Uinico, mientras que el atlas inicial es una
descripcién concreta y arbitraria del espacio topoldgico. Ademés si no fuese asi se daria
la paradoja de que considerariamos distintos dos objetos cuya tunica diferencia estd en
su descripcion (el atlas).

Es interesante preguntarse cual es el nimero minimo de cartas que recubren una
variedad. En el caso de la esfera, se puede hacer con sélo 2.

1.1.3. Definiciéon de variedad

variedad diferenciable C>° Una variedad diferenciable M es un espacio topolégico Haus-
dorff y separable junto con un atlas C* {(U,, ¢4)}, de dimensién m y todas sus
cartas admisibles (un atlas maximo para el atlas dado).

Esencialmente es una variedad topolégica dotada de una estructura diferenciable.

Tenemos pues la siguiente definicién completa: una variedad diferenciable C*° M es
un espacio topolégico Hausdorff y separable junto con una familia de cartas {(U,, ¢a)},
m-~dimensionales que satisfacen las siguientes propiedades

1. VP € M3 (U,,p,) tal que P € U, (la familia recubre M).
2. Cualesquiera (Ug, ¢q) y (Us, ¥5) pertenecientes a la familia son C* compatibles.

3. Toda carta admisible para la familia de cartas estd contenida en ella (atlas maxi-
mo).

http://alqua.org/libredoc/VTF 5
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1 Variedades diferenciables

Otras explicaciones se basan en definir una estructura diferenciable para una variedad
topoldgica, lo cual es simplemente el conjunto de cartas con las tres propiedades que
hemos dicho. Esto separa nitidamente una parte topolégica (“variedad topolédgica”) y
una parte diferenciable (“estructura diferenciable”); distincién importante porque incluso
para variedades topolégicas tan sencillas como R* se pueden introducir varias estructuras
diferenciables. Esta multiplicidad de estructuras diferenciables para una misma variedad
topolégica se presenta en algunos modelos geométricos extraidos de la Fisica.
Hay algunas consideraciones que hacer sobre la compatibilidad de cartas:

» A partir de una estructura analitica (C¥) se puede, anadiendo todas las cartas C*°
compatibles con las analiticamente compatibles, construir una estructura diferen-
ciable C*°.

» andlogamente para C* a partir de C*.

» Resultado importante (y dificil de probar): para una estructura C* (hasta C!)
podemos, simplemente descartando las cartas no analiticas, obtener una estructura
diferenciable analitica.

Vemos que, a fin de cuentas, no debemos preocuparnos excesivamente por el grado de
diferenciabilidad de las transformaciones. La estructura de variedad topoldgica incluye ya
C° (transformaciones continuas), pero eso no permite acceder a la estructura de variedad
diferenciable. El tercer requisito para una variedad diferenciable introduce una enorme
dificultad practica que se resuelve por el siguiente aserto:

estructura diferenciable (teorema) Una variedad topolégica X més un atlas C* sobre
ella definen de manera tinica una estructura diferenciable C* para X y que contiene
al atlas dado.

1.2. Variedades importantes

En este apartado describiremos algunas categorias de variedades especialmente sig-
nificativas para las aplicaciones, y daremos algunos ejemplos concretos junto con las
definiciones necesarias para su comprension.

1.2.1. El espacio habitual: R™

Un ejemplo conocido de variedad diferenciable es el propio espacio R™. Sobre él defi-
nimos la topologia habitual, una topologia métrica dada por la distancia

dlzy) = /(@ — 1) + ..+ (2 — ym)?

Por estar dotado de una topologia métrica R™ es Hausdorff. También es separable
(témese una base de entornos centrados en los niimeros racionales). En cuanto a la es-
tructura diferenciable, podemos recubrirlo con una sola carta, trivial: (R™,id) (el propio
abierto R™ y la aplicacién identidad, id).

6 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




1.2 Variedades importantes

1.2.2. Las subvariedades abiertas

Cualquier subconjunto abierto N de una variedad diferenciable M es, a su vez, una va-
riedad diferenciable. Veamos cémo N hereda las propiedades topoldgicas y diferenciables
necesarias de M:

1. Topologia inducida de M en N. Diremos que un U C N es abierto si 3U ¢ M
abierto tal que U = U N N. Esta definicién permite saber qué es y qué no es un
subconjunto abierto de N. Por ejemplo, para determinar si un subconjunto de la
esfera' S? es abierto a partir de una topologfa de R3 no hay més que encontrar un
abierto de R? cuya interseccién sea el subconjunto de la esfera en cuestion.

2. Haussdorf. Sean P, € N C M. Entonces J U,V C M abiertos tales que P € U
vyQ eV yUNV = 3. Pero entonces

U = UNN
V = VAN

por construccién, son subconjuntos abiertos de N. Luego efectivamente si el con-
junto de partida es Hausdorff, el subconjunto con topologia inducida también lo
es.

3. Separabilidad. Dada una base de entornos abiertos numerable para M (por ser
separable) conseguimos una para N simplemente formando su interseccién con
M. Mas formalmente, 3 {ﬁa}a abiertos de M implica que es posible construir una
base numerable de entornos abiertos para N, {Uq }q, simplemente definiendo U, =
U,NN.

A

4. Atlas C*. Si M es una variedad C* a partir de su atlas, {(Uy, ¢4)}q construimos
un atlas C* para N, {(Uy,, ¢a)}, del siguiente modo:
U, = Ua NN
Pa = ¢a|Ua
Los conjuntos abiertos los construimos por interseccion con los de M y las aplica-

ciones de carta mediante restricciéon del dominio original (en M) a N.

Las subvariedades abiertas tienen la misma dimensién que R™, la variedad ambiente. La
esfera no es por tanto una subvariedad abierta de R3. La bola de dimensién m sf es una
subvariedad abierta de R™.

'En adelante debe entenderse superficie esférica cuando quiera que nos refiramos a esfera o al conjunto
S?. La esfera en sentido tradicional (llena) se designara aquf con el término habitual de topologia, bola.
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1.2.3. La esfera: S?

La esfera de dimensién 2 se puede definir por una ecuacién:

S? = {(:L‘l,xQ,x3) eR3: (331)2 + (x2)2 + (:U3)2 = 1}

Para probar que es una variedad diferenciable tenemos que definir qué son conjuntos
abiertos en la esfera (estructura topolégica) y encontrar para ella un atlas C* (estructura
diferenciable):

1.

Inducimos la topologia de R3. Un conjunto U C S? es abierto si 3 U C R3 abierto
tal que U = U N'S%. Por el razonamiento de 1.2.2 S? es Haussdorf y separable.

Para definir un atlas necesitamos una coleccién de conjuntos abiertos que recubra
la variedad y aplicaciones que los lleven a R?. Vamos a identificar abiertos de R? tal
que al intersecar con S? obtengamos una familia de conjuntos abiertos que recubra
toda la esfera. Podemos utilizar estos 6:

Ul = {(a',2%2°) €R?: 2" > O}a=1,2,3
Us = {(2"2%2%) eR?:2% < O}a:1,2,3

Estos conjuntos son semiespacios de R? segin se divide por planos de z® = 0.
Definimos entonces 6 conjuntos abiertos, que serdan 6 superficies hemisféricas U, f =
UF NS2. Por ejemplo, para a = 1:

U = {(@'a%a®) e R0t >0, (2Y) 4+ (22)" + (27) = 1]

Estos conjuntos recubren la esfera porque como la distancia al cuadrado es uno,
alguna coordenada tiene que ser # 0. Para asignar las coordenadas S> — R? no hay
més que proyectar las coordenadas sobre 2! = 0 si estamos en U- li, 22 = 0 si estamos
en UQi, etc. Como ejemplo veamos las dos aplicaciones de carta correspondientes
axl:

@f : UljE cS?® — R?
(l’l,$2,l’3) . (x2’$3)

que van de abiertos a abiertos: son homeomorfismos de S? en R2. El atlas es pues

{UZ, o=}, v tenemos ya una estructura de variedad topoldgica.

Ahora tenemos que demostrar que la variedad es diferenciable, estableciendo la
compatibilidad entre cartas. Hagamoslo por ejemplo con (Ul+ , gpf) y (U{ Py ) Lo

que debemos determinar es si @5 © (cpf)_l es C* en Lpf [U1+ N UQ_] (que es donde
estd definido). Veamos primero cuél es el conjunto interseccion:

U nUy ={(a",0%0%) € RP 1ol > 0,02 < 0, () + (27)" + ()" = 1}

Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




1.2 Variedades importantes

Figura 1.4: o3 proyecta seglin el eje 3.

El cambio inverso, ¢ o ((p;)_l, también debe ser C* (en o5 (U NU; ) .
La aplicacién ¢, o (¢]) " es
pzo () el [UF U] = oy [UFNU;]
(z%,2°) — (2! =2' [2%,2%] 2 = 2% [2?,27])
se debe cumplir (2!)? + (22)2 4+ (23)? = 1 luego (z')? =1 — ((2?)? + (23)?). Nos

debemos quedar con la raiz cuadrada positiva, por culpa de la restriccién z! > 0.

ol [2%,2%] = \/1 - <(x2)2 + (3;3)2)

por otra parte, x> [m ,:c?’] = 23. La funcién del cambio de coordenadas es, por culpa

de la restriccién (w1)2 + (372)2 + (373)2 =17y de que ' > 0, una raiz cuadrada
positiva de algo positivo, luego es C* en el dominio de definicién:

et U nUz] =gt [{a'e%0 e R 2? <0, (2)" + ()" < 1}]
En cuanto a la otra aplicacién,

ofo(p7) ™ ey [UFnU7] — of (U nU5]
(331,1’3) — ($2 = 1'2 [561,1‘3] ,$3 = ﬂf3 [$1,$3])

para la expresién de

z? [1:1,:53} = —\/1 - ((331)2 + (933)2)

tomamos el signo menos porque z? < 0 en la restriccién. Debemos probar que es
C® en el conjunto

ez U nug] = {(a",a") e R? 12t > 0, ()" + (%) < 0}
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por el mismo razonamiento de antes esta funcién es C*°. En cuanto a las funciones

lineales como z3 [xl, x?’] = 23, son autométicamente C*.

1.2.4. Variedades diferenciales definidas por ecuaciones

El método recién utilizado para definir la esfera, utilizando una ecuacién, es genera-
lizable. Se trata de seleccionar aquellos puntos de R™ que satisfacen una determinada
ecuacién. La pregunta que uno se puede hacer es si dado un sistema de ecuaciones, (con

c'...c¥ constantes y z' ... 2" € R"),
It [mlx"] = ¢
Ik [a:l L] = &

el espacio determinado por sus soluciones es una variedad diferenciable. Esencialmente,
como veremos, se trata de reformular el teorema de la funcién implicita.

funcién implicita (teorema) Sea f : R® — R* de clase C*°. Consideremos el espacio
de soluciones de las k ecuaciones f? [a:l . :c”] = ¢’ (con ¢ un vector constante)
que denotamos por M. Si el jacobiano de f es de rango méaximo en todos los
puntos P € M, entonces M tiene una estructura de variedad diferenciable C*° de
dimension n — k y ademads en torno a cada punto P podemos escoger m =n — k
coordenadas cartesianas del espacio ambiente como coordenadas locales.

jacobiano de f denotado a veces

0 (f1 - fk)
1 n _
R
se calcula asi:

aft aft

oxl " Oz

Jf [t 2] =] 0
af* ok
Ozl *°° Oz

Ejemplo Sea
M= {(acl,a:Q,xg,x4) eR: (@)’ + (22 =1, (2% + (1Y)’ = 1} (1.1)

conn=4,k=2yc' =c?=1. Lo primero que hay que comprobar es que

fo= @)
P @)

son C* (lo son, porque son polinomios). Lo siguiente es escribir la matriz jacobiana:

J— 2zt 222 0 0
- 0 0 2% 2zt
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y ver si es de rango maximo para todos y cada uno de los puntos que satisfacen la ecuacion
(M). El rango del jacobiano es mdximo si no se anulan simultdneamente todos los menores
de orden 2:

1334

2.1?3

|
o o o o

zz?

de aqui, imponiendo 1.1, concluimos que es imposible que el rango no sea maximo: sobre
los puntos de la variedad siempre hay algin determinante 2x2 que no se anula. La variedad
tiene dimensién 4 — 2 = 2.

Se puede pensar en la variedad recién descrita como el producto cartesiano de las soluciones
de la primera ecuacién y las soluciones de la segunda ecuacién. Anédlogamente, se puede
describir el toro T? como producto cartesiano de dos circunferencias unidad:

st = {(@ha?): (") + () =1}
s = {(@%ah) () + (7)) =1}

Ejercicio probar que el conjunto de las matrices 2 x 2 de niimeros reales con determinante unidad
es una variedad diferenciable.

Intentemos justificar el teorema, suponiendo que sus hipétesis (jacobiano de f no nulo
para cualquier Py € M) se cumplen en el siguiente ejemplo de k = 1:

M:{(xl...$”)GR”:f[:L“l...:U"] =c}

El gradiente (jacobiano) de la funcién es

of of
’(W-,.--W)

Al menos una de las derivadas 88 g, [3:1 . :L‘”] es no nula para que el rango del jacobiano
sea maximo. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que es la n-ésima. Entonces
existe un entorno V{ del punto proyecciéon de Py segun la coordenada de derivada no

nula,

£0

PoeM

Qo= (zf...a57 ") e R¥!
y un entorno (zg — d,z( + 0) alrededor de xj, tales que (figura 1.5):

1. existe y [:El...x”_l] = 2" en Vj tal que f [:cl...a:”_l,y [xl...x”_l]] = 0. Es

decir, en un entorno del punto Qg y de zj puedo despejar =™ en funcién del resto
de variables: y [a:l . x"‘l] ="
2. zf=y [55(1] .. .:cg*l]

3. La distancia |:L‘8 —y [z af H <9
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Figura 1.5: 1 es un entorno del punto (). Segtin la coordenada =™ tenemos un entorno de .

4. Todas las soluciones en Vy x (zf — §, 2 + 0) se pueden escribir como z" =y [xl e x"‘l]

Es decir que en un entorno cilindrico del punto podemos despejar la funcién (localmente).

1. Para definir la estructura de variedad topoldgica debemos encontrar para Py un
(U, ). U es simplemente el conjunto del cilindro abierto con M:

U= Vo x (zg — 0,z +0)) N M
un conjunto abierto por definicién (topologia inducida).
0:U — VycRv!
(a:l .. a:”) — (xl . ..x"fl)
¢ es la proyeccién. La inversa consiste en pasar de (z!...2" Y a (z' .. 2"y [z! .. 2" 1]).
Como esto lo podemos hacer para todo P podemos escoger un entorno como es-

te para cualquier punto de la variedad, luego tenemos una familia de cartas que
recubre toda la variedad, es decir, una estructura de variedad topoldgica.

2. Estudiemos ahora la compatibilidad entre cartas (estructura diferenciable). En una
de ellas la derivada que no se anula es la i-ésima: (Uy, ¢1)

p1:U; — R°L
(a:lxn) — (ml...x“l,xwl,...xn)
en otra carta: (Us, p2), no se anula la n-ésima

(pQIUQ — Rn_l

(&'...2") — (&'...2"7")
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El teorema de la funcién implicita asegura la despejabilidad local de una variable
en todo caso; la global se alcanza si puede despejarse una variable en funcién de
las demds (como en 4z! + 322 = 1) para todo R" (en el ejemplo, Vp = R?).

El cambio es

o= 3t
i—1 i,zfl
xz—i—l — .fJH_l
l,n—l _ i,n—l
" =y [ﬁ:l .. .ﬁc”fl]

el inverso es andlogo pero con z; = g [ml N L x”]

En conclusiéon

Después de aplicar el teorema de la funcién implicita con éxito sabemos que tenemos
una variedad diferenciable, pero necesitamos todavia construir el atlas; el teorema no
nos lo da, pero nos asegura que existe.

1.2.5. Método cortar y pegar: la banda de Mobius

Este sistema consiste en tomar ciertos subconjuntos de R™ y pegarlos adecuadamente.
Por ejemplo, la banda de Mé&bius se puede hacer pegando dos? subconjuntos de R?. El
problema es que sobre el punto en que se pega los puntos son los mismos, por lo que nece-
sitaremos definir una relaciéon de equivalencia. Sean las dos franjas cuya parametrizacién
aparece en la figura 1.6

S = {(z,y) eR*: —5<a<5,-1<y<l1}

S = {(#,9) eR*:-5<i<5,-1<g<1}
Para pegarlas debemos dar

1. unas zonas de solapamiento (que denotaremos por 1" =T U T, para S y por T =
T UTh para S) La definicién de una de ellas es, por ejemplo, T' = { r,y) ER?: << 4, -1<y< 1}U
{(1’ Y eER?:4<x<b ~-1<y< 1} se define analogamente, sin més que po-
ner gorros).

2. una forma de solapar (de identificar puntos).

2 Aunque también se puede hacer con un sélo subconjunto el ejemplo lo desarrollaremos con dos.
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T 2 [

-
N

O L
17
1

SN\

s r * r

-4 -A 4 -4 -4 4

Figura 1.6: Parametrizacién de las bandas S'y S, que vamos a pegar.

Por el interior (centro de la figura 1.6) pegamos tal cual, de forma que el —5 vaya a
parar al 4 y el —4 al 5. Por el exterior la otra haremos lo mismo, pero pasando de y
a —y (es el momento de coger una cinta de papel e intentar verlo). Las aplicaciones
correspondientes son

R122T1 — TQ

Ry :Th — Ty

denotamos por R a la aplicacion simultdnea de estas dos funciones.

El conjunto M

;,Cudles son los puntos de la variedad?.

= Un punto que en S es equivalente a uno de S si estd relacionado por la relacion de
“pegado” que acabamos de dar, R. Sip e S, p €T, g € S entonces
p~q+q=R[p|
(p y q son equivalentes si y s6lo si ¢ es la imagen bajo R de p). Andlogamente, en
casodequege S,qeT,pe S
g~peq=R"p

= De los puntos que no estan en T,7 , un punto de S es equivalente a si mismo,
al igual que uno de S (clase de equivalencia con un sélo miembro). Si p,p’ € S'y

pgT

p~p op=yp
Siq,q’ESquT

g~qd e q=4
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En resumen, las clases de equivalencia en las zonas de solapamiento estan constituidas
por dos miembros: un punto y su transformado bajo R.

peSpgT = [pl=p

peSpeT = [pl=p=R[p|)
y andlogamente para S y T. Definimos U como las clases de equivalencia de Sy U
como las de S, con lo que el conjunto “banda de Moébius” es M = U U U. Asi dado

M, es necesario introducir estructura topoldgica para él con todos los requisitos y una
estructura diferenciable (cartas compatibles).

La estructura topolégica

Las aplicaciones de carta pueden ser

o:U — SeR?
Pl — »p
@:U — SeR?
4 — ¢

Disponemos ya de las cartas, (U, )y (U, ).
Dado V. C M queremos saber si es un conjunto abierto. Tres situaciones: que esté
contenido en U, U o una parte en cada uno.

1. SiV C U decimos que V es abierto si ¢ [V] es abierto. En particular U es abierto
por construccion.

2. Si V C U decimos que V es abierto si ¢ [V] es abierto. En particular U es abierto
por construccion.

3. Si V no esta integramente contenido ni en U ni en U decimos que es abierto si
¢ [V NU]J es abierto y ¢ [V N U} es abierto.

Por esta construccién U,U son abiertos y ¢ v ¢ transforman conjuntos abiertos en
abiertos, as{ como sus inversas, por lo que son continuas (las aplicaciones de carta son
homeomorfismos).{(U, ¢), (U, %)} conforma estructura de variedad topolégica compuesta
por dos cartas. Habria que ver si es Haussdorf y separable, pero no vamos a hacerlo®.

La estructura diferenciable

Lo que si vamos a comprobar es si las cartas son C* compatibles, estudiando las
aplicaciones de carta p o o' en ¢ [U N U} =Tygpop~ten [U N IAJ} — T Pero la

3Para intentarlo como ejercicio es bueno saber primero que se encontrarén dificultades para probar el
caracter Haussdorf.
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@,1Q1

Figura 1.7: Superficie en R3 | los puntos del interior van a R™ mientras que los de la frontera van a
Hﬂ,

aplicacién que nos lleva justamente de la zona de solapamiento de S a la de S es R, luego

R = goyp!
R = pog!

Como estos cambios son lineales, son C*°. Por tanto tenemos un atlas C*° sobre una va-
riedad topoldgica, por lo que queda definida de manera tinica una estructura de variedad
diferenciable sobre la banda de Mobius.

1.2.6. Variedades con frontera

Lo que hemos visto hasta ahora es lo que se conoce como variedades diferenciables sin
frontera. Una variedad con frontera es por ejemplo la semiesfera,

M:{(az,y,z)€R3:$2+y2+22:1;220}

Esto no es una variedad diferenciable segtn los criterios que tenemos hasta ahora. ; Qué
hacer?
Tendremos dos tipos de cartas, a y b (figura 1.7):

» a : aquellas cuya imagen es subconjunto abierto de R™ (puntos interiores de la
variedad).

= b :aquellas cuya imagen es subconjunto abierto de H = {(3:1 . xm) eR™: ™ > 0}.

La topologia en H™ sera la inducida de R™, por el método de las intersecciones
ya visto. Los puntos de la frontera van a parar a un conjunto de dimensiéon m — 1,
pero los de su entorno, necesarios para definir la aplicacién de carta, van a H", no
a R™ porque alli la imagen no seria un conjunto abierto: si P esta en la frontera
OH™, 0, [Q] € OH™ = {z'...2™ :2™ = 0}. Los abiertos de H™ no son los de
R™. Son abiertos en la medida en que puedo encontrar un abierto en R™ tal que
su interseccion con H™ es un abierto.
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N

Figura 1.8: Cambio de dominio necesario para generalizar el concepto de aplicacién diferenciable.

Aunque parezca que el subconjunto de H" “imagen de un entorno de la frontera de M”
es cerrado, porque incluye la imagen de la frontera, no lo es por ser la topologia inducida.
Es necesario construir un atlas de cartas compatibles para llegar de espacio topoldgico
Haussdorf y separable a variedad diferenciable con frontera.

1.3. Generalizacion del calculo de R™

Para poder hacer calculo vectorial como en R debemos servirnos de la estructura
diferenciable. En el contexto de R™ sabiamos qué era una aplicacién diferenciable; en
breve comprobaremos que es posible generalizarlo y saber qué se entiende por aplicacion
diferenciable entre dos variedades diferenciables. Analogamente nos preocupard encon-
trar definiciones de vector tangente a la variedad en un punto y de campo de vectores
que sean independientes de que la variedad esté dotada de una métrica o no, es decir,
que descansen exclusivamente sobre su estructura diferenciable.

1.3.1. Aplicaciones diferenciables

Imaginemos una variedad diferencial M de dimensién m dotada de un atlas {(Us, ¢a) },.
y una variedad diferenciable IV, de dimensién n, con su atlas {(V4, ¢p)},. Sea una aplica-
cién F' : M — N. ;Cémo saber si es diferenciable?. Podemos decir que F' es diferenciable
si lo es una aplicacién construida a partir de F' que vaya de R™ a R", que llamaremos F.
Para eso (figura 1.8) subimos de R™ a M por ¢!, pasamos por F a N y de ahi bajamos
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a R™ por :

F=¢oFop ':R™ — R"

(:Ul...xm) — (y1 [zl...xm} oyt [IL‘ll‘m])

ahora podriamos decir “estudio la diferenciabilidad de esto y ya esta”. Pero no. Hay que
tener cuidado con los dominios de definicién: puede que F' no lleve todos los puntos de
U, a V} sino que mande algunos a otra parte. El dominio para que F' sea funcién es
F~1[V,], que en interseccién con el entorno de coordenadas U, denotamos

W=UnF V]

El dominio de F' es ¢ [WW].

En conclusién, diremos que F' es C™ si su expresién en coordenadas para cualquier
par de atlas es una aplicacién diferenciable (el dominio debe ser correcto para que F sea
considerada una aplicacién).

aplicacion diferenciable C*° entre variedades Sea F' : M — N continua. Si F' es con-
tinua, F~! transforma abiertos en abiertos. ;Cémo saber si F' es aplicacién y
diferenciable?. Reducimos el problema al de ir de subespacios de R™ a R". La
expresion en coordenadas de F' para las cartas (U, ) de M y (V,¢) de N es

F:oW]CR™ — ¢[V]CR"®

(xlzcm) — (y1 [xlmm} oyt [xla:m])

Se dice que F es de clase C*° si para cualesquiera dos cartas de las estructuras
diferenciables de M y N su expresién en las coordenadas dadas por ellas (la de
todas sus componentes, y'...y") es una funcién C*.

No se puede comprobar para todas las cartas admisibles, pero afortunadamente existe
un resultado que afirma que basta con tomar dos atlas, no necesariamente maximos, y
probar que la aplicacién de una carta es C*° (porque la estructura diferenciable garantiza
la compatibilidad entre cartas).

Sean dos cartas en M, (Ui, 1) y (Usz, p2), con los sistemas de coordenadas respec-
tivos z!...2™ y #1...2™, y una carta (V,v) para N. Construimos dos expresiones en
coordenadas de F' que usan cada una una carta de M:

Fil=¢oFopi':M — N
Fy=¢oFop;':M — N

entonces

i = Fopyop!

= woFogpglog@ogol_l

con el dominio dado por @1 [W], W =U; NU; N F~L[V].
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Para saber que I es diferenciable han de verificarse tres condiciones: que ambas Fl, Fy
sean C* y que el cambio de coordenadas de una a otra también lo sea, lo que queda
garantizado por el hecho de que en una variedad diferenciable, segtin la definicién dada,
todas las cartas (y en particular 1y 2) son C* compatibles.

Ejemplo Sea una una aplicacion F : S* — S? tal que para S® disponemos de un atlas con 4
cartas y para S? de uno con 3. El procedimiento para probar la diferenciabilidad de F en
un punto es comprobar que la expresién en coordenadas es C*° en dicho punto. Para ello
basta con estudiar un par de las cartas compatibles que incluyen ese punto.

Esta definicién es importante porque nos permite introducir otras estructuras. Entre
ellas nos permite definir un cierto tipo de equivalencia entre variedades diferenciables.

1.3.2. Equivalencia de variedades diferenciales

;,Cuando podemos decir que las propiedades diferenciables de dos variedades son equi-
valentes?. Estamos buscando un concepto analogo a la equivalencia topoldgica de dos
variedades que viene dada por una aplicacién.

difeomorfismo Sean M y N dos variedades diferenciables C*° y F': M — N una apli-
cacién biyectiva. Se dice que F es un difeomorfismo entre M y N si F'y F~! son
C>® .

Dos variedades son difeomorfas si existe un difeomorfismo entre ellas. Todas sus pro-
piedades diferenciables son las mismas, y también la dimensién. Son, esencialmente, la
misma variedad.

1.3.3. Subvariedades diferenciables

subvariedad diferenciable de una variedad diferenciable. Sean M y N variedades dife-
renciables C* de dimensiones respectivas m,n, con m > n. Se dice que N es una
subvariedad de M si existe una aplicaciéon C* j : N — M tal que el rango de
la matriz jacobiana de la expresiéon en coordenadas de j para cualesquiera par de
cartas de N y M para cualquier punto P € N es maximo.

En la figura 1.9 se representa la accién de 7 sobre las coordenadas de P € Uy,

J=Ypojop, :R" — R™

(xlar”) — (yl [xlx"]ym [wlx”])

cuya matriz jacobiana es

oyl oyl

R ozt o™
[i] = f

oy™ oy™

Ozl ox™
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Figura 1.9: N es una subvariedad de M.

Tomar un N ¢ M e identificarlo con un subconjunto de M constituye un proceso
llamado de inmersion (embedding). Un ejemplo de este proceso es sumergir el conjunto
N=8?en M =R5.

Podriamos, pero no lo vamos a hacer, generalizar el resultado de “defina su propia
subvariedad en la variedad que usted quiera mediante ecuaciones”, que ya presentamos
( en la pdgina 10) para definir variedades inmersas en R".

Ejemplos Las curvas y superficies que conocemos hasta ahora son variedades diferenciables den-
tro de M = R3. Del mismo modo los subgrupos de Lie son subvariedades de los grupos de
Lie.

1.3.4. Curvas sobre la variedad

La siguiente definicién resulta util para definir vectores tangentes o flujos de campos
vectoriales sobre variedades.

curva parametrizada en una variedad C* Una curva parametrizada v en una variedad
diferenciable C*° M es una funcién C*° de un intervalo [a,b] de R en M tal que se
puede extender a un intervalo abierto que contenga [a, b] manteniendo el cardcter
C®°. Véase la figura 1.10.

vila, b CR — M
t — P (1.2)
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Figura 1.10: Curva parametrizada sobre una variedad.

i Por qué esa ultima condicién?. Queremos que la curva sea C*° y no podemos garantizarlo
para un intervalo cerrado, que tenga extremos® a,b. En un intervalo cerrado no se puede
establecer que v es C* alrededor de a o b porque no se dispone de entornos alrededor
para definir las derivadas por ambos lados.

La aplicacién vy nos proporciona el dibujo de la curva (Im [v]) y la forma de recorrerlo.
Si cambiamos el dominio de definicién tendremos otra curva parametrizada: una curva
parametrizada es la aplicacion, los puntos y cémo se recorren. Podemos preguntarnos si
el conjunto de puntos que obtenemos mediante v admite otras parametrizaciones y si
éstas son equivalentes o no, y definir una clase de equivalencia con las parametrizaciones
admisibles, para considerar iguales una serie de curvas que tienen la misma imagen,
aunque la parametrizacion sea diferente.

Esta definiciéon depende tnicamente de la estructura diferenciable; no depende de
ningiin concepto métrico como dngulo o distancia.

1.4. Vectores tangentes

Nuestro objetivo en esta seccién es generalizar el concepto de vector tangente ya co-
nocido en R™ y superficies a variedades. Gracias exclusivamente a la estructura diferen-
ciable que toda variedad proporciona podremos definir vectores tangentes a la variedad
en cada punto. El concepto de vector tangente serd fundamento para definir campos
vectoriales y tensoriales sobre variedades, por lo que es importante entenderlo bien.

4Podemos entender la curva como una subvariedad con frontera.
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1.4.1. Definicion

Para empezar con algo sencillo, supongamos que la variedad en que queremos definir
los vectores tangentes es R3.

» Tradicionalmente, en una determinada base, v = (vl, v2, v3) indica cierta direccion

en el espacio.

= Pero esto no podemos llevarlo a la variedad, porque en ella no disponemos ni de
modulos ni de angulos, al no tener métrica. Otra interpretacion del concepto de
vector consiste en entender v como un operador que toma una funcién definida en
un entorno del punto P y produce un nimero real: la derivada direccional de f en

el punto P.
of L 0f _ 4 0f
_ 1 2 3
Vil = ( 9a1 TV gz Y M)P

Esta interpretacién sélo depende de la estructura diferenciable en R3, que es todo
lo que tenemos y es por tanto un buen punto de partida para la generalizacion a
otras variedades diferenciables. v es un operador que actiia sobre funciones f pero
es importante resaltar que se ejecuta sobre un punto, es decir, v aplicado sobre f
en P.

Ambas interpretaciones son equivalentes. Debe tenerse en cuenta que la segunda es valida
para toda funcién f en el dominio. Pero ;cudl es ese dominio de v como operador?. Se
trata del conjunto de funciones C* del tipo

fM — R
P o= y=fI[F]

Este conjunto se denomina F>° [M], o F¥° [M] para funciones definidas® en un entorno
de P € M en lugar de en todo M.

La expresion en coordenadas de f, para un punto P en una carta cualquiera (U, ¢) es
(ver figura 1.11)

A~

f=fop l:R™ — R
(xlxm) — y:f[:clazm]
vector tangente a M en P Un vector tangente a la variedad diferenciable C*° M en el

punto P es un operador que a cada f € Fg° [M] le hace corresponder un nimero
real v [f] y tal que:

1. eslineal: viaf +bg] =av[f]+bvig| V f,g € FF[M]yVa,beR
2. cumple la regla de Leibniz: v[fg] = v [f]g[P] + f [P]v]g].

5A partir de ahora salvo indicacién en contrario todas las funciones que aparezcan como argumento de
estos vectores se supondrén pertenecientes a Fg° [M].
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Figura 1.11: La expresién de coordenadas de f € F3° [M] en la carta (U, ¢) es f.

Cualquier operador que satisface estas dos propiedades se denomina una derivacion
(el ejemplo més conocido es probablemente la derivada de una funcién real de
variable real).

En cartesianas, por ejemplo, entendemos (vl,vz,v3) como v' (1,0,0) 4+ v2(0,1,0) +
v3(0,0,1); En lo sucesivo lo entenderemos como

YRR =
=V = +v'— +v'——=

ox! Ox? Ox3
Donde en el cuadro se puede poner cualquier funcién (recuérdese que v es un operador).
El gorro indica que el argumento del vector no serd exactamente una funcién (entre M
y R) sino su expresion en coordenadas a través de una carta (entre R™ y R).

Comprobemos que

A

; Of
ozt

v[fl=wv

@[ P]

cumple las propiedades exigidas por la definiciéon operacional

1. Linealidad

viaf +bg] = o 68. |af +g]

:U'L

@[ P]
99
oxt

i Of

= v a=—=—
ox’

+0' b
@[ P]
= av[f]+bv[g]

»[P]
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2. Leibniz
i 0 [+
vifgl = v o= |79 »
- Of X R . 0§
= L et flepn e 2
ox ox p
w[P] elF]

= vIflg[PI+ f[P]v]d]

1.4.2. Espacio de los vectores tangentes

Vamos a ver que el conjunto de los vectores tangentes a la variedad en un determinado
punto puede ser dotado de una estructura de espacio lineal, confirmando el uso hipotético
de la palabra vector que hemos hecho hasta ahora para referirnos a sus elementos.

Combinaciones lineales de vectores tangentes

Sean v y w vectores tangentes a M en P con a,b € R. Se cumple®

(av + bw) [f] = av [f] + bw [f]

Base del espacio tangente
Dada una carta
p:UCM — R™

definimos

0

e, =
0| 1)

coni = 1...m para funciones f € Fg° [M]. Vamos a demostrar que todo vector tangente
se puede expresar como combinacion lineal de vectores e; linealmente independientes, es
decir, que {e; }i=1..m es una base del espacio tangente a M en P. Nétese que la dimensién
del espacio tangente es la misma que la de la variedad, ya que existen m coordenadas a
lo largo de las que derivar, y por tanto m elementos en la base.

El vector expresado como combinacion lineal de los operadores de la base, con coefi-
cientes v* € R es

m
i=1
m
; 0
= > v =
ox*

i=1

®[P]

5Nétese como, al igual que en la mayoria de los cursos de dlgebra y segin costumbre, denotamos por el
mismo signo (+) a dos operaciones esencialmente distintas, a saber, la suma de vectores av y bw y la
suma de escalares del cuerpo (R), av [f] y bw [f].
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Cuando actia sobre una funcién y usando el convenio de indices repetidos (de Einstein)
se escribe

vif =t oL

©[P]
La expresiéon anterior establece la relacién entre la definicion clasica en geometria dife-
rencial (definicién en coordenadas) y la definicién intrinseca de vector tangente v.

Actuacion de los vectores tangentes sobre funciones constantes

Sean ¢, f,g € Fp° [M]. Vamos a mostrar utilizando la linealidad de v que si ¢ es funcién
constante entonces v [c] = 0:

1. v][0] = 0. Prueba:
viaf +bg] = av[f]+bvg]

yvaque f=0yg=0
v[0] = (a+b)v][0]

como debe cumplirse Va,b € R es necesario que v [0] = 0.

2. v[l] = 0. Prueba:
vifgl =vIflg+ fvlg)

con f=1,g=1

v[l] = v[1]+v[1]
2v [1]
de donde v [1] = 0.
3. v][c] = 0. Prueba:
vl = viex1]
= cvl[l]

necesariamente v [¢] = 0.

Definimos las funciones que se muestran en la figura 1.12. A partir de

v :R™ — R
(z'...2™) — 2 (1.3)

se construye (' por composiciéon con la aplicacion de carta

ol=ulop: M — R
P — 4 (1.4)
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Figura 1.12: Definicién de las proyecciones u’: ' = (u‘ o @) [P].

que es la funcién que selecciona la coordenada i-ésima en R™ a partir del punto P en la
variedad. Por definicién, ¢* € Fg° [M].

Sea P’ un punto en el entorno de P y ¢ la su aplicacién de carta. Segun el teorema
del valor medio, existe £ € (0, 1) tal que

fIP] = fle[P]]

. m . : of )
= FlPI+ Y (¢ [P) -0 P) 5| +e(e[P]-wlP)
=1 o[ P]
Si p[P] = (V... 2™) y p[P] = (z'...2™) relajando la notacién obtenemos la

siguiente expresion, que refleja mejor cémo hemos aplicado el teorema de valor medio:

x/+5(x/ —x)

Vamos ahora a ver la actuacién de v sobre f asi desarrollada en P’, utilizando sus
propiedades de linealidad y Leibniz:

Vil =v[FlelPl] + v e [P - o 1P)

=1

3@ 1P Sl | 2]

o[P] 1
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El tltimo término se anula (en P’ = P). El primer término también se anula, por ser el
argumento del operador una funcién constante.

Vi) = Yve [P - 1p] L

®[P]

Cualquier vector tangente se puede escribir como conjunto de niimeros reales v* multi-
plicados por su 8% correspondiente; como habiamos dicho antes, una combinacion lineal
de los e; de la variedad en P.

Para todo vector v perteneciente al espacio tangente a M en el punto P (Tp [M]) ,

0
ozt

i

V="
@[ P]

0
{ 0z |1 p) }izl...m

es la base natural” de los vectores tangentes a la variedad M en P asociada al sistema
de coordenadas (z'...2™) dado por la carta (U, ).

por tanto

Cambio de coordenadas

Si un punto esté cubierto por dos cartas, (U, ¢q) v (Up, @p) {cudl es la relacién entre
las dos bases naturales del espacio tangente (figura 1.13)7. En virtud de la existencia de
dos cartas tenemos dos expresiones para un vector tangente a M en P:

vV = Ui a
9z |, 1)
9z |, )

"Se dice natural porque las derivadas son respecto a las coordenadas de la carta. Para cada punto contamos
con una base natural por cada carta que lo incluye.
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\ f=f°q>f

Figura 1.13: Cambio de coordenadas del vector tangente. f= focp;l,f: fo<pb_1,f: fogphogp;l

., . . ; i/
Queremos ver la relacion entre los dos conjuntos de coeficientes de la base, v* y v* . Para
ello aplicamos v sobre f en los dos sistemas de coordenadas:

vif] = o af.

y relacionamos f con f :

= foy,!

“\H>> k"é)

= foyy!

f foppopy!

pero ¢, 0 o ! es el cambio de coordenadas

cpbo¢;1:Rm — R™

(a:lzrm) — (mll [wlxm]xm/ [azlme

por tanto
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asi que
i 0f
®aP]
of [xll [561 CL‘m] ™ [:1:1 $m]]
= Q}Z -
ox*
®alP]
y por la regla de la cadena
. of oz
W= | b
©u[P] ©alP]
0 of
B ot ox?
®alP] ©b[P]
. of
N ox?’
op[P]

de donde el cambio de coordenadas para v es:

il i al'i/
v = o (1.6)
$alP]
o bien, poniendo f en funcién de f
vt =0 %
a.fz Wb[P}

Yaquef:fogpaoapgl.

Se define un vector a la manera clasica como conjunto de coordenadas segiin la base
y su modo de transformarse. Es una definicién buena porque es muy préctica. Ahora
daremos una definicion distinta.

1.4.3. Vectores como clases de equivalencia de curvas

En este apartado damos una definiciéon de vector a partir del concepto de clase de
equivalencia de curvas.

Dos curvas son equivalentes en un punto si las derivadas de cualquier funcién a lo
largo de ellas coinciden en ese punto. Se puede definir también el vector tangente en un
punto como la clase de equivalencia de curvas que pasan por ese punto (figura 1.14).

http://alqua.org/libredoc/VTF 29



http://alqua.org/libredoc/VTF

1 Variedades diferenciables

Jor=}

Figura 1.14: Definicién de vector tangente como clase de equivalencia de curvas. f, es una funcién
de M restringida a .

El punto P se escribe como P = ~[0], la aplicacién de la curva evaluada en ¢t = 0. Una
funcién sobre la variedad restringida a puntos de la curva se expresa asi:

fy=fov:ila,bleR — R
[ [t]
la derivada de la funcién en P a lo largo de la curva parametrizada es

dfy
dt

t=0
equivalencia de curvas se dice que dos curvas son equivalentes y se nota y; ~ g si y
sélo si Vf € Fp [M] y 71 [0] = 72 [0] = P se cumple

df’Yl — df’Yz
dt ds

t=0 s=0
En R™ esto es como decir que ambas curvas son tangentes (comparten el mismo

vector tangente).

El vector tangente es el conjunto de curvas de la clase de equivalencia [y] en el punto
dado. Esta definicién es equivalente a la definicién en coordenadas (clédsica) de vector
tangente,v < [v]. Para asignar mediante la clase de equivalencia a cada funcién un
nimero real y asi reproducir el comportamiento de v, simplemente basta con tomar

d
="

la derivada de la funcién a lo largo de cualquier curva + de la clase de equivalencia [7].
Por eso hemos identificado el vector con todas las curvas que a estos efectos nos dan
el mismo nimero, y no con una en particular. Hay que comprobar que con esta nueva
definicién también se cumplen las propiedades de linealidad y de la regla de Leibniz.
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1. Linealidad:

dt
df,

a -2
dt |,

= av[f]+bv]g]

viaf +bg] = (d [af+bg]7>

t=0
p 19

dt

t=0

2. Leibniz:

a[(s9),]

dt
t=0

df, dgy
— t=20 t=0 —
| et=0rn=0

= vIlflglPl+ f[P]v]g]

Esta nueva definicién es mas interesante desde el punto de vista geométrico, aunque
conduce a calculos mas complicados.
Hasta aqui hemos considerado tres definiciones del vector tangente:

= Operacional intrinseca.
= En coordenadas.

» Como clase de equivalencia de curvas (geométrica-intuitiva).

1.5. Diferencial de una funcion

Podemos intentar generalizar la idea de diferencial de una funcién entre dos variedades
diferenciables. Una interpretaciéon geométrica de este objeto es que del mismo modo que
F (figura 1.15) transforma un punto de M en un punto de N, DF transforma vectores
tangentes de M en vectores tangentes de N.

Podemos utilizar la definicién de vector tangente como clase de equivalencia de curvas.
Al actuar mediante F' sobre las curvas obtendremos otras curvas en N. Geométricamente
esperamos que esta DF nos lleve clases de equivalencia de curvas a clases de equivalencia
de curvas (vectores a vectores). Querremos definir

DF|p:Tp[M] — Tpp[N]

vV = W

Vamos a llamar diferencial a aquello que transforma aproximaciones lineales a M en
aproximaciones lineales a N (espacios tangentes a espacios tangentes). A la hora de

http://alqua.org/libredoc/VTF 31



http://alqua.org/libredoc/VTF

1 Variedades diferenciables

/i\ .

nw /S @
g ’z
\—/—\R

S —

io:F

Figura 1.15: F: aplicacidén entre variedades.

definirla en lugar de utilizar la definicién geométrica vamos a hacer uso de la definicién
operacional®.

Tenemos el problema de encontrar cudl es el resultado de aplicar w a las funciones C*
definidas en F'[P] € N a partir de la manera de actuar de v sobre las funciones definidas
en P € M. Lo podemos hacer del siguiente modo

wlfl=v[foF]

yaque foF € F¥ [M] pero f € Iiffp] [N]. Es una buena escapatoria (porque yo sélo sé
calcular con v) y la definicién parece légica (porque sélo usamos ingredientes intrinsecos)
pero jcomo se relaciona esto con la diferencial de la funcién?. Probemos pensando que
M es un subconjunto abierto de R™ y N de R"™. Seria el jacobiano. Veamos si esto es
coherente. Para ello vamos a hallar la expresién en coordenadas utilizando sistemas de
coordenadas en M y en N asociados a una determinada carta (figura 1.16). Sean las
expresiones en coordenadas de v € Tp [M] y w € Tx(p) [N]:

w o= w2

0" |, k1P
v = o 2

9" |, 1)

Antes de seguir, una pequena observacion sobre la notacion: vamos a evaluar las derivadas
en ¢y [F' [P]] (en las coordenadas del punto F'[P]), lo cual puede que a veces escribamos
abreviando y abusando de la notacién como F'[P]. Mismo asunto con ¢, [P] y P. La
pregunta es cémo calcular las w' a partir de las v*. Se tiene

v 0f
ozV

(1.7)

F[P]

8Recordemos que un vector tangente es un operador lineal que dada una funcién y un punto escupe un
valor real, y que verifica la propiedad de Leibniz.
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Rm

Figura 1.16: Usamos la expresién en coordenadas para definir la diferencial.

Queremos pasar del R original para expresar f o F' en coordenadas. La expresién de

F' en coordenadas resulta ser, acudiendo a la figura 1.16:

F=gpyoFopl:R" — R"

(xlxm) — (yl [mlmm} oyt [ajlxm])

usando la regla de la cadena en la ecuacién 1.7

i 9 ; ml on m
wlf] = v <6xlf[y1 [$1$ ]y [;le H) ,
— ifg oz
N Ox? ox’
F[P] P
reordenando resulta que
. of
wif] = w e
F[P]
_ g%t of
B oxt |  OzV
P F[P]

como la relacién es valida para cualquier f y por lo tanto para cualquier expresion en
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Rm

“)

1
(x\..,x

Figura 1.17: Llamamos f a la aplicacién F' cuando se establece entre la variedad y R. f =idofop .

coordenadas f podemos igualar por componentes, con lo que

=/
il Gx’
= 0w | "
P

w

Si F' se establece entre las variedades particulares M = R™ y N = R" la expresion en
coordenadas de la diferencial de F', DF no es mas que su matriz jacobiana, ya que F' ya
es, con este dominio y codominio, su propia expresién en coordenadas. En el caso general
DF es la matriz jacobiana de la expresién en coordenadas de F', F= opo Fop,l.

1 oz’ az’ 1
w 5T - e v
n n’ n’ m
w oz oz v
ozl  Ox™ P

Ahora esta claro que la transformacién de las componentes de un vector cuando se pro-
duce un cambio de coordenadas se puede ver como un caso particular de una aplicacién
entre variedades, perocon F': M — M y P = F [P] (F = id) usando dos cartas distintas:

ppolop,t.

1.6. Vectores cotangentes y espacio cotangente

A los vectores tangentes de los que hemos venido hablando hasta ahora los llamaremos
contravariantes. En este apartado introduciremos los vectores covariantes (o covectores)
v el espacio cotangente. Un tipo interesante de aplicaciones F’ es el de las que tienen por
variedad de llegada R (figura 1.17), y permiten definir los vectores covariantes.

d

Una base del espacio tangente a R es simplemente g;, la derivada en direccién de la
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unica coordenada. Un vector tangente a R serd

con w[f] € Ty, [R] (el espacio tangente de R ). Por otra parte v[f] € Tp[M] con la
expresion

0
oxt

v=1"

‘Pa[P]

en este caso la (tinica) componente de w segtin la base, w, es el jacobiano (m x 1) de f
multiplicado por las componentes de v:

_of
- ort v
P

w

w es la diferencial de la aplicacién f que lleva vectores tangentes de M a vectores tangen-
tes de R (escrita en coordenadas, f). {Pero ademds w coincide con v [f]!. w, coordenada
de w[f] segtin la base & en t; se puede obtener pues como v [f].

Podemos pensar en la diferencial df como en una aplicacién que a cada vector tangente
le hace corresponder un nimero:

df :Tp[M] — R

of | i

vV o w:v[f]:ami v
P

a cada espacio lineal (plano tangente) le podemos asociar un espacio dual: el espacio
de aplicaciones tal que a cada vector le hacen corresponder un nimero. df es pues un
elemento de ese espacio dual

Vv — V*
Tp[M] — Tp[M]

T} [M] se denomina espacio cotangente, y es el de las aplicaciones que llevan vectores
tangentes a nimeros. Un ejemplo de aplicaciéon de este tipo es el producto escalar por
un vector fijo.

A estas alturas disponemos de una base del espacio tangente Tp [M] (ecuacion 1.5) pero
no de una base del espacio cotangente T [M]. Esta base que buscamos tiene que estar
compuesta de elementos linealmente independientes y generadores del espacio cotangente
(de las diferenciales). Veremos que en cierto sentido, esta base estd formada por las
diferenciales de las funciones coordenadas.

{ej = da/ }jzl...m

Un elemento del espacio cotangente, b € T} [M], se escribe asi en la base propuesta:
b= b; dx’ ‘ P
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Hemos dicho que dz? son en cierto sentido” los componentes de la base porque en
realidad esta notacién es un abuso: los dz/ se construyen tomando ¢/ (la funcién que
selecciona la coordenada j de P) donde antes hemos tomado f. Para una funcién g
entonces podemos escribir su expresién en la base:

Jg

= . da’
0" |1y

dg

Construyamos ahora esa base de diferenciales. Para ello echamos mano de ¢/ = u/ o, €
F [M] (con u? definida por 1.3 y ¢’ por 1.4) . El abuso de notacién consiste en llamar
27 a la funcién ¢7.. La base es {dgpj Yi=tm ¥ dx’ su expresién en coordenadas.

Veamos cémo actiian las dy’ sobre un determinado vector v: ;qué ntimero le hacen
corresponder?

A’ V] = v[¢]

Abusando de la notacién

7.9 )
ded vt 2| = o7
X |:U 6,{[;7':| (%

si actuamos sobre % p» €8 decir sobre la base tangente

[0 97| Oz

d¢’ {8 z:| - 890i E;Ei

x zt |p 02" |p
= o
| o

= di’ 4 1.8
o ] (18)

la actuacion de los elementos de la base del dual sobre la del espacio tangente nos da 1
sii =7y 0 en otro caso. Esto no es més que la definicién de una base dual.

En definitiva, sobre un punto P de la variedad M podemos definir un espacio tangente,
formado por vectores contravariantes y con una base natural. Al mismo tiempo podemos
definir un espacio cotangente como combinacién lineal de aplicaciones Tp [M] — R
(diferenciales) y con una base dual natural {dy’}.

9 Ademis, atencién a la siguiente observacién: no todos los elementos del espacio cotangente son diferen-
ciales de funciones.
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1.6 Vectores cotangentes y espacio cotangente

—————— Y

(x.. x™ LPL

R

Figura 1.18: Cambio de coordenadas en el espacio cotangente.

1.6.1. Cambio de coordenadas de vectores covariantes

Veamos céomo se transforman las componentes de un vector covariante al utilizar el
sistema de coordenadas correspondiente a otra carta. En ese caso tendremos otra base
dual, las componentes respecto de la cual denotaremos con primas

— AT
b = bjde ‘ P
4
= by da? |
, . . , . ./
Para expresar b; en términos de b; lo que debemos es expresar dz’ en términos de da’ .

Lo que queremos es la aplicacién que va de 2 aad. pl = 4l [xll . ..ZL‘m/:| (ver figura
1.18).

de donde
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Los vectores contravariantes se definen como los que obedecen la regla de transforma-
cién 1.6 y los covariantes como los que se comportan segiin 1.9. La regla mnemotécnica
para recordar ambas transformaciones (la contravariante y la covariante) es que se pueda
aplicar el convenio de Einstein.

La razén del nombre es que los contravariantes se transforman al contrario (con la
matriz inversa) de los elementos de la base.

o 92 0
dx?  Ox" Ot
o 02" 0
or' 02t dz

las dos matrices que actian como coeficientes de las respectivas bases son inversas,
MM~" =1, o en componentes,

ot oa _ o _
oz? dxi ~ Oxi

si denotamos gf;, por M los elementos de la base a?;i (covariantes) se transforman asf
0 0
— =M_—
Ox* Ox?
y las coordenadas asi
L= Mb.
bjr = M;b;

sin embargo las coordenadas de los contravariantes van asi:

Donde se ha supuesto todas las matrices evaluadas en el punto P. Las coordenadas de
un vector deben ser contravariantes para que el objeto en si sea invariante.

1.7. Fibrados

dimTp [M] = dim Tp [M] = dim M

Ahora podemos pensar en fibrados: anadir a cada punto su espacio tangente (su fi-
bra, su plano tangente). Cada elemento del nuevo espacio viene dado por un punto de
la variedad y un vector v. El fibrado viene dado por todos los posibles pares de esta
forma (P,v). Este espacio recién construido, formado por todos los planos tangentes a
la variedad en todos los puntos, es un espacio que resulta tener estructura de variedad
diferenciable y dimensién la suma de la de M y la del espacio tangente (2dim M ). Tiene
un grado de estructura mayor que el espacio producto cartesiano, pero eso es tema para
desarrollar en otro momento.
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1.8 Por hacer

1.8. Por hacer

1. Mejorar la discusién de R™ y sus abiertos como variedades diferenciables. Ver | ]

2. Reorganizar la seccién 1.2 diferenciando claramente las categorias de variedades de los
ejemplos particulares.

3. Aclarar la justificacién del teorema de la funcién implicita, 1.2.4.
4. DF a dF por homogeneidad.

5. Explicacién de por qué no todos los elementos de un campo de formas son diferenciales de
funciones.

6. En el apartado 1.4.2 se utiliza por primera vez el convenio de Einstein; explicar somera-
mente su funcionamiento.

7. Discusiones sobre el uso en castellano de maximal por maximo o con el ntimero méximo
de elementos segun criterio. Tras una transformacion de un objeto invariante respecto a
ella el objeto jqueda “invariable” o “invariado”?.

8. Mejorar el tratamiento del fibrado, discutiéndolo con més detalle. Mencionar las aplicacio-
nes fisicas del concepto.
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2 Campos tensoriales y derivada de Lie

2.1. Introduccion

Las entidades que modelan magnitudes fisicas se transforman con frecuencia de modo
tensorial. Ademas existen ciertos conjuntos de transformaciones frente a las cuales estas
magnitudes no varfan. Sobre qué es una ley de transformacién tensorial, y sobre qué se
entiende por variacién de un tensor cuando se desplaza por una variedad hablaremos en
este capitulo.

2.2. Construccion de tensores

Vamos a construir los tensores de la forma clédsica (utilizando coordenadas) a partir
del producto tensorial de vectores. El producto de r vectores contravariantes conducira
a tensores r veces contravariantes, el producto de s covectores conducira a los tensores s
veces covariantes y los productos de r vectores contravariantes y s covectores permitiran
definir el tensor mas general: r veces contravariante y s veces covariante.

La definicién de tensor para una variedad es andloga a la definicion en R™ una vez
que hemos pasado de los puntos de la variedad a puntos de R™ mediante la aplicacién
de carta gracias a la estructura diferenciable de la variedad.

2.2.1. Tensores tangentes a la variedad en un punto

Para construir los tensores (2,0), dos contravariantes, cero covariantes tomamos dos
vectores v y w del espacio tangente.

; 0
v = v -
Y3
ox'|p
ja
oz’ | p

Formamos un nuevo objeto como el producto tensorial de los dos vectores, T = v @ w

ast!

T = vw—®—
ozt ~ Ox?
0 @ 0
oxt — Oxd
'Recuerda que a partir de ahora suponemos todas las derivadas evaluadas en P, o més precisamente, en
Pa [P].
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2 Campos tensoriales y derivada de Lie

Las componentes de T en la base azi ® % (producto tensorial de las bases de los espacios

tangentes) son 7% = viv/ (en el sistema de coordenadas z'...z™).
Como conocemos las reglas de transformacion de las componentes de los vectores,
podemos imaginar cémo son las de los tensores: en cualquier otro sistema de coordenadas,

/ /
2V ... 2™ las nuevas componentes son:

. L
T = "’

-/ 4
ox* .0’
= v —w’

ozt OxJ
oz' ox7

D D 21)

Esta es la manera de construir objetos contravariantes y obtener su comportamiento
bajo cambios de coordenadas a partir de tantos vectores del espacio tangente como
indices tenga el objeto buscado. La expresion 2.1 es la definicion clasica de los tensores
dos veces contravariantes.

Podemos construir un espacio lineal con este tipo de objetos: un espacio lineal de ten-
sores 2-contravariantes, de dimensién m?. Una combinacién lineal de tensores se trans-
formard del mismo modo que un tensor. El espacio de los tensores 2-contravariantes
tangentes a la variedad M en el punto P se denotard Tz, [M] o tensores de tipo (2,0).

Generalizando el proceso constructivo se define el

Tensor T r veces contravariante tangente a la variedad C* M en el punto P es un
conjunto de m” nimeros reales T%+ (componentes en el sistema de coordenadas
zl...2™ asociado a la carta (U, ¢a), P € U,) junto con la condicién de que
en cualquier otro sistema de coordenadas z!' ...2™ asociado a cualquier carta
admisible (Uy, p) tal que P € Uy las m” componentes de T son

-/ -/
_Ozh Ox'r

L, o
Tt — i L '
ox™ ox'r

(2.2)

es decir, un objeto tal que cada coordenada se transforma de modo contravariante.
El conjunto de estos tensores se denotara Tj p [M].

2.2.2. Tensores covariantes
Sean dos elementos del espacio cotangente, a, b € T [M]. Estdn dados por?
= q;da’
= bjdx’

el objeto lo construimos del mismo modo que antes, mediante el producto tensorial:

T=a®b A A
T= aibjdxz &® dz’

2Entiendase todo dz’ en lo sucesivo evaluado en P (¢, [P]), lo mismo con las derivadas parciales.
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2.2 Construccion de tensores

donde T;; = a;b; son las componentes de T en la base dr' @ da’.
Sélo tenemos que escribir el cambio de coordenadas como cambio de cada uno de los
factores

T‘i’j’ = ai’bj’

oz’ '81:3'
Dzt "1 9z’
oz' Ox? b

Bt 9z 11

oz’ Ox)

= out oa7 L (23)
andlogamente a como hicimos con el contravariante, podemos definir el espacio lineal
TQOP [M] de las combinaciones lineales de objetos de este tipo, el espacio de tensores 2
veces covariantes, o tensores de tipo (0, 2).

bj

Tensor T s veces covariante es un conjunto de m® nimeros reales 7;, ;. (componen-
tes en el sistema de coordenadas x!...2™ asociado a la carta (Uy, p,), P € U,)
junto con la condicién de que en cualquier otro sistema de coordenadas z' ... 2™
asociado a cualquier carta admisible (Up, p) tal que P € Uy las m® componentes
de T son , ,

oz" ox's

9z i

es decir, un objeto tal que cada coordenada se transforma de modo covariante. El

conjunto de estos tensores se denotard TCp [M].

Ty i, =Ty .,

2.2.3. Tensores (7,s)

El siguiente paso que se le ocurre a uno es construir mediante productos tensoriales
de vectores y covectores objetos mixtos: varias veces covariantes y varias veces contra-

variantes.
Veamos el ejemplo de un tensor tipo (1,1). T = v®a tiene por componentes T; = viaj
en la base 82@' ® da’. Sus componentes se transforman segiin la siguiente ley:
T, = vay (2.4)
oz’ Ol
= —V —a; 2.5
ozt Oxd’ (25)
Qxt dad
= T'—— (2.6)
7 0xt Oxd

Son objetos de m? componentes pertenecientes al espacio de tensores Tl1 p[M].

tensor r veces contravariante y s veces covariante tangente a M en el punto P es un
conjunto de m” ¥ ntimeros reales

T@'l...zjr}
{ JLds J 4 i=1..m
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(componentes en un sistema de coordenadas z' . .. ™ asociado a una carta (Uy, ©q)

tal que P € Up) junto con la condicién de que las componentes en cualquier otro

sistema de coordenadas z! ...z™ asociado a otra carta admisible, (Up, ¢p) con

P € Uy son

i Ozt da* O D8 piy.i, (2.7)
Jids o Qxt dxr 9t Qxds I1-Js

aqui hay r + s sumatorios camuflados por el convenio de Einstein.

Observaciones:

1. No existe necesariamente simetria en los indices del tensor: en general, T;; # T);.
Ver 2.6. De hecho, el producto tensorial es no conmutativo.

2. Para intercambiar indices de arriba a abajo se necesitan aplicaciones especiales,
un subconjunto de las cuales son las métricas. Ellas asocian a determinado objeto
contravariante un objeto covariante.

3. Hay una definicién intrinseca (invariante frente al sistema de coordenadas) de ten-
sor a partir del concepto de aplicacién multilineal que actia sobre r copias del
espacio cotangente y s copias del espacio tangente.

2.3. Operaciones con tensores

Nos interesa definir operaciones entre tensores puesto que numerosas magnitudes fi-
sicas se comportan como tensores frente al cambio de coordenadas. Una ecuacion en la
que sélo se realicen operaciones como las que explicamos en este apartado se denomina
ecuacion tensorial.

2.3.1. Suma de tensores

Dados T, S tensores de tipo (r, s) con componentes Tﬁ;:, Sﬁx el tensor suma P =
T + S tiene las componentes:
L
La suma sélo esta definida entre tensores del mismo tipo, asociados a la misma variedad
en el mismo punto. De manera andloga se puede definir el producto por un nimero real.
Demostrar que el objeto resultante de cualquier operacién es un tensor, es verificar
que se transforma como dicta 2.7, es decir, como un tensor. Por ejemplo, para el tensor
suma,
phin 8xlz/1 o 81‘114 OzL‘Jj 8;1:3f i 8x’:/1 630’:9 63531 o Gx]f it
J1---ds ozh ozt Jxh Quds I1ds Qg ozt Jgi Qxls Jt-ds
dxh dxtr i Ozl
) dxiv Oxir 9zii  dadt
o0 0zt Qxtr 9xdt Gl

J-Js Pin Oxtr Hpit Oxds

_ 210y 010y
= (le...js +55. 7
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2.3 Operaciones con tensores

2.3.2. Contraccion

Es una aplicacién que produce un tensor cuyos grados (de covariancia y contravarian-
cia) son ambos uno menor que los del tensor de partida:

TeTl/p M —PeT—! M|

Para realizar la operacién etiquetamos los indices a contraer con el mismo indice mudo.
Esto equivale, con la convencion de Einstein, a sumar en tales indices.

Ejemplo sea T € T, [M], con coordenadas T 4+ Tenemos que decidir en qué indice queremos
contraer. Si sumamos podemos definir P € T; , [M] de componentes Pqu como aquel con-
junto de nimeros reales que se construye sumando en el primer indice contravariante y en
el primer indice covariante:

 R— ij
qu = T’ilq

m

= > T,

=1

Hay otras formas de contraer un tensor. Por ejemplo, sumando en el primer indice contra-

variante y el segundo covariante obtendriamos Sy, = Iz/jiq' Una contraccién adicional del
S}, nos darfa un covector, a;

jq == aq.

Un error tipico es contraer un indice que ya ha sido contraido, porque aparecen tres indices
iguales. En los dos indices que son explicitamente iguales ya no puedo sumar més, ya estan
sumados. T;7, es un absurdo.

Ejemplo Sea Tj’ = v'a;. La contraccién de un tensor (1,1) es sumar en el tinico indice disponible,
para obtener un objeto (0,0). Esto es como calcular la traza de una matriz:

T =v'a; = a'vy + ...+ a™v,

Si contraes el primero covariante con el primero contravariante el resultado es un tensor
distinto que si contraes el segundo covariante con el primero contravariante.

Veamos que los objetos contraidos son a su vez tensores. Usaremos para ello T €
T} [M] de componentes T}y, contraido a Sy = Tj.. De

. -/
y ozt ox¥ 0x*

7 —

KT 9t Qat Ok TR

se deduce inmediatamente que
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2.3.3. Producto tensorial®

®: Ty p [M] xT2p [M] — T

(T,S) — P=o[T,5]=T®S

iinyg ghkiy L pitedeg Rk itein ghtk
Jredsy ? Plidsy Jredsgiliodsy L tedsy Plieds

Ejemplo Sea T € T} [M] con componentes T} y S € T7p [M] con componentes Skl Entonces
P € T3, [M] con componentes . -
2 T
ij = Tj Sm
se transforma asf:

:/k'/l, _ al'i/ &fcj ?axk/ axl/ oz™ kl
Jm Ozrt dx' "7 dxk dxt Gz T

oz dxd 9x* dxt dx™ .

Ozt dxd’ Ok Oxl dgm’ " I™

y tiene el comportamiento esperado para un tensor si se escribe como producto de T;,l y
Sk’l’
m’

2.3.4. Producto interior

Es una combinacién de operaciones: el producto tensorial y la contraccién. Conside-
remos un tensor T tipo (1,1) y un tensor S tipo (0,2) (misma variedad y mismo punto
P). P =T ®S tiene entonces las componentes

Pl =T} Sk

ahora podemos contraer el primer contravariante con el segundo covariante,

le =P lez
que en términos de las componentes de T y S es
Qjt =T} Su

Podemos considerar la operacién compuesta como una operacion tinica, metida en una
lata: (contraccién o producto tensorial). A esto se le suele llamar producto interior de
tensores. Evidentemente, no hay un tnico producto interior, ya que hay varios modos
de contraer.

Ejemplo (el producto escalar). Supongamos que tenemos v y a, tensores (1,0) y (0, 1) respecti-
vamente en el mismo punto P de la variedad M. Pues bien, podemos construir 7} = v'a;
mediante el producto tensorial y acabar el producto interior contrayendo ese simbolo:

P=T =v'g

3En la formulacién clésica se le ha llamado producto exterior, pero esta denominacién puede conducir a
confusién.
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2.4 Definicion invariante de tensores tangentes a M en un punto P

2.4. Definicidén invariante de tensores tangentes a M en un
punto P

El tensor como tal no privilegia ningiin sistema de coordenadas, de hecho el tensor es el
conjunto de todas las posibles coordenadas en todos los posibles sistemas de coordenadas.
Para soslayar este problema de aparente dependencia del sistema de coordenadas damos
una nueva definicién, que se basa en considerar una aplicacién multilineal que toma
copias de los espacios tangente y cotangente y produce un niimero.

2.4.1. Covectores como aplicaciones lineales

Recordemos que a € T [M]. Este dual estd constituido por aplicaciones lineales como
a que toman elementos del espacio tangente y los llevan a ntimeros reales. Luego a no es
mas que una aplicacién lineal dada por

a:Tp[M] — R
v — alv]
Los covectores son parte del espacio 17 p [M] = T3 [M]. La linealidad significa nada més

que
a[k1v + kaw| = kya [v] + koa [w]

Dada la base del espacio cotangente {ei} = {dx'} podemos expresar cualquier elemento
del espacio cotangente como combinacién lineal de elementos de su base. Lo mismo con
los vectores contravariantes y su base correspondiente.
P]
R
— ad dyt
a;v! dx [ 8I‘j:|

T . 9
alv] = a; dx’ [vj —
pero por definicién la actuacion de la base del cotangente sobre la base del tangente es
St
J

oxJ

alv] = a0}
= akvk

Esto nos permite interpretar los vectores covariantes como aplicaciones lineales sobre
una copia del espacio tangente.

2.4.2. Vectores contravariantes como aplicaciones lineales

También se pueden interpretar los elementos del espacio tangente como aplicaciones
lineales. Consideremos v € Tp [M]. Es una aplicacién que a cada elemento del espacio
cotangente le hace corresponder un nimero real:

v:Tp[M] — R

a — via=aly
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Esto nos permite hacer una interpretacién de un vector como una aplicacién lineal de
una copia del espacio cotangente en R. La linealidad se deriva de la linealidad de la
aplicacién a [v]

vikia+ kob] = (k1a+ kab) V]
k:la [V] + k?gb [
= kv [a] + kov [

v]

b]

2.4.3. Tensores (0,2) como aplicaciones multilineales

Se plantea el problema de interpretar los tensores de orden superior. Para ello procede-
mos, como en la definicién de tensor, de modo constructivo. Supongamos que queremos
formar los tensores tipo (0,2). Sean dos covectores a, b de tipo (0,1). Es de esperar que
este objeto se coma dos vectores. Definimos la aplicacién

®:TP[M]XTP[M] — R
(v,w) — ®]Ja,b]=(a®Db)[v,w]=alv]b]w] (2.8)

que a cada par de vectores contravariantes asocia un numero real: el producto de la
actuacién de cada uno de los covectores sobre su vector respectivo. Esta aplicacién, que
actia sobre dos copias del espacio tangente, es lineal en sus dos argumentos. En efecto,
para el primero se cumple:

(a®@b) [k1v1 + kava,w] = alkivi + kava] b [w]
= (k1a|vi] + k2a[v2]) b[w]
= kia[vi] b[w] + kea [va] b [w]
= ki1 (a®b)[vi,w]+ k2 (a @ b) [va, w]

Andlogamente se prueba la linealidad en el segundo argumento, de modo que a ® b es
una aplicacién bilineal.

Es evidente que a®b # b®a. Esto se ve porque el primer factor, a, del producto tenso-
rial actia sobre el primer argumento y el segundo factor, b, sobre el segundo argumento
w (ver definicién 2.8).

Ahora podemos construir un espacio lineal mediante combinaciones lineales: el espacio
lineal de los tensores de tipo (0,2). Si k1, ks € R y a, b, c,d son covectores y v, w vectores
tangentes a la misma variedad en el mismo punto se cumple que:

(k1 (@®@b) + ks (c®d)) [v,w] = ... = Eia[v] b[w] + kac [v] d [w]

Un tensor de tipo (0,2) es una aplicacién bilineal que actia sobre dos copias del espacio
tangente:

T:TP[M]XTP[M] — R

(v,w) — Tlv,w]
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2.4 Definicion invariante de tensores tangentes a M en un punto P

2.4.4. Conexidn entre la interpretacion intrinseca y la clasica
Tensores (0, 2)

Queremos tender un puente con la definicién tradicional. Para ello vamos a buscar una
base para los tensores dos veces covariantes a partir de una base del espacio cotangente,
simplemente por un producto tensorial de elementos de la base. Dados un sistema de
coordenadas z'...z™, una carta (Uy, pq) con P € U, y la base {dz'};i—1 ., de T} [M],
la base para el espacio de tensores (0,2), de m? elementos es:

{dxi ® da? }

ij=1..m
eso quiere decir que cualquier T € T20 p [M] se puede escribir como
; .
T= Tij (d:c ®dIL’J)
. ! ’
Ahora pasamos a un nuevo sistema de coordenadas z!' ...z™
tensores (0,2) asociada que es

con una base para los

{da:i, ® dz’’ }

i’ j'=1..m

Para expresar los antiguos en funcién de los nuevos no hay mas que tener en cuenta la
consistencia del convenio de Einstein:

6xi it
02" du

asi que, empleando para la segunda igualdad la linealidad del producto tensorial,

T = Ty (gl;/da:’ ®ax.,dx3>
xXr

dx?

ox?
ox' Ox?
Y Oxt" Oz’
de modo que reencontramos a partir de la definicién intrinseca la definicién clasica:
ox* O0xJ
T 021" 023’

Veamos cudl es la expresién en términos de las componentes de vy w de T [v,w] € R:

(da:il ® d:cj/)

ﬂ/j/ = I—ZL

Tlv,w] = Ty (dz' ®da?) [v,w]
= Tijds' [v] da? [w]
; 0 ; 0
— I D j kY
T;jdx [v axl] dx [w 8:0"3]
= Tijviwj

ya que dz’ [vl%] = vléli =y dat [wka%k] = wkéi = w’ por ser bases duales (ver 1.8 en

la pagina 36).
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Tensores (2,0)

Los tensores tipo (2,0) como aplicacién esperan dos covectores y devuelven un niimero
real:

vaw: Tp[M] xTp[M] — R
(a,b) — (v®w)[a,b]=v[a]w][b] =alv]b[w] (2.9)

Podemos definir las combinaciones de objetos de este tipo. Dados k1, ks € R

[b]

(kive@w+ ket ®u)[a,b] = kyv|[a]w[b] + kot[a]u
b [w] + k2a [t] b [u]

= kjalv]

TO2 p [M], al que pertenecen estas combinaciones, es un espacio lineal sobre el cuerpo
de los reales, porque hemos definido la suma de tensores (2,0) y el producto por los
elementos del cuerpo de escalares, R. Queremos construir una base natural asociada al

sistema de coordenadas z!...z™ de una carta (Uay pa), P € U,. La base natural del

o)
oz’

contravariantes del siguiente modo:

0,0
Ozt~ Oxd ij=1..m

Todo T € T3, [M] podemos expresarlo asf:

0 0
T - T'Ljf s
ox* © oxJ

En otro sistema de coordenadas dispondremos también de una base alternativa

a0 0
T=T" . —
ox? © ozJ’

utilizando las reglas de transformacién sobre los factores del producto tensorial podemos
escribir:

espacio tangente, { P} permite construir una base de los tensores dos veces
1=1...m

_  ij v
T r oxt ® oxJ
o' & oxi 9
_ T
r <6$i oz¥ ®© ol (%cj')

’

v la linealidad del producto tensorial,

Ozt 927" [ O B,
T=Ti" 2 : :
ozt Ol <8:c1’ © 81’]')

de modo que la transformacién de coordenadas del objeto total es

ey ;s a.’Ei/ 3x]/
T =TV — ——
oz OxI
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2.4 Definicion invariante de tensores tangentes a M en un punto P

Nos gustaria saber cual es la expresion en coordenadas de la actuacién de un tensor
de tipo (2,0) sobre un par de covectores. Teniendo en cuenta la linealidad y las reglas
tensoriales

Tla,b] = (Tijaxi(gaxj) [a, b]
0 0
_ ij .
T 5 5 lal 55 [b]
.0 0
— i L l
=1 oxt [akd:u } OxI {bldx}
o 0 0
_ ij v k| Y l
= T akbl o [da: ] ) |:d[13}
= TYapb6}s.

%
= TY a; bj

El valor obtenido es independiente del sistema de coordenadas utilizado, es un inva-
riante frente a cambios del sistema de coordenadas, un numero real independiente del
sistema de coordenadas. Es un invariante por construccion; la definicion intrinseca parte
precisamente de este hecho.

Tensores (1,1)

Tensor (1,1) T tangente a la variedad M en el punto P es una aplicacién bilineal que
actia sobre una copia del espacio cotangente (por la vez que es contravariante) y
otra del espacio tangente (por la vez que es covariante) y produce un niimero real:

T:TH[M]xTp[M] — R
(a,v) +— Tla,v]

T € T [M] es una aplicacién lineal en los dos argumentos:

T [kla + kob, V] =k T [a, V] + koT [b, V]

La base de estos tensores es, por el mismo procedimiento constructivo que antes,

{ ai ® dxj}
Ox i,j=1..m

y actua sobre un covector y un vector contravariante asi:

( 8‘; ® da:j) [a,v] = ((gi [a] da? [V]

T se expresa asi en la base:
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en otro sistema de coordenadas la base correspondiente sera

g 0
T - TZ/ 7
J oxt
como los elementos de la base normal se pueden expresar asi en funcién de los elementos
de la base prima:

® da?'

!

g  0x* 0

ort 9zt dxV
A ord
Jj o J

dr! = 57 dx

es decir
0 0
7 ozt © oxJ’

oz o oxd
= 4 J
1 <8xi ox¥ ® OxJ’ du )

Ozt 9x7 o
_ Tzax oz (8 ®daz7>

7 9xt Oz \ Ox¥

En conclusién: L
Ti/ or* oz’ B
I Ot 9xd’

En cuanto a la expresion en coordenadas de la actuacion de este objeto sobre un vector

y un covector es

T[a,v] = Tjaivj

Tensores (7, s)

Tensor de tipo (r,s) T tangente a la variedad M en un punto P es una aplicacién
multilineal de r copias del espacio cotangente y s copias del espacio tangente
THIM] % - xTH[M] x Tp[M] x---xTp[M]enR.

T:Tp[M] x - xTp[M]xTp[M]x---xTp[M] — R

(ag,...apVvi...vs) —  Tlag,...apVi...V
Tiene que ser lineal en cada uno de sus argumentos. Para el argumento i:

Tlar...,k1a; + kabi,...ap,vi . ovs] = k1T [ar...,a4,...ap, Vi .. vs]+kaT [a1 ..., bs, . coap, vy ..

producto tensorial sean T (r1,51) y S (r2, s2). Se define como el producto tensorial de T
por S y se denota T® S a un tensor de tipo (r1 + 72, s1 + s2) dado por la siguiente
relacion:

(T®S)[a1...ap,b1...bry, Vi ove Wi oW, ] =T [ar. .2, Vi ... Vg ] S[br...bpy, Wi Wy, ]
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2.5 Campos tensoriales

propiedades de ®

Asociativa (T®S)@P=T® (S®P)
2. Distributiva respecto de la suma:
a) P+QaT=PaT+Q®T
b) TO(P+Q =TP+T®Q
(P y Q ambos tensores (r, s))
3. En general no conmutativo: TS #S®T

1 m

base Una base en el sistema de coordenadas z*...z2™ es

0 0 : .
J1 Js
{axh & ® pre R dr!t @ ® dx }

Vi1 .oip 1. js=1..m

La dimensién de un tensor de tipo (r,s) es m"™%.

T se expresa con diferentes coeficientes en funcién de la base:

= S J Js
= T @ 2 ... 7
- Tji-ujé 8:1;1'1 ® ® O ® dx’t ® ® dx

sustituyendo las expresiones de cambio de coordenadas y utilizando la linealidad, vemos
que cada indice se transforma consecuentemente con su tipo
g 0zt dxir fx Qads

T 7:1--.757‘

i
338 T gt Qair §pdt T Ot s

Ejemplo Veamos la actuacién de un (2,3) sobre dos covectores y tres vectores contravariantes:

_ iy ok, L g
Tla,b,v,w,u] = T aibjvw'

tenemos que contraer las componentes del primer covector con el primer indice contrava-
riante, etc. El resultado es un niimero real independiente del sistema de coordenadas.

2.5. Campos tensoriales

2.5.1. Introduccidn

Desde el punto de vista cldsico un tensor (2,3) es un conjunto de m?> niimeros reales
(componentes) asociado a un punto P de la variedad M. Si construimos un campo
tensorial asociando a cada punto P de £ C M un tensor (2, 3) tangente a la variedad en
ese punto tenemos m® funciones definidas en el subconjunto E de las coordenadas del
punto P, ' ...z™ y tales que para cualquier otro sistema de coordenadas se cumple que

s

! -/
i _ i 0x" 07" Ok o2 Ox”
RT! TR 9t 9xd 92k Ol O
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los coeficientes del cambio y las coordenadas del tensor dependen ahora de las coorde-
nadas del punto considerado

o , , , )
Tty [331 :cm] = ‘ [ml [331 am

2.5.2. Campos vectoriales

Para caracterizar el campo de vectores tangentes a una superficie (u otras variedades
més sofisticadas) es necesario introducir la siguiente definicién

campo vectorial contravariante tangente a la variedad M Un campo vectorial Y tan-
gente a la variedad C>*° M es una aplicacién de E C M tal que a cada P € E le
asocia un elemento de Tp [M].

Y:ECM — Tp[M]
P — vy

0

su expresién en coordenadas hace z!...2™ s Y* [xl e a:m] } P B

El espacio formado por todos los campos vectoriales Y tangentes a la variedad M lo
denotamos R [M]. Dado un sistema de coordenadas en la variedad, z' ...z™, asociado a

una carta (U, ¢q), podremos expresar el campo vectorial Y en la restricciéon £ N U, en
funcién de estas coordenadas:

0
ozt

Yy =Y? [a;lmm}

Necesitamos definir el grado de diferenciabilidad de un campo vectorial. En la interpre-
tacion intrinseca, el campo es un conjunto de aplicaciones de clase C*° que a un covector
le hacen corresponder un nimero dependiente del punto. Al hacer actuar el campo vec-
torial sobre una funcién f € F@° [M] se obtiene una funcién del punto, Y [f] = ¢ cuya
expresién en coordenadas serd

=Y([fl=Y[z!... 2™ .

g=YIf] [ | 55

solo valida en un dominio de definicién que es el del campo vectorial Y. Un campo

vectorial Y es de clase C¥ con dominio de definicién E C M si actuando sobre funciones

de clase F° [M] da funciones g de clase C¥. Habrd que exigir que el dominio de definicién
FE sea abierto. Veamos que esta afirmacién no depende del sistema de coordenadas:
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2.5 Campos tensoriales

proposicion En términos de componentes en un determinado sistema de coordenadas
un campo Y es de clase C* si en algun sistema de coordenadas sus componentes
son C* para cada punto P de E C M, ya que se puede comprobar que un campo
vectorial que es de clase C* en un determinado sistema de coordenadas lo es
también en todos los demas.

Sea Y € N[M]. Escribimos Y en el sistema normal

; 0
Y:Y’[ajl...mm] :
oz
. ’ i
y en otras coordenadas cualesquiera z! ... x™
i [0 m’ O’ 1 T 1 m’ m |1 m’ i1 m’ m |1
ozt
. y . ! ’ / /
siY? [z...2™] son C¥ como los cambios de coordenadas z'[z! ...2™] ... a™[z! .. 2™

(y sus inversos) son C* por ser la variedad a su vez C*° (compatibilidad de cartas)
la composicién de los coeficientes Y [1:1 . :Um] con los cambios es C¥.
2.5.3. Campos tensoriales

un campo tensorial (r,s) 7 tangente a M es una aplicacién con dominio E C M que
a cada P € E hace corresponder un tensor T de tipo (r, s) tangente a M en P (un
elemento de 17, [M]:

TreT;[M]:ECM — T.p[M]
P — T

En un sistema de coordenadas z!...z™ 7 (con dominio E N U,) se escribe asf:

o ) ) )
g 01 m L. J - Js
=T [:c LT ] Eyen ® ®8xir R dr!' ® ® dx

En otro sistema de coordenadas z!' ...z™":

A ’ ’ 8561/1 8.'172;

e [ 1 m _ / /
m e e = o el G e [2]]

Oz Ol

n... ’ i1ty 1 1/ m’ m |1 m’

o ] S [ R P et |
donde el dominio de definicién es £ N U, N Up.

Respecto a la diferenciabilidad de los campos tensoriales se tiene un resultado analogo

al de los campos vectoriales.
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Interpretacion intrinseca Tenemos que hacer la interpretacion de campos tensoriales
actuando sobre vectores o covectores. Un campo tensorial serd una aplicaciéon que toma
r campos tensoriales (0,1) y s campos tensoriales (1,0). Sea A un campo covariante

A:ECM — Tp[M]
(xlxm) — A=A [aclxm] dz’
Si X € N[M] podemos decir que A[X] es C* si su actuaciéon A[X] = f da lugar

a funciones C*°. Interpretacién de un campo tensorial (r,s): 7 actia sobre r campos
vectoriales covariantes y s campos vectoriales contravariantes.

T[Al...Ar,Xl...XS]:g[P]

resultando una funcién de punto, g. Serd C* si su actuacion sobre cualesquiera campos
vectoriales que pongamos como argumentos produce funciones de clase C*°.

Acerca de la notacion

En lo sucesivo llamaremos a los campos tensoriales también con letras rectas, presen-
tacion que hasta ahora reservabamos a los tensores en un punto. La ambigiiedad quedara
salvada por la presencia de una serie de argumentos que indican que las componentes del
tensor dependen del punto de la variedad. Es decir, con un ejemplo en baja dimensién

. of
v[fl=v [zl 2™ [zl 2™
debe entenderse como un campo vectorial ya que las componentes v' de v en cierto
sistema de coordenadas dependen del punto.

2.6. Propiedades de simetria

Los tensores que observan simetrias bajo permutaciones de los indices se pueden espe-
cificar con un nimero menor de cantidades independientes. Ejemplos: el tensor electro-
magnético (antisimétrico), la métrica de una superficie (simétrica), el tensor de tensiones
de un fluido (simétrico). ..

Debemos enfrentarnos pues, ante la presencia generalizada de estas propiedades en
objetos matematicos de la fisica, con su definicién rigurosa y la de las propiedades aso-
ciadas. Nos centraremos primero en la definicién de la simetria de tensores para después
pasar a la de campos tensoriales.

Decimos que un tensor es totalmente covariante si es tipo (0, s), y totalmente contra-
variante si es tipo (r,0).

2.6.1. Simetria y antisimetria en los indices

tensor simétrico (definicién clésica). Sea T un tensor de tipo (r, s) tangente a la variedad
M en el punto P. Decimos que T es simétrico en sus indices p-ésimo y ¢-ésimo si

56 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




2.6 Propiedades de simetria

en un sistema de coordenadas sus componentes cumplen que

1 oipendiqeeie il eedigeipein

J1---Js J1---Js
para todo i1 ...%,J1...js=1...m.

Ejemplo Estas simetrias para el primer y tercero indices contravariantes se reflejan en un tensor
3 contravariante y 1 covariante asf: T}?3 = TJ2L.

Anéloga definicién se puede aplicar para la simetria en indices covariantes. Para imponer
condiciones de simetria sobre indices de diferente tipo se necesita tener un dispositivo
para bajar o subir indices, tal como una métrica o un espacio simpléctico.

Notese que hemos hablado de simetria para un cierto sistema de coordenadas. Es
importante convencerse de que un tensor que es simétrico en un cierto sistema de coor-
denadas lo es en todos los demas.

y , , L .
ety _ Ozt Qo' Oa'e  Oa'r Ot O iy ipeigei,
J1--3% Ozt Qx'»  Oxie  Qxir §pdt Oxds T I
pero como S S
U1edpedqedr  bledge.dp..ir
1}1"-]'5 - ]1]5
se tiene que también
il il il ol
T teetartr _ ptetg et
J1 s g1 s

Concluimos que las propiedades de simetria son intrinsecas del tensor, y no dependen
del sistema de coordenadas.

tensor antisimétrico (definicién cldsica) en el indice p-ésimo y g-ésimo es el que cumple

i1y it eiqedp..ir

Tl =155

simetria y antisimetria (definicién intrinseca) Sea T un tensor de tipo (r,s) tangente
a la variedad M en el punto P. Se dice que T es simétrico (antisimétrico) en sus
argumentos p-ésimo y g-ésimo si se cumple que

Tlar...ap...aq...ap,Vvi...vg] =(—=) Tlar...aq...ap...ap, V] ...V

Ejemplo T[a,b,c,v] = Tc,b,a,v] con el convenio habitual para denotar vectores y covectores,
es un tensor 3 contravariante simétrico en a, c, 1 covariante. Ahora queda mas patente por
qué no se puede hacer una definicién directa de simetria en indices de diferente natura-
leza, sin encontrar antes un proceso de asignacién de un vector covariante a cada vector
contravariante.

La definicién clédsica y la intrinseca son equivalentes a efectos de simetria. Comprobémoslo
utilizando un tensor T tipo (2, 1) simétrico en sus indices contravariantes,

T/ =T/ & Tla,b,v] =Tb,a,V]
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1. = (T, ,ij = ng) La expresion en coordenadas es
T [a,b,v] = T,ijaiijk
= T]giaiijk
= Tlb,a,v]
por tanto la definicién clasica implica la definicién intrinseca.

2. < (T'[a,b,v] =T[b,a,v])

Tk] = T |:d.’17 ,dﬂj], W:|

= T|da!,da’,
ox
_ Ji
= T]c
escribimos el tensor en componentes:

0 0
— Tpg = r
T=1I 8xp®6ac‘1®dx

por lo tanto

T|dz',d2x?, —| = [TP!l— @ — " tdr?, —
[da: ,dx ’8$k:| < " 3P ® pye ®dz > [dw ,dx ’Bxk}
0 .0 - 0
—  7Pg i J1 dy”
= 1T 9P [d:ﬂ] D [dm ] dx [&U’“]
= Tf?d;é{zéz
= TkZ:]

2.6.2. Tensores contravariante y covariantemente simétricos

Se dice que un tensor es contravariantemente (covariantemente) simétrico (en el sentido
clésico) si es simétrico bajo el intercambio de cualquier par de indices contravariantes
(covariantes). En el formalismo intrinseco, el tensor debe ser simétrico respecto de la
permuta de cualquier par de argumentos contravariantes (covariantes).

Se dice que un tensor es totalmente simétrico si es contravariantemente y covarian-
temente simétrico. Nos interesa a menudo considerar tensores totalmente simétricos, y
dentro de ellos los que son completamente contravariantes o covariantes.

2.6.3. Tensores totalmente simétricos, totalmente contravariantes
Definicion

tensor contravariantemente simétrico se dice de un tensor que es contravariantemente
simétrico si es simétrico en cualquier par de indices contravariantes. Si considera-
mos tensores totalmente contravariantes (tipo (r,0)) totalmente simétricos, cons-
tatamos que hay un subconjunto de las componentes que sirve para caracterizarlos
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completamente: Thtrcon 1 <ip <ig<...<ip, <m (secuencia no decreciente
de indices) determina completamente el tensor.

Ejemplo si tenemos 723 también tenemos 7123 = T312 = 7132 — 7321,

El conjunto de los tensores totalmente simétricos se suele denotar S [M], y constituye
un subespacio lineal del espacio lineal T{ 5 [M]. Las combinaciones lineales
Q = aT+0bP
Qitir = Tt 4 ppis
de tensores T y P simétricos dan lugar a un Q € Sj p [M].

Sg p [M] es isomorfo al conjunto de las matrices simétricas 2 x 2, y tiene el siguiente
numero de elementos independientes:

Mmoo
2 2l (m—2)!

De manera heurfstica basta con percatarse de que hay ™3™ elementos independientes,

mas la diagonal, que a su vez tiene 4.

m+r—1).

Ejercicio Demostrar que la dimensién del espacio en general para un tensor (r,0) es ( N

Simetrizacion de un tensor (r,0)

Dado un tensor T de tipo (r,0) a partir de él podemos definir un tensor totalmente
simétrico Ts € Sj p [M], asi:

1
Tslar...a] = p Z Tlar...ar)
(1...r)
donde la suma se extiende a todas las posibles permutaciones de indices, (1...7).

Ejemplos Vamos a simetrizar un tensor de tipo (2,0) y otro (3,0), tanto de forma intrinseca
como segun la definicién clésica:

1
Tkl = 5 (Tlab]+T.a)
. 1, . )
TH — Z(TU Tt
la simetrizacién de un objeto (3,0):
1
Ts[a,b,c] = E(T[a7b,c]+T[a,c,b] + Tlc,a,b] +Tlc,b,a] + T [b,c,a] + T [b,a,c])

1
6

Como puede imaginarse, con un objeto (4,0) la suma se extiende a 24 términos, etc.

Tswk (lek +T1k_] +Tk7,j +szk +T]k:7, +Tk]z)

http://alqua.org/libredoc/VTF 59



http://alqua.org/libredoc/VTF

2 Campos tensoriales y derivada de Lie

Producto tensorial simétrico

La operacién de simetrizacion permite definir un tipo especial de producto tensorial
que a partir de dos tensores produce un tensor también totalmente simétrico.
El producto tensorial de dos tensores simétricos T € Sy'p [M] y P € Si'p [M] no es, en
general, simétrico:
TP ¢ Syam [M]
asi que definimos el producto tensorial simétrico (que admite argumentos tensoriales de

cualquier tipo de simetria o falta de ella) como la composicién del producto tensorial
habitual y la operacién de simetrizacion

@s=( )y0®: Tyh [M] x Tg% [M] —  Spid™ [M]
(T,P) —» Ta:P=(T®P),

podemos construir una base del espacio tensorial Sj p [M] utilizando el producto tensorial
simétrico de elementos de la base del espacio tangente (si es r veces contravariante) o
cotangente.

Ejemplo Base de SZ,[M]. En virtud de la simetria (T®P), = (P®T), se puede escribir
(&1 ®eg), = (% ® %)S como el producto normal, ejes, que también es conmutativo.
Tomamos todos los elementos de la base, realizamos sus productos tensoriales simétricos

v los ordenamos de menor a mayor:

1

ejey = §(e1®e2+e2®e1)
1

ere; = §(e2®e1+e1®ez)

Para S3 5 [M] uno de los 10 elementos de la base es*:
e ®sex ®se3 = erezes
1
= g(el®e2®e3+e1®e3®e2—l—eg®eg®e1+e2®e1®eg+eg®e1®e2+e3®e2C

(hay otros 9, como ejejes) que cumplen las ordenaciones de indices posibles. Si hacemos
actuar la base del espacio tangente (simetrizada) sobre elementos de la base del espacio
cotangente, e’ al ser

o] = oo [da]
S
se obtiene
ejege; [el,ez,e?’] = ((e1 ®es @ e3) [el,e2,e3])s

= (e1[e'] e [*] s [¢°]),
= %((e1 ®ey®es) [e',e%,e®] +0+...40)
1

(=)

4= indica una igualdad formal, como cuando se iguala el producto vectorial a un determinante imposible

que oficia de regla mnemotécnica.

60 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




2.6 Propiedades de simetria

Problema: la actuacién la base de tensores contravariantes (simétricos) sobre la base de
tensores covariantes no da 1 como podriamos esperar. Eso es por culpa del proceso de
simetrizacién, que ha introducido un factor-;.

2.6.4. Tensores totalmente antisimétricos, totalmente covariantes

Los tensores totalmente antisimétricos totalmente covariantes son la base algebraica
para las formas diferenciales.

Consideremos el tensor T de componentes T}, ., totalmente covariante (tipo (0, s))
y totalmente antisimétrico. Basta con dar las componentes con sus indices ordenados de
menor a mayor 1 < j; < ... < js < m, pero no se pueden repetir, porque en ese caso el
valor de la componente correspondiente se tendria que anular:

0="Tir = —Tyux

Se puede obtener una componente cuyos indices no observen la ordenacién descrita
introduciendo un signo negativo por cada permutacion de indices a partir de un conjunto
de indices ordenados

T5091 = —T3512 = Thz2 = —Th23

El espacio de los tensores completamente antisimétricos de tipo (0, s), A, [M] es un
subespacio lineal de T, [M].

El nimero componentes independientes de un tensor de AY , [M] es (Z‘)

Ejemplo el niimero de componentes de un objeto de AJ 5 es

(7;) ~ 2l (nT! 2)1 m(n;_ .

Antisimetrizacién

A partir de un tensor no antisimétrico, T € T SOP [M] podemos construir un tensor
totalmente antisimétrico, T, € A%, [M] del siguiente modo:

1
Talviooove = 5 S (=17 Tlvi. v
(1...s)
donde o es el signo de la permutacion. En componentes, podemos denotar 7T} ;; por T}
Ejemplo para un tensor dos covariante:
1

Talv,w] = 3 (T [v,w] = T[w,Vv])
Tuy = % (Tij — Tji)
y para un tres covariante:
Talv,w,x] = % (T [v,w,x] = T [v,x,w] + T [x,v,w] — T [w,v,x] + T [w,x,v] = T [x,w,V])
Thijn) % (Tijie — Tikg + Thiz — Tjire + Tiki — Thji)
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Producto tensorial antisimétrico

Es un producto tensorial que conserva la antisimetria si los argumentos son a su vez
antisimétricos. Atencién, no debe confundirse con el producto exterior, que definiremos
mas adelante (ver 7?7 en la pagina 77). SiF € Ag, y G € A, FRG & Ag, 45, Construyamos

®aE( )aO®A21P[M]XASQP[M] - A(S)1+52P[M]
(F,G) — F,G=(F®G),

El interés de estos tensores aparece en conexion con los determinantes y su interpretacion
geométrica como areas o volimenes. Es natural utilizar estos recintos como espacios de
integracién, lo que conducird a justificar la utilidad de las formas diferenciales.

Todo lo anterior estd referido a una carta en particular (ver razonamientos en la
definicién de campo tensorial en la pdgina 55).

Ejemplos Un campo tensorial de especial interés es la métrica riemanniana o semiriemanniana,
que es de tipo (0,2) (totalmente covariante), totalmente simétrico, de tipo C¥ y no degene-
rado (& Vv # 0 3w : g [v,w] # 0, es decir g tiene inversa). Dado el campo tensorial métrica
riemanniana g,

g[v,w] = g;jv'w’
es una forma cuadratica diagonalizable, cuya signatura, la serie de signos de elementos de la
diagonal, es la misma en todos los puntos de la variedad. Esto quiere decir que una métrica
definida positiva (riemanniana) debe serlo en todos los puntos de la variedad. Cuando la
signaturaes — —...+ 6 + — — ... — se dice que la métrica es lorentziana o de Minkowski.
En todo otro caso, la métrica es pseudo (o semi) riemanniana.

2.6.5. Campos tensoriales y simetria

Como los campos tensoriales no son mas que una aplicacién que asigna a cada punto
de la variedad un tensor, definirlos como simétricos o antisimétricos se reduce a imponer
la simetria (antisimetria) de los tensores correspondientes a cada punto:

1?11'...3‘:...%...% [5131 o :L’m] _ (:i:) 1?11:..‘.]1‘:...11,...“ [581 o xm]

2.7. Campos vectoriales, curvas integrales y flujos

Imaginemos un vector v € Tp [M] y una funcién f € F*°[M]. v[f] indica cudl es la
variacion de f a lo largo de la direccién indicada por el vector tangente v en P. Buscamos
generalizar esto para campos tensoriales, intentando definir cudl es la variacién de un
campo tensorial en la direccion indicada por determinado campo de vectores. En esencia
esto nos conduce al concepto de derivada de Lie. Para ello debemos introducir las curvas
integrales asociadas a un campo vectorial y el flujo de dicho campo.

Un campo vectorial se puede interpretar usando la clasica analogia del fluido, en la
que la trayectoria de una particula se asimila a las curvas integrales y donde la evolucién
de un volumen de fluido da la idea de flujo.
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(x*..x™)

Figura 2.1: Campo vectorial sobre la variedad. Las curvas integrales enhebran el campo.

2.7.1. Curvas integrales

Una curva definida sobre una variedad es una aplicacion

v:la,bleR — M
t — ~ylt]=P

El campo vectorial asigna a cada punto de la variedad un vector (figura 2.1). Si el
vector coincide en cada punto de la curva con su vector tangente, la curva es una curva
integral.

,Cémo se refleja esto en la estructura diferenciable de la variedad?. La aplicaciéon en
coordenadas es:

Y=@gov:R — R™
t o= (2 [t]... 2™ 1)

y su diferencial

dy
o TRl — Tp[M]
d

a— = Vv

dt
en coordenadas

5 dy .
3 =%a0 g (TRl = T [R™]

a %
d dat dz™
a— — _— ..
dt dt dt

Como era de esperar, si queremos encontrar precisamente estas curvas enhebradoras,
tenemos que resolver un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. La condicién para
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hallar la curva es que su vector tangente en cada punto sea igual al vector v del campo
vectorial en ese punto:

dy
ecuacién que se puede llevar a coordenadas utilizando la aplicacion de carta:
d [y °7] : 0
SP N = o) o
» 0
= 0 [ml [t]...a™[t]] py

donde ¢, no es més que la coordenada i (¢ = u' o ¢,), de modo que ¢g 0y no es més
que, abusando de la notacion, la coordenada x* de la curva:
dz’
dt
sistema de m ecuaciones ordinarias para las funciones z'. Para determinar la curva

integral (que serd tunica por el teorema de existencia y unicidad) debemos aportar una
condicion inicial (dar un punto cualquiera de la curva, (t, zl. .. xm))

=o' [z [t]...2a™[H]] i=1...m (2.12)

Ejemplo Consideremos el siguiente campo de vectores,

5 0 0 0
V=2"—+2— —Y—
Or dy 0z
Para calcular sus curvas integrales debemos imponer las siguientes condiciones (un sistema
de ecuaciones ordinarias):

dx 9
= = g
dt
dy
== -
dt
ds _
a 7
la solucién de la primera ecuacién, que estd desacoplada, es
1
xr =
to—t
combinando las otras dos
Ay _
aer — Y
con lo que y = Asint + Bcost y z =1y = Acost — Bsint. Para t = 0 se cumple
1
ro=— yYyo=B z=A4
to
por lo que la solucién se expresa en funcién de los datos iniciales del siguiente modo:
1
zft] = ———
1 —
o
y[t] = zosint+ yocost
z[t] = zpcost—ygcost
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Figura 2.2: Curvas integrales en una variedad recubierta por varias cartas.

En el ejemplo anterior hemos cubierto la variedad con una sola carta. Si tuviésemos varias
cartas (figura 2.2), para cada una de ellas deberfamos resolver un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Tomariamos una carta (U, ¢q) tal que Py € U, e integrariamos
el sistema diferencial a lo largo de toda su extensién. En la carta (U, ¢p), que necesa-
riamente debera solapar con la anterior, deberiamos buscar un punto, perteneciente a
la interseccién, P. Asi vamos cosiendo las curvas, utilizando el conjunto de cartas para
resolver en cada regién un sistema diferente de ecuaciones diferenciales ordinarias (tipo
2.12). Para t = 0 (punto P) tendremos ° [0] = x{, trabajando en U,, mientras que para
t =7 (punto P € U) se cumplird

dz’ oy
(ft =o' |2V [t].. 2™ [t]

La garantia de continuidad la aporta el hecho de que v es C*°. Aunque haya zonas en
las que tenemos dos parametrizaciones, éstas no son contradictorias. Cuando ocurre que
todas las curvas integrales de un campo vectorial pueden extenderse para todo ¢, se dice
que se trata de un campo vectorial completo.

Existencia y unicidad de curvas integrales (teorema) Sean v un campo vectorial con-
travariante de clase C*° definido en £ C M, P € E un punto de dicha variedad y
c un numero real. Entonces existe una unica curva integral v y un nimero real r
tal que 7 estd definida en (t —¢) <ry ~v|[c] = P.

Esto quiere decir que en torno a P localmente existe una tunica curva integral que
pasa por P.

La unicidad se interpreta del siguiente modo: si 3 otra curva 4 [t] en la interseccién
de dominios de definicién (|t — ¢| < r y |t — ¢| < 7) las dos curvas son la misma.
2.7.2. Flujo de un campo vectorial

Se denomina flujo al conjunto de vectores tangentes a una curva integral. Asi el flujo
define una clase de curvas en un punto, o, de otro modo, obtenemos la curva integral
integrando las ecuaciones diferenciales ordinarias del flujo.
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Figura 2.3: Evolucién de un volumen de fluido mediante el flujo. P, = vp, [0]=uo [P1], P =
Ve, [8] = ps [Pr], P = yp, [s + 1] = psa [P, Po =9, [0] = po [P2], P3 = vp, [s] =
s [Po], Py =7p, [s + 1] = pisyt [Po] - Esyt — By — Ey.

Definicion

Un recinto R se hace evolucionar con el tiempo a R’ y posteriormente a R”. Cada punto
se transporta con la variacién del parametro de la curva integral que le corresponde (s
en la figura 2.3). El campo vectorial a través de sus curvas integrales determina el flujo
de un recinto con el pardmetro. Se define el flujo de un campo vectorial como el conjunto
de aplicaciones ps que van de un subconjunto Es C E de la variedad a la variedad M.

s RxEy — M
(s, P) — ps[P]=pls]

El conjunto F; estd formado por todos los puntos de E tales que su curva integral se
puede extender hasta el valor del pardmetro s, una definicién ad hoc del dominio para
que s sea efectivamente una funcién (se podria dar el caso de que la curva integral
que pasa por un punto no fuese extensible para todos los valores del parametro s € R).
Para cada valor del parametro tendremos un subconjunto Eg, dependiente tanto de
la regularidad del campo como de la curva integral. Para cada valor del pardmetro s
tenemos una aplicacion, y el conjunto de todas estas aplicaciones s es lo que llamamos
flujo del campo vectorial.

Se trata de una definicién invariante frente a reparametrizaciones, porque la parame-
trizacion es la dada por el sistema de ecuaciones diferenciales que hemos resuelto para
hallar las curvas integrales.

Propiedades

1. Si los dominios de ps y p estan bien definidos, entonces p; o s = pste (figura
2.3). El tnico problema puede darlo el dominio de definicién, por lo que hay que
restringirlo a la intersecciéon de ambos.

2. psop_s=1.
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Los flujos constituyen un grupo uniparamétrico de transformaciones®.

2.8. Derivada de Lie

La derivada de Lie permite estudiar la variacién de un campo tensorial T no sélo sobre
curvas coordenadas, x*, sino sobre curvas las curvas integrales de un campo cualquiera,
v

0
— ’LL 1 ... m T
V=10 [x T } py
Dos transformaciones generales
Sea una transformacién F

F: M — M

P — P
FzgogoFogpl_l:Rm — R™

(a:lxm) — (:il...fi‘m)

aceptemos que podemos expresar P y P en un mismo sistema de coordenadas, =+ =
F [xl .. .xm] abusando de la notacién. La aplicacién inversa la denotamos por G (por
conveniencia notacional):

G:M — M
P — P
G=¢p0Gop,! :R™ — R™

(i“liﬂm) — (xla:m)

y ¥ =GY [:Z“l .. im] abusando una vez mas de la notacién.

Sistema de coordenadas arrastrado

Definimos el sistema de coordenadas arrastrado correspondiente a la aplicacion F como
el sistema de coordenadas (denotado por primas) tal que el punto P tiene las mismas
coordenadas una vez arrastrado (primas) que tenia P sin arrastrar (sin primas).

o= ot (2.13)
= xul
El punto P lo podemos expresar en términos de las coordenadas de P, sin mds que
utilizar G:

/

’
~ w o
= o,

= e[

®Recibe el nombre de grupo uniparamétrico de transformaciones del conjunto R la familia {us} de apli-
caciones del conjunto M en si mismo, numeradas con el conjunto de los nimeros reales que cumplen las
propiedades enunciadas. Se trata de un grupo conmutativo de aplicaciones biunfvocas. Ver [ ].
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Figura 2.4: F transforma puntos y deforma las bases, ¢ — &°.

supongamos relleno el dominio de definicién por una gelatina (figura 2.4), marcada por
una malla. La transformacién F' deforma la gelatina (traslacion, giro, estiramiento. . . ).
Al efectuar esta operacion obtenemos una nueva malla, caracterizada por el sistema de
coordenadas primas. Las coordenadas de un punto respecto al original deben ser las
mismas que la del transformado respecto al sistema de coordenadas deformado.

campo tensorial arrastrado dado un campo tensorial T; ,ﬁj se define el campo tensorial
arrastrado de modo que sus componentes en el punto transformado (15) y en el

sistema de coordenadas transformado (con primas) sean las mismas que el original
tenfa en el punto y sistema de partida. Por ejemplo, para T € T2 [M]

i [7] = o ooy 17

En términos de la gelatina, si tenemos un vector en cada punto de la gelatina—dominio,
la flechita deformada por la aplicacién tendra con respecto al sistema deformado las
mismas componentes que tenia la flechita original en el sistema sin deformar.

Arrastre por un flujo
Sea el flujo

pe:EcCM — M
P — P

asociado a un campo vectorial v cuyas curvas integrales se obtienen al resolver el sistema

de ecuaciones dat
v

En coordenadas el flujo arrastra de P a P segun la siguiente aplicacién (a primer
orden)
ot 7 =t + evt + O (£7) (2.14)

despejando
=z —ev' 4+ 0 (52)

es la aplicacién inversa, G.

68 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




2.8 Derivada de Lie

Segiin la definicién de sistema de coordenadas arrastrado, (ecuacién 2.13), las com-
ponentes del punto transformado (con tilde) en el sistema prima serdn las mismas que
las del punto sin transformar (sin tilde) en el sistema de coordenadas de partida (sin
primas):

/7

!
s s
T = 5N:U

= o (@ — e
El sistema de coordenadas nuevo se define por el siguiente cambio (cambio directo)

2 = 5 (2t — evt) (2.15)

Manipulando la expresién anterior

I
(5;:,30’/ = 6,04 (z! —evt)
— SV (at — et
= 6, (2" —ev")
= ¥ —ev”

se llega a la relacién que permite volver del nuevo sistema de coordenadas (aquel en el
que las coordenadas no varfan al arrastrar) al viejo (cambio inverso)

¥ = 5Z,x“l + ev” (2.16)

Ambos cambios 2.15 y 2.16 estan escritos en aproximacién lineal, O (52).

i Como definimos un tensor arrastrado? Queremos expresar el tensor arrastrado por
el flujo en funcién del tensor antes de arrastrar. Debemos calcular las matrices jacobianas

del cambio de coordenadas® ' A
oz’ Oz
Th = =— :
3 gt 9
en el sistema de coordenadas arrastrado (con primas), para lo cual nos servimos de las
ecuaciones de cambio 2.15 y 2.16. Asi obtenemos ambas jacobianas,

dx [ OxH ovt
_ e e 2
oz 0 <8xo¢ nga> +0 (&%)
= 0 (8% —evh) + 0 (€?) (2.17)

5Elegimos un tensor (1,1) para ilustrar el apartado por que es el més simple con jacobianas de los dos
tipos.
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y
0" _ o Ozt Lo
ozP W 9P oxb’
/ oY ozk
_ svsp ov-
— 5#'55’ +€8a:k 27

= 5%/ + E'Ujjkdgl
= OO + v ol
= 05 (0F +cvy) (2.18)

en el desarrollo anterior se ha utilizado que

aik — &k 0z*
oxs 5 0xP
k ¢s’
5Sléﬁl
= 55/ + O (E)

vy se ha denotado la derivaciéon respecto a una variable precediéndola de una coma y
ubicandola como subindice.

Es conveniente para lo que sigue resumir el cambio de coordenadas por el que se define
el sistema de coordenadas arrastrado. Es

/

ot = 551 (xt —evt) (2.19)
e 5,’1/33"/ +ev” (2.20)
con los jacobianos:
8.’E’u/ ’
5 = ol (ok — evh) (2.21)
ox”

(todo a O (£2)).

Definicion de la derivada de Lie

Sean T un campo tensorial y v un campo vectorial contravariante. Se define la derivada
de Lie de T a lo largo de v como:

T [oH] — B
£,T =~ tim TP T
e—0 g

donde T es el campo tensorial arrastrado a lo largo del flujo u. del campo v. Nétese que
ambos campos son evaluados en el punto P (de coordenadas z*).
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2.8.1. Derivada de Lie de un campo (1,0)

Sea w un campo vectorial contravariante. El campo vectorial arrastrado, w, se define
asi:

@ [aF+et| = opwr [o]
@ [oF] = o w [oF o]
desarrollando Taylor:
@ [a*] = o (wi [+] - ot +0 (7))

tenemos las componentes en el sistema prima, y las que queremos son las del sistema sin
prima. La componente p-ésima de la derivada de Lie es

~ [k o [k
(Lyw)* = — lim @t [2] — wr [o]
e—0 3

el campo vectorial arrastrado
v
o] - Zow e
Ozt
= (512, (67 4+ ev’t) 55, (w“ - swivk>

= 68 (o) +evt) (w“ - 5w’§vi)
= (6f +evy) (wk — ew
= Stwh +e¢ (—5wa§vi + vf;wk>
= w'+e¢ <7wfzvi + vfjgwk>

Finalmente, la componente v-ésima de la derivada de Lie de w a lo largo de v se escribe

(Lyw)” = wj’kvk - vf’kwk
o, abusando peligrosamente de la notacion, £,w". El segundo término refleja la defor-
macién de la base. La derivada de Lie de un campo vectorial a lo largo de otro es el
conmutador de ambos:

Lyw = [v, w]

Idea geométrica: no sirven como coordenadas w y v a menos que su conmutador
(derivada de Lie) sea nulo.

En general, arrastrando P primero segin w y después segun v no se obtiene el mismo
resultado que operando en el orden opuesto (ver figura 2.5). La diferencia entre P’ y P
es, a segundo orden, la derivada de Lie.
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VLE) 51
5 AP
3 ~>‘.\
W {
")
wig)
P V() o

Figura 2.5: Interpretacién geométrica de la derivada de Lie. P — P’ curvas integrales de v. P’ — P”
curvas integrales de w.

2.8.2. Derivada de Lie de un campo (1,1)

La derivada de Lie es un campo tensorial del mismo tipo que su argumento. Su expre-
sién para un tensor (1,1) contiene dos términos correctivos:

(L,T)E = T:kvk - vaffﬁ + T,fvff,

Para calcularla nos valemos de las relaciones de cambio al sistema arrastrado, 2.19,2.20,2.21
y 2.22:

TV“,/ {xk - Evk} = 5/5‘/55,T1’f {xk}

con lo que
Tﬁ,/ {xk} = 55/65/7’# 2" —5vk}
— (55, Y, (Tﬂ [wk] — z-:Tlffkvk [ka
y
- ox" oz -
r k _ W k
pp] - Syl

= 0 (0 +euty) o (0 — el ) ooy, (T — Ty 0t)

utilizando las expresiones de los jacobianos del cambio de coordenadas y Tf,/ [xk] hasta
orden e. Simplificando:

" [aﬂ

(555;’ (52 + svf’ﬁ) (52 — 5vfs) (Tﬁ — aTlffkvk)
= (0 + =) (0L =) (17— 1)
y desarrollando hasta orden e:
Ty |ab| = opolty + e (~opol Tt + oty - 50 T) + O ()

= Tr +¢ (—T;kvk + UTﬂTSﬁ — vfsTl’"> + 0 (52)
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debemos comprobar que tras las contracciones no sobran indices. Ahora tenemos que
calcular la derivada de Lie, objetivo inicial.

Tr — 17
(LT = —lfim-—>—-*

e—0 IS
_ r ok k,.r r k
= Ts7k’U - T v7k+Tkv7S

Interpretacion el primer término es la derivada direccional del tensor segin v. Los otros
términos tienen signo positivo si el término en que se corrige (aquel en que se suma)
es covariante, y negativo si es contravariante. Si el campo vectorial es constante
(por ejemplo, 8%), entonces los términos correctivos (que llevan derivadas de sus
componentes) se anulan.

2.8.3. Isometrias

La derivada de Lie nos da la variacién del campo tensorial visto al moverse segiin
un arrastre dado por un campo vectorial v. Cuando el tensor de partida es igual al
de llegada se dice que el campo vectorial deja invariante el tensor arrastrado. Un caso
particularmente interesante se produce cuando se trata de una métrica (campo tensorial
simétrico, dos veces covariante, no degenerado y tal que la signatura es la misma en
todos los puntos de la variedad). Supongamos que tenemos un campo vectorial v que la
deja invariante,

Lyg=0

entonces al movernos con el flujo los productos escalares y los dngulos no varian. A estos
campos vectoriales tan interesantes se los denomina isometrias o campos de Killing.
Estos campos dan bastante informacién sobre las propiedades de la métrica por lo que
nos interesa obtener su forma mas general para la métrica dada.

Siguiendo la regla mnemotécnica descrita en el apartado anterior,

(ﬁvg)w/ = guu,kvk + gkuvi + gukvﬁ/

es igual a 0 para todo campo que deja invariante la métrica. La derivada de Lie, como

tensor, debe tener todos sus elementos cero, lo que proporciona un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden en v¥.

Ejemplo tomemos la métrica de la esfera:
ds? = a* (d92 + sin® 9dg02)

dp? significa producto tensorial simétrico de dy ®s dy. Esto nos dice simplemente que las
componentes del tensor en estas coordenadas son:

2

g9 = a
Jdpo = Gop = 0
Jop = a’sin’f
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el campo vectorial v lo escribimos como

0 0

_ 0

=" [0,¢] — ?10, ] —
v=""[0.¢] g5+ % 0.1 5
tenemos anulacién de todas las componentes de la derivada de Lie:

(ﬁvg)ee =0
_ k k k
= 9o0,kV" + GroV g + gorvg
como ggg es una constante el primer término se anula. Ademaés, grg = ggr por la simetria
0 = 2gekv7k9
= 2g060% + 299,05
2,0
= 2a"vy
En la otra coordenada.
0
(‘Cvg)aw = gwtpv?(; + 900U
2 2,0

_ 29 0
= a“sin 91)79+a v,

la anulacién de la componente (£,g),, nos dice que ”,09 =0y por tanto v’ = h[p] y la de
(CVg)Hga = (EVg)ng que
sin? Ov% + vio =0

La anulacién de la componente (£,g),,,, implica:
0 = g«pgo,kvk + gkgovi@ + ggpkvﬁo
ggocp,kvk + 29@1@”520

9
= YGpp,0V +29w¢“fa

ya que Gyp V¢ y gWUﬁP son términos nulos. De aqui:
242 sin 0 cos 0v? 4 2a? sin? fv¥, =0
como a # 0 se tiene
cosf

[ 0 _
v+ ——0v" =0
¥ sind

el sistema de tres ecuaciones en derivadas parciales que debemos integrar es

=}

U,G = O
0 20 0
v, + sin 911,9 = 0
cosf
o 6 _
v+ —v' = 0
¥ sin6

la primera condicién nos dice que v’ = h [¢]. Por otra parte, vﬁo =h [¢] v sin® 011:2 +h=0

de donde

. 1
¥ = —h df +
v / sin’ 0 g

. cos

= h
sin 6 + 9]

74 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




2.8 Derivada de Lie

es la solucién general. La tercera ecuacién es

hc?se_’_g__’_c'os@h _ 0
sin 6 sin 6

- cosf .
(h+h> sin0+g =0

como esto ha de verificarse para todo 6 lo anterior implica que

h+h = 0
g =0
por lo tanto h = Acosp + Bsinp y g = C. En conclusién,
v = Acosp+ Bsing
0
vf = (—Asinap—i—Bcosgo)C,i
sin 0

el campo vectorial es, agrupando las constantes:

v=A/| cos 2—sin coswﬁ + B |{ sin 24—cos cosﬁi i
B 790 ¥ sin @ Op Y90 P sind Op Op
finalmente, los generadores son
& = cos g — sin cos 0 i
b Y o0 P sinf Oy
& = sin 2 + cos cos 0 i
S Y00 P sin g Jp
0
& = 70
Siv = a% la derivada de Lie respecto a v es sélo la derivada respecto a x. El tercer

generador deberiamos haberlo adivinado desde el principio, por la forma de la derivada
de Lie. Que la métrica no dependa respecto a una variable, por ejemplo y implica que el
campo vectorial % deja invariante la métrica.

Se puede intentar resolver el sistema de ecuaciones sustituyendo la primera en la tercera,
pero es un poco mas dificil. Uno puede preguntarse qué vale el conmutador en este caso.
Comprobaremos que el conmutador, en este caso, deja invariante la métrica. El conmutador
es un nuevo campo vectorial.

0 . cosf O af 0 af . cosBOf
&,&]f = (cos Yog &nnpsine&p) {&p] - (85@) {cos Pog smcpSmH%
= cosp el fsingpcosaﬁf <sin<paf+cosg0 vl cosgpcoseafsingocoseazf>
000¢ sin 6 92 00 00l sinf Oy sin 6 Hp?

por igualdad de las derivadas cruzadas
cosf 0
7
sin @ Jp
contribuyen las derivadas sobre los coeficientes, porque las derivadas segundas se cancelan
siempre. Ahora nos damos cuenta de un hecho curioso:

[€1,83] = &2

61 =+ D 4o
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el conmutador es, efectivamente un campo vectorial. Vamos a calcular ahora este otro

conmutador:
[€1,&2] = [sin é—i—cos cosf 9N 9 (9 sin g—i—cos st 9.
b2l Y50 Ysing 0y ) By %) Y o0 Ysing )
= —|cos g — sin COS@E
- Y o0 Ysind g
con lo que
[€1,&] = =&
andlogamente se calcula que [£2,&3] = —& . El conmutador de dos campos que dejan

invariante una métrica es un campo que la deja invariante. De hecho esta propiedad, que
es general, permite afirmar que estos campos forman un grupo de Lie (SO (3)). “Se ve, o
por lo menos, se intuye”.

2.9. Definicion axiomatica de la derivada de Lie

Podemos abordar una definicion alternativa de la derivada de Lie extrayendo de entre
las propiedades de una derivada de arrastre las que determinan de modo completo y
univoco la operacién.

Sea v un campo vectorial de clase C*° en una variedad diferenciable C*° M entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si T es un campo tensorial de tipo (r,s) y clase C>° L, T es un campo tensorial de
tipo (r,s) de clase C*.

2. L,T tiene las mismas propiedades de simetria o antisimetria que tiene T.
3. Dados dos campos tensoriales T,S del mismo tipo, £, [T +S] = £, T + L,S.

4. Para dos campos tensoriales de cualquier tipo £, [T®S] = L, T®S + T ® L,S
(propiedad tipo Leibniz).

5. L, conmuta con las contracciones.

6. Lyf=v][f] con feF>[M].

7. d[Lyf] = L, [df] (derivada exterior, ver 3.3).

8. Lyw = [v,w] (w un campo vectorial contravariante C>).

9. LyszwT =L, T+ L,T,si A es una constante, L, T = AL, T.

10. ,Cv [[,WT] - »Cw [»CVT] = E[V,W]T'
Si v,w son dos campos—killing y T es una métrica, £, T = 0, L, T = 0 por la propiedad

10 Lyw T = 0. Por lo tanto, como hemos visto en el ejemplo, el conmutador de dos
campos de killing es a su vez un campo de killing.
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2.10 Por hacer

Ejemplo (propiedad 5) Vamos a comprobar para un tensor (1,1), T = T)* que la derivada de

Lie y la contraccién conmuta (podemos hacerlo en cualquier orden), (EVT)Z =L, (T[j), va
que:

Ly = vz
k
= T;’f’kv
(LT = Tho* =T + T,
(L) = Tk =Thoh + Tk,
= LT

El resto de demostraciones se hacen andlogamente, con paciencia.

2.10. Por hacer

1.

2.

Completar la introduccién.

-/
. .7 ;! v z’ .
Experimentar con la notacién 9} = %”; —, que parece mas clara y compacta; es preciso

explicarla correctamente e introducirla poco a poco.

Introducir la contraccién en notacién funcional. ;jAlguna idea?.
En 2.4.4 introducir un enlace a la explicaciéon de bases duales del capitulo 1.

Otra notacién compacta:

r = Loozm
! !
Z‘/ = 1 xm
con
’ ’ ’ ’
z[2] = {xl [331 mm} Loz [331 x™ }}
y tal vez

Ox Ozt ox™

oz’ = orl’ oxm

Introducir notacién estandar para el conjunto de todas las permutaciones de un conjunto
de indices (en el apartado 2.6.3).

Dar una definicién correcta del concepto de signatura.

Resolver dudas sobre la naturaleza de los argumentos del producto antisimetrizado.

Explicar mejor la definicién matemaética de curva integral. Aclarar.
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3 Formas diferenciales

En este capitulo trataremos de unos objetos de gran interés para la fisica: las formas
diferenciales. En primer lugar daremos su definicién, basada en los conceptos tensoriales
que ya conocemos. En segundo lugar, explicaremos el concepto de producto exterior en
este contexto, ejemplificando su uso, para después definir la derivada exterior y relacio-
narla con los operadores familiares del cdlculo vectorial.

La segunda parte del capitulo estd dedicada a describir las aplicaciones de la teoria
de formas en la resolucién de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales (teorema de
Frobenius) asi como las nuevas perspectivas que aporta para entender la estructura del
espacio de fases de la mecdnica hamiltoniana.

3.1. Concepto de forma diferencial

r-forma diferencial la forma diferencial w® es un campo tensorial de tipo! (0, s) (total-
mente covariante) y totalmente antisimétrico de clase? C*.

Las formas diferenciales son los objetos que aparecen dentro de las integrales. En efecto,
la integral de linea de un campo vectorial (P, @, R) a lo largo de una curva = es,

I, = /de—i—Qdy—i—Rdz
v

y la forma diferencial correspondiente, w! = Pdx +Qdy+ Rdz. Si se trata de una integral
de superficie de un campo vectorial (P, Q, R),

I, = / Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
S

y la forma diferencial es w? = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy. Para una integral de
volumen

Igz/fdafdydz
Q

es w3 = fdx A dy A dz (las tres formas presentadas estdn definidas sobre R3).

'Es importante aclarar un extremo de la notacién: cuando quiera que escribamos w” debe leerse “forma
diferencial w de grado r” o “r-forma diferencial w”. Habitualmente reservaremos esta notacién comprimida
a los enunciados de las proposiciones mientras que en los célculos usaremos simplemente w; el grado de
la forma podréd deducirse de los enunciados precedentes.

2En este capitulo, salvo indicacién en contrario, todas las formas consideradas y las respectivas variedades
sobre las que se definan, serdan C*.
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3 Formas diferenciales

La regla de transformacién de una forma diferencial frente a un cambio de coordenadas
se puede deducir a partir de las de un integrando. Para una forma en dos dimensiones,

I = / fdxdy
S
_ 9 (z,y)
- /Sf [33 [U,’U] 'Y [ua UH ) (u’ 1)) dudv
_ 9z 0y _ 9z 0y
a /Sf[x L, o]y, o] <8u0v v 8u> dudv
la forma diferencial de esta integral es
W = flr,ylde Ady
_ Oz dy Oz dy
= f[x[uyv]7y[u7’l)]] (auav avau> du N dv

Nos percatamos aqui de la antisimetria de la forma diferencial.
Sobre estas formas diferenciales podemos definir diversas operaciones que nos permiten
generalizar resultados del calculo vectorial ya conocidos. En particular, llegaremos hasta

el teorema de Stokes:
/ w = / dw
o )

Gracias al teorema de Frobenius y a la definiciéon de la derivada exterior como una
operacién que cumple d (dw) = 0 (condicién equivalente a la igualdad de las parciales
cruzadas), un sistema de ecuaciones en derivadas parciales podré reescribirse por medio
de la derivacién exterior.

3.2. Producto exterior

3.2.1. Definicién

producto exterior El producto exterior de " por 3%, denotado awA 3 es la (r + s)-forma
diferencial que tiene la siguiente expresién:

(r+s)!

o NG =
rls!

(a®p), (3.1)

donde el factor numérico obedece a una convencién®.

3Sean por ejemplo o = dx y § = dy. Su producto antisimétrico es (o ® B), = % (der ® dy — dy ® dz) , sin
embargo, su producto exterior segin ha sido definido en 3.1 es:
(141!
ahB = “Fg (@ef),
dzr @ dy — dy ® dx
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3.2 Producto exterior

Recordemos cémo se realiza la operaciéon de antisimetrizacion sobre un tensor de s ar-
gumentos (vectores covariantes):

Talvi...vs] = ; Z (=1)7 Tvy...vs)
(1...s)

La definicién de producto exterior como producto tensorial antisimétrico se extiende a
un campo tensorial evaludndolo sobre todos los puntos de la variedad.

3.2.2. Propiedades

Sean o, 6",~P, 09 formas diferenciales de los respectivos 6rdenes. Se verifican las si-
guientes propiedades

1. Asociativa: a A (YA ) = (a Ay) A S
2. Distributiva: (a + ) Ay =aAvy+ LAy
3. (Anti)conmutativa: a Ay = (-=1)"Py A«

La tercera propiedad simplemente sefiala que dos formas cualesquiera conmutan salvo si
ambas son de grado impar, en cuyo caso anticonmutan. Dos consecuencias destacables
de la propiedad 3 son:

deNdy = —dyANdx
deNdx = 0

en efecto, multipliquemos o y GP:
(dz™ A+ ANdz') A (dz? A Ada??) = (1) (da?t Ao AdaP) A (da™ A Ada™T)

En ciertas referencias se definen axiomaticamente las formas diferenciales precisamente
a partir de este comportamiento.

Esto serd relevante cuando la forma actie sobre dos campos vectoriales, % y a%

- alg]a[3]-a[2]e[2]
= 1

por la dualidad de las bases {dz,dy} y {%, 8%}. Constatamos que la convencién que hemos adoptado
(que se emplea en gran parte de la literatura) tiene sentido en la medida en que mantiene la propiedad
de que al actuar la base covariante sobre la base contravariante el resultado es 1.
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Ejemplo Sea dim [M] = 3, w = widz! + wada? + w3da® y o = ajada! A dz? + agzdr! A da® +
aosdx® A dx3, entonces:

wha = (1) aAw=aAw
= (wldacl + wodz® + wgdx3) A (algd;vl A dz? + aqzdzt A da® + agsda® A dm3)
wiagsdzt A dx? A da® + waagzda® A dat A da® + wsaqedz® A dzt A da?

= (w1093 — wea1s + w3a2) dz' A dx? A da?

porque aplicando la propiedad 3 los términos con factores repetidos se anulan y las per-
mutaciones circulares permiten agrupar los coeficientes de los restantes, introduciendo un
signo negativo cuando la permutacion es impar.

3.2.3. Base de formas

( Cémo construimos las bases?. Sea una variedad de dimensién m, y un sistema de coor-
denadas en tornoa P € M, ! ... 2™. Para 1-formas diferenciales la base es {dx!...dx™}
y la expresién de un elemento cualquiera es w = w1 [xl e xm] de'+. . 4wm [wl .. .xm] dx™.
La dimensién del espacio de 1-formas es dim [A! [M]] = m.
La base de las 2-formas es
{dz* A d:cj}ngjgm

con (”2”‘) elementos (dimensién del espacio). Las 2-formas se expresan en general asi:

a? = ocijdzci A dz? asumiendo una ligera modificacién para el convenio de indices: no se
suma a todos los indices, sino sélo en aquellos que verifican el orden 1 < ¢ < j < m. Por
ejemplo, con m = 3, @ = a2 A dxt A dx? 4 ags A dz? A dxd + ags A dat A daB.
Para las 3 -formas se tiene la base
{dmi A dz? A dazk}

1<i<j<k<m
y Q= Qijkdxi Adzd A dzF. Sim = 3 se tiene en particular
Q= legdl'l VAN dSL'Q VAN d$3

Notese que toda forma diferencial de grado mayor que la dimensién de la variedad se
anula, porque se repiten factores da’. Es decir, sobre una variedad de m = 3 no existen
4-formas.

base de una r-forma en el sistema de coordenadas z!...2™ para un punto P de la
variedad M: ‘ ‘
{dm“ A da:“}

La expresion de una forma en esta base es (1 < i1 < ... <1, < m):
B = Bi. i dx™ AL A da'

y su numero de componentes algebraicamente independientes (la dimension de la

forma) es () = #lr),
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3.3 Derivada exterior

Ya que (T) = (mTT) las r-formas y las (m — r)-formas tienen exactamente el mismo

nimero de componentes. Esto es claro en m = 3: las 1-formas y las 2-formas tienen
ambas tres componentes. Esta relacion entre formas de distinto grado se conoce
como dualidad de Hodge: se puede establecer una aplicaciéon biyectiva entre r-
formas y (m — r)-formas.

3.3. Derivada exterior

La derivada exterior es una operacién sobre formas diferenciales que, entre otras apli-
caciones, permite recuperar las expresiones en coordenadas correspondientes a los cono-
cidos operadores vectoriales gradiente, divergencia y rotacional. En primer lugar vamos
a definirla a la manera clasica (en términos de coordenadas) y después daremos un con-
junto (definicién axiomdtica) de propiedades que se demostrara suficiente para volver a
la definicién en coordenadas.

3.3.1. Definicion clasica

derivada exterior sea wP tal que en un sistema de coordenadas se puede escribir como
W= Wiy 5, dx N Ndx'P. Se define la derivada exterior de w, denotada dw como
la (p + 1)-forma diferencial de clase C* que tiene la expresién

dw=4d [wilmip] Adz A - A dar (3.2)
La forma de calcularla es hacer la diferencial total de los coeficientes y multiplicar
por la componente correspondiente:

(6%
d (wiy..i,] = wiy..ipadx

donde

0wy i,
Wiy . .ip,a = Or

asi que
dw = (wil,_,ip,adxa) ANdz"™ AL N dx'

Ejemplo sea f una O-forma. En dimensién 3 su derivada exterior es la 1-forma
df = fpada' + f2da® + fads’
(la divergencia de la funcién). Sea w una 1-forma:

do = dw Adzt + dwsy A dz? + dws A da®
= (wl,ldxl + u}172d1'2 + wl,gdx?’) Adxt + (wg’ldxl + WQ72d1'2 + wg’gdxg) Adx? + (W371d(1,'1 + W312d$2 + u}373d.’E3)
(w2’1 — wl)g) d.’El A d.’E2 + (W371 — wlﬁg) dl’l A dlL’S + (W3’2 — Wng) d.’E2 A\ d.’ES

= ((.L)j7i - wm) dIZ AN dl‘j

Esto se asemeja a la expresion del rotacional (con 1 < i < j < 3).
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Ejemplo Si hacemos la derivada exterior de una 2-forma a = ajadz! A dz? + aisda’ A dz +
asdx® A dx3 | obtenemos

do = dajs Ada' Adz? + dags A dzt A da? + dass A da? A da?
= (alg’ldl’l + a1272d$2 + 0412,3(1333) AN dl’l AN dl’z +
+ (041371d$1 + Oélg’gdﬁc2 + Oélgvgdﬂfg) A dl‘l A dSCS + (042371d1131 + a23$2d$2 + a2373d:r3) A d$2 AN dﬂ]"
= (041273 — Q132+ 042371) dat AN dax? A\ dx?
El resultado es exactamente la divergencia de un campo vectorial F' de componentes F' =

012371,F2 = —011372,F3 = (12,3: V-F = (0423, —011376112). En forma integral el resultado
obtenido no es mas que, de nuevo, un caso particular del teorema de Stokes:

/V'de = /F-ds

\% S
/da = / «
1% ov

3.3.2. Propiedades (definicion axiomatica)

Sean of, BP y «? formas diferenciales. Se verifican las siguientes propiedades:

1. da+f] = do+dp.

2. dlaAy]=daAy+ (=1)”aAdy. AntiLeibniz*.

df i = x[f] (3.3)

para todo campo vectorial x contravariante C* y funcién (0-forma) f.
4. dlda] =0,Va.
Ejemplo Probemos a calcular d [dx A dy A dz] (p2, p4):

dldeNdyANdz] = dldz]ANdyAdz+ (—1)dx Ad[dy A dz]
—dz A (d[dy] N dz — dy A d[dz])
0

Anélogamente podemos entender d [dxil Ao A dxip] como la derivada exterior de un
producto A de una 1-forma por una (p — 1)-forma. Iterando en la aplicacién de p2, p4:
d[da" A---Ada] = d[(da™) A (da" A Ada™)]
= d[da"] Adz A ANda'h — da™ Ad [dz A A da'P]

=0

“Cuando la diferencial (d) “pasa por encima” de una 1-forma se multiplica por —1. (—1)? corresponde a
las p 1-formas que “salta’ la diferencial hasta llegar a ~.
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3.4 Producto interior

En general, si tenemos w? = w;,._;,dz" A--- Adz'r la expresion de su derivada exterior
se calcula aplicando este procedimiento, con el siguiente resultado:

dw = dwiy i) Adz A Ada' + (1) wiy ) Ad [da Ao A dae]
= dwj,.. ., N Az Ao Ada®
Constatamos que la definiciéon en coordenadas de la derivada exterior se puede deducir

de la axiomatica que hemos presentado.
La propiedad 3 (p3) implica en coordenadas que

0
B =xls) =o' 0L
es decir, que
_of i
daf = D dx (3.4)

Observaciéon La condicién d[df] = 0 (p4 aplicada a una 0-forma f) se puede reescribir
teniendo en cuenta que df = f;dz’ (ecuacién 3.4) y (p2) d[df] = (fi; — fji) dx* A
dx?. Como vemos, p4 sobre f equivale a la igualdad de las parciales cruzadas.

3.3.3. Definicidén intrinseca

Sea una 0O-forma diferencial df. Su actuacién sobre un campo vectorial es x[f]. Si
tenemos una w', dw serd una 2-forma, y para definirla tendremos que especificar cémo
actua sobre dos campos vectoriales x,y cualesquiera, siguiendo el mismo procedimiento
que para la definicién intrinseca de un tensor cualquiera:

dw [x,y] = x[w Y]] =y [w[X]] = w [[x,]] (3.5)

En esta formula tenemos representadas todas las posibilidades de actuacion de una forma
sobre los campos vectoriales x, y: sobre uno, sobre otro y sobre su conmutador. Se observa
una relacién entre la derivada exterior y el conmutador de los campos vectoriales x,y.
Hay una cierta dualidad que sera de interés al estudiar el teorema de Frobenius sobre la
integrabilidad de sistemas de 1-formas sobre campos vectoriales.

Para demostrar 3.5 en coordenadas, sélo hay que aplicar dw = (w; ; — wj,;) dxd A da’
sobre los dos argumentos expresados en coordenadas.

3.4. Producto interior

El producto interior de una forma diferencial wP por un campo vectorial x dard como
resultado una forma diferencial a?~!, de grado uno menor que el de partida.
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producto interior sea wP una forma y x un campo vectorial contravariante de clase C*
en una variedad diferenciable M. Se define la (p — 1)-forma diferencial producto
interior de x por w 'y se denota iyw o bien x |w mediante la siguiente expresion:

aP~! Vs, Vpot] = w [V, .o, Vpo1 S W X, Ve, .o, Vet

para cualesquiera campos vectoriales contravariantes vi ...
ixf =0, ¥V campo vectorial x.

vp—1. Para 0O-formas

Esta expresion debe entenderse como que una p—1 forma actuando sobre p—1 argumentos
que se identifica con la actuacién de una p-forma w sobre sus habituales p argumentos,
con la particularidad de que el primero de ellos es fijo: el campo vectorial x. El resto de
los argumentos de w son los mismos que los de la (p — 1)-forma.

El producto interior de la forma w con el campo vectorial x es i,w = w [x] = wyz¥, una
generalizacién del producto escalar ya conocidos: contraccién de un campo contravariante
con un campo covariante (1-forma w). También se denota (w|v). Los bras en fisica cudntica
son 1-formas, mientras que los kets son vectores.

Veamos cémo acttia el producto interior del producto exterior de dos 1-formas o' y
B con x:

ix[@ABIV] = anBxV]

(a®f—B®a)xV]
alx] B v] - ﬂ[x]a[]
= (ixa) Bv] —ix [B] a[V]

esto nos dice que
x [N B] = (ixa) B — iy
Esta operacion tiene una propiedad analoga a la regla de Leibniz, es una antiderivacion.

Estas consideraciones dan paso a la siguiente propiedad general, para el producto exterior
de formas de grado arbitrario. La regla es de gran utilidad practica.

propiedad sean of y 89 y x. Entonces se cumple que
ix[a A B] =ix[a] AB+ (1P aNix [0 (3.6)

Ejemplo sea w? sobre R3: w = wiadz® A dz? +wisdz! A dx® + wasdz?® Adz3. El producto interior
iyw de v =10" am’ ,4 =1...3 es una operacién lineal:

hyw = 1y [wlgdfbl A dazQ] + iy [wlgdxl A dx3] + 1y [wggdch A da??’]
Desarrollamos el primer término®:
v [W12d$1 A dxﬂ = dywia Adz' Adz? + wioiy (dacl A dmZ)
= w2 ((ivdml) dz? — d:r:li\,de)

= w2 (vldnc2 - vzdxl)

Sestamos siguiendo la notacién de no escribir explicitamente A cuando el producto involucra una 0-forma,
1 . .
como wiz2. Esto es porque wiz A dz' = dz' Awis = wiadz!. Pero en este caso puede ser maés claro escribir
Ty [wu A (dxl A dzz)}, haciendo el mismo uso de la asociatividad que cuando la derivada exterior.
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3.4 Producto interior

donde se ha usado que i,wi2 = 0 y que

. 0 0 3 0 0 0 0
ivdz! = dat [v] = dat vlﬁ + 112@ + vsax?’} = vtdg? {8:51} +o?da! [81‘2} +o3dat [ax?’} = ol

por ser {52} y {da'} bases duales. Andlogamente, i,dz> = v?. Extrapolando a los otros
términos,

wWw = Wi2 (vldx2 — vzdml) + w13 (vldx3 — U3dm1) + wa3 (v2dx3 — v3dx2)
2 3 1 1 3 2 1 2\ 7.3
= - (wlgv + w3V )dac + (wlgv — Wa3V )dx + (wlgv + wagv )dm
Ejemplo recordemos que F' es un campo vectorial cuyas componentes se pueden relacionar con

las de una 2-forma, da (v. 3.3.1 en la pdgina 84). Lo que justifica esto es la utilizacién del
producto interior sobre el elemento de volumen de la variedad.

elemento de volumen es la forma diferencial 2 de orden méximo no nula de la variedad
(orden m) multiplicada cuyo coeficiente es el determinante de la métrica asociada.
Es necesario contar con una métrica para garantizar que los elementos de la base
{dml e dxm} son de norma 1.

En este caso F es el campo vectorial tal que i) = «. En R3-euclideo la métrica tiene
determinante 1, asi que

QO = dz! Adz® A de?
tomando F = F! % +F? % —l—F?’a%3 y usando las propiedades 3.3 en la pagina 84 y 3.6 en
la pagina anterior desarrollamos ip$2:

iF [da:l A dz? A de]

ip [dzl] dz? A dz® — dxt (ip [sz] dz? — d$2ipd$3)
da' [F)da? Ada® — da' A (dz? [F]da® — da”da® [F))
= F'da® Nda® — FPdz' A da® + FPda' A da?

aradzt A de? + agzdat A da® + assdz® A da?

en la dltima linea hemos impuesto ir [Q] = «, con lo que la identificacién de coeficientes
del ejemplo de 3.3.1 en la pagina 84 permite encontrar el F tal que las componentes de
da sean su divergencia.

Es muy facil ahora, utilizando la métrica definida sobre la variedad asociar una 1-forma a
F:w; = gijFi. Si recordamos la observacién sobre la dualidad de Hodge de la 3.2.3 en la
péagina 83 podemos darnos cuenta de que mediante este proceso hemos llegado a la forma
dual (la 1-forma w) de « (una 2-forma). Este proceso de encontrar la forma dual de grado
m — p de una forma de grado p en una variedad de dimensién m se puede resumir del
siguiente modo:
iFQ g
P — F — wmP

Se trata de una operacién que puede realizarse en sentido contrario, ya que g por ser una

métrica (vg. un tensor no degenerado) tiene inversa g=!.

ipSl g !
ol — F — wmP
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3.5. Derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial

Hay algunas secuencias de derivaciones que podemos hacer con un campo vectorial x
y una forma diferencial wP que dejan invariado el grado de ésta ultima.

= Derivada de Lie de la forma diferencial w a lo largo del campo vectorial x: Lyw
= Producto interior por x de la derivada exterior de w: ixdw.

» Derivada exterior del producto interior por x de w: d [ixw]

i Existe alguna relacién entre estas tres operaciones?. Respuesta: si. Vamos a enunciar
una propiedad que sirve para calcular la derivada de Lie de manera maés sencilla.

propiedad sea w? una forma y x un campo vectorial contravariante ambos C*° definidos
sobre M. Se cumple que®:
Lyw = ixdw + d [ixw] (3.7)

De esta propiedad de aqui se obtiene una propiedad adicional que verifican la derivada
de Lie y la derivada exterior. Bajo las mismas hipétesis de la propiedad se cumple que
ambas operaciones conmutan:

d[Lyw] = Ly [dw]

mediante la propiedad 3.7 probamos el cardcter conmutativo

d[Lyw] = d[ixdw]+ d[dixw]
= d[ixdw]
por otra parte:
Lydw] = ixd[dw] + d [ixdw]
= d[ixdw]

3.6. Aplicaciones diferenciables entre variedades y formas
diferenciales

;,Como actian sobre las formas diferenciales las aplicaciones diferenciables entre varie-
dades?, y en particular ;como se transforman las formas bajo cambios de coordenadas?.
Consideremos la figura 3.1 en la pagina siguiente. Dada una forma diferencial sobre
Vi, (puedo inducir por medio de F~! una forma diferencial del mismo orden sobre el
dominio de F' en M?. La expresién en coordenadas de F' (teniendo en cuenta el dominio

SLas tres operaciones son lineales. Pero mientras que la derivada de Lie (como la derivada ordinaria)
satisface una regla tipo Leibniz (es una operacién de derivacidén), la derivada exterior y el producto inte-
rior son antiderivaciones. Que las tres operaciones sean (anti)derivaciones implica que dada su actuacién
sobre O-formas y 1-formas queda completamente definida su actuacién sobre formas de grados superiores.

88 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




3.6 Aplicaciones diferenciables entre variedades y formas diferenciales

. N
™ ,_\‘

Figura 3.1: F =0 Fo ot R™ — R" es la expresién en coordenadas de F': M — N

en que estd definida, v. tema 1) es:

~

F:ppoFop;l:R™ — R"
(xl...xm) — (yl[xlxm]y”[xlxm])

Dada una forma w? sobre N, w = w;,. i, [yl . y"] dy™ A --- A dy' podemos definir
una p-forma en M, que se denota Fiyw o Fiw:

Fyw = wj .4, [yl [xlxm} oyt [acl .. xm]] d [yil [:Ul...xmﬂ/\---/\d [yip [xl .. xm]]

La transformacién Fy lleva formas diferenciales de N a M (“tira para atras”) mientras
que la aplicacion iba de M a NN, “tira para adelante”. De ahi el nombre en inglés de Flu:
pullback.

Ejemplo w = sin[zy]dz A dy + 2%dz A dy. Véase la aplicacién F en la figura 3.2 en la pdgina
siguiente
YpoFop,: M — N
(u,v) +— (u + v,uQ,vs)

si M = R? y N = R? entonces las aplicaciones de carta ¢, 1 son la identidad y la expresién
en coordenadas de F' es simplemente F'. Construyamos el pullback:

sin [(u+v)u?] d[u+v]Ad[u®] + (u+ v)*d (03] Ad [v?]
= sin[(u+v)u?] (du+ dv) A 2udu + (u+ v)? 3v2dv A 2udv

F#w

= — (Qu sin [(u + v) v?] + 6uv” (u + v)2) du A dv

Cémo cambia la forma diferencial bajo una transformacién de coordenadas queda

dado por el pullback entre dos variedades que son la misma. Si M es una subva-
riedad de N, la operacion pullback consiste en restringir el dominio de la forma
diferencial a la subvariedad M.
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|

M . N
—
<§% Lon)
Yo. \Yb
& ‘ | S

Yoo Feo s

() xy2)

Figura 3.2: El pullback transporta la forma desde N hasta M

Ejemplo si x = u,y = v,z = cte (M es un plano de N) se tiene Fpw = sin [uv] du A dv (dz = 0).

Ejemplo seaw = f[z,y]ldz Ady y F = (z[u,v],y [u,v]). Calcular Fuw.

F:R? — R?

(u,0) = (@ [u,v],y[u,v])

Fypo = [flz[uv],yu]]ldzu, o] Adlylu, o] =
= flz[u,v],yu,v]] (gidu + gj}cdv> A (gidu + gZdv>
Odzr Oz
— f[a:[u,v],y[u,v]]‘ 3 % du A dv
ou ov

Como el pullback se realiza sobre la misma variedad no es més que un cambio de coordena-
das donde aparece el jacobiano. Es la misma transformacion que la que afecta al integrando
de una integral de superficie en R2al realizar un cambio de coordenadas.

Cambiar el orden de las variables implica cambiar de carta. Por ello hay que asegurarse de
que la variedad es orientable, es decir que podemos encontrar un atlas (no necesariamente
méximo) tal que los jacobianos de todas las transformaciones de coordenadas tengan el
mismo signo. Entonces se define como orientacién positiva la correspondiente a un jacobia-
no positivo, por ejemplo. No todas las variedades son orientables (por ejemplo, la banda
de Mobius o la botella de Klein no lo son).

Propiedades Sean of, gP y «? formas diferenciales sobre N y sea F' una aplicacién de
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clase C*° entre dos variedades diferenciales M y N no necesariamente de la misma
dimension. Entonces el pullback cumple las siguientes propiedades:

Fyloa+ 3] = Fyo+ Fyf (linealidad en la suma).
FylaNB] = Fya N Fyf (linealidad en el producto exterior).

Fy [do] = d[Fya] (conmuta con la derivada exterior).
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Figura 3.3: Una funcién sobre un dominio no conexo, f = ki, f = ko, df = 0.

3.7. Resultados de la teoria de formas

Esencialmente explicaremos el lema de Poincaré y el teorema de Frobenius, ttiles en
el contexto de la teoria de ecuaciones diferenciales.

3.7.1. Lema de Poincaré

Para cualquier 7 se cumple que d[df] = 0. Por lo tanto si se cumple w = df para
algtiin 6, se tiene dw = 0. La pregunta es si el reciproco es cierto: jexiste alguna 6 tal
que w = df si dw = 07. La respuesta es que en general no. Si f € F*° [M] la condicién
df = 0 no implica que f = cte (véase la figura 3.3). En dimensiones bajas lo que nos
preguntamos es si VAF = 0 = F = V¢. Para poder afirmarlo hay que exigir ciertas
condiciones topolégicas al dominio.

Lema de Poincaré Sea wP definida en un subconjunto en forma de estrella de la variedad
M vy tal que dw = 0. Existe una (p — 1)-forma diferencial #7~! de clase C* tal que

se cumple que
w =d#f

Si 6 es una p — 1 forma diferencial tal que dff = w, cualquier 6 = 0 + df también verifica
que df = df + d [dff] = w, siendo [ una p — 2 forma diferencial arbitraria (una suerte de
constante de integracion).

dominio en forma de estrella se dice que un conjunto H € M tiene forma de estrella si
existen un sistema de coordenadas y un punto P € H tal que para cualquier otro
punto (Q € H la recta que une P con @ estd completamente contenida en H.

Lo que esto implica es que deben ezistir unas coordenadas tales que si se dibuja en ellas
el conjunto se obtiene una figura tipo estrella alrededor de un cierto punto P dado (figura
3.4). Pero atencién, en cualquier otro sistema de coordenadas la condicién no tiene por
qué cumplirse —H se deforma. Lo importante es que se cumpla en algin sistema de
coordenadas: se trata de una condicién topoldgica. Si w = Wiy..ip [acl .. a;m] Azt A A
dx'» y dw = 0, 0 tal que df = w se calcula en coordenadas del siguiente modo:

t=1
0= </ P ki, [t 2™ xkdt> dz' A« A da'r? (3.8)
t=0
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Figura 3.4: Dominio en forma de estrella P = (z§...a§") y Q = (¢} ...a7"), a# = af +t (¢ — af))

con t € [0,1]

El ingrediente fundamental es que cuando ¢ = 0 el recinto de integracién colapsa a un
punto. La garantia de independencia del resultado del camino es justamente la condiciéon
dw = 0. Una vez que sabemos que es asi, escogemos la trayectoria de integraciéon méas
sencilla: una recta. Esto nos obliga a imponer que el conjunto sea tipo estrella’. Para
probar que esto es asi s6lo hay que calcular la derivada exterior de la expresién dada
para 6.

forma cerrada w es aquella que verifica dw =0 .
forma exacta w es exacta si podemos expresarla como derivada exterior de otra: w = df.

Nétese que mientras que es evidente que toda forma exacta es cerrada, el reciproco es
en general falso. La condicién para que una forma cerrada (dw = 0) sea también exacta
(w = df) es, como se deduce del lema de Poincaré, que su dominio de definicién sea de
tipo estrella.

El ejemplo siguiente muestra cémo realizar el calculo de # de una manera sencilla
(evitando la férmula).

Ejemplo Sea w = —22di A dj + (22 — 1)dj A d2 + 229d2 A d2 una 2-forma en R3. Puesto que dw
se anula, es cerrada. Puesto que R? es tipo estrella, w es también exacta. Podemos pues
buscar una forma 6 tal que w = df. Definimos la aplicacién
v:Mx[0,1] — M
(zt,t) — M =tat
para cada valor de t, v¢ : M — M (alternativamente se puede decir que, para cada ¢, v es
un cambio de coordenadas sobre la variedad). En nuestro dominio, v manda (z,y, z,t) —
(tx,ty,tz). La forma estd definida en el espacio de llegada, es decir, en términos de las
variables con gorro. Para encontrar 6 es necesario hacer primero el pullback de w: v 4w.
Vepw = —ta*d[tz] Ad[ty] + (P2® — 1) d[ty] A d [tz] + 202zyd [ta] A d [t2]
—t?2” (xdt + tdz) A (ydt + tdy) + (Pa® — 1) (ydt + tdy) A (zdt + tdz) + 2t%zy (zdt + tdz) A
= —t*2% (atdt A dy — tydt Adx + Pdx Ady) + (P2® — 1) (ytdt A dz — tzdt Ady + t2dy A dz) +
+2t2xy (xtdt Adz — tzdt A dx + t2dx A dz)

"se podria dar una condicién tal como que todo punto del dominio se pueda llevar a un mismo punto
mediante una homotopia cualquiera (no necesariamente por rectas), pero entonces habria que asegurar
esto para todo sistema de coordenadas y no estd claro que esta reformulacién sea mas general que la
presentada en términos de “dominio estrella”.
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Como para hallar § debemos integrar sobre t (ecuacién 3.8 en la pagina 91) eliminamos®

de la expresion anterior todos los términos que no incluyen dt y factorizamos cada término
en dt:

a=—t32%dt A\ (zdy — ydz) + (2 —t) Adt A (ydz — 2dy) + 2t3zydt A (zdz — 2dz)

Ahora sélo falta integrar entre cero y uno:

1 1 1
0= f%xz (zdy — ydx) + <4:E3 - 2) (ydz — zdy) + <2:cy) (zdz — zdx)

3.8. Teorema de Frobenius

Este teorema estd relacionado con la teoria de integrabilidad de sistemas, y en par-
ticular con la integracion de sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de primer orden homogéneas para una funcién de varias variables. Sea M de clase C* y

dimensién m. Sobre ella definimos r 1-formas diferenciales?, {91, . 07"}:
0f = Otdi'+ ...+ 0pdi" + 0. d2"T 4L+ 0 dE™
0" = 0idi' +...+00di" + 0, di" 4+ L+ 0 dE™ (3.9)

donde todos los coeficientes 9;- son funciones de ! ...2™. La pregunta es si dada cierta
F : N — M podemos en torno a un punto P encontrar una subvariedad N C M definida
por la aplicacién F' de modo que Fx0% =0 con a = 1...7. Si tomamos una subvariedad
definida por una serie de ecuaciones,

gt [xlxm} = K;

g [wl:pm} = K,

donde las K son constantes. Bajo ciertas condiciones se pueden despejar:

' = nt [xH'l .. mm]
" = h" [l‘T—H . xm]
Gr+l gl
@m = ™ (3.10)

Las coordenadas en la variedad M son {:i"1 .. im} Y las m —r de N vienen dadas por
ese cambio explicito. Estas ecuaciones conducen a N:

Fgot = 02" ...2™m] =0
Fup = ...=0

8Truco mnemotécnico aqui no demostrado pero eficaz.
9Nétese que en esta seccién los superindices numeran las formas y no indican su grado (que siempre es

1).
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(http://fig.alqua.org)

Figura 3.5: z%vs. z*

Normalmente se relaja la notacién y se dice que se busca ' ... 2" en funcién de 2"+ ... 2™,
sacar unas variables en funcién de las que quedan libres.
Las r 1-formas de 3.9 se pueden reescribir matricialmente como © = Adx'"" +
der+1...m
0! o1 ... 6} da? Oy da" + L+ 0] da™
= o |+ :
0" 07 o). dz” 6;+1dx’“+1 +...+0 dz™

Suponiendo que en torno al punto P las r 1-formas diferenciales son linealmente in-
dependientes y por tanto en A hay un menor de tamano r X r no nulo, se cumple que
det [A] # 0. Asi que puedo multiplicar por la izquierda por A~! con el siguiente resultado:

o1 o1 dz* Bl da™tt 4+ L+ Bl da™
=AY = :
g 0" dz" o da T L B da™

lo que he hecho ha sido reducir el problema a la anulacién de otras formas diferenciales
que es mas ficil de tratar. Lo que tengo es que se debe anular:

~

= da®+ Boda
dz" + B,dx" (3.11)

cona = 1...r, p = r+ 1...m. Para distinguir las coordenadas de la subvariedad
de las que no lo son, adoptamos la siguiente notacién: (al:z,‘]L Y N ..dxm) =
(dz1 Y AN dazm) = (dz?,dz"). Recordemos (ecuacién 3.10) que para especifi-
car la subvariedad N, debemos hallar la expresién explicita de las z* en funcién de las
.

En la figura 3.5 la subvariedad esté representada por el plano de las z* = 0. Un punto
Py € M se expresa asf: Py = (z§ = 2§, ..., z{ = 2{, aptto z{"). Su proyeccién sobre N

es Py = (m6+1 ...z{"). Podemos construir una curva
vidat ] -t € [0, 1]}

desde Py «» #[0] = xf (t = 0) hasta P, < z# [1] = 2} (t = 1).
Voy a suponer que 2® y x* dependen tinicamente de un pardmetro, momento en el cual
se hacen necesarias las curvas. Por fin el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
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sustituyendo z* [t] y hallamos z“ [t]. Al operar sobre una curva estamos en condiciones

de escribir la ecuacién 3.11 en la pégina anterior utilizando que d[2*[t]] = d(fta dt y
d[zH[t]] = Bg—:dt:
dz? oxt
= —dt a2t , 2t [t]] —dt
0 = Larpopon 2
dz® Oxt
— ar.a n
N AU (3.12)

Pero queremos que el punto esté contenido en la curva:

donde C* son unas constantes. Tendremos una curva tal que sobre ella las r 1-formas se
anulan. En principio uno puede escoger cualquier curva. La condicién de integrabilidad es
la que me garantiza que el punto final P; se corresponde con el punto final de abajo, Py,
que no depende de la trayectoria escogida para calcular. Cuando resuelva las ecuaciones
3.12, que en general no son lineales, se obtendran funciones

a__ pa a _— _a M M
21 = h[t,C = 23, zp, o]

cona=1...rypu=r+1...m,soluciones dependientes de ¢, las constantes y los puntos
inicial y final. En ¢ = 1, punto final, tendremos:

24 = h* [0, xlfy, 2]

asi que tenemos una serie de relaciones que nos definen la subvariedad sobre la que se
anula la forma diferencial inicial, justo lo que buscabamos. Escribimos x* como variable
y no 2 porque el método no depende del punto final; puede tratarse de cualquier punto.
La idea es resolver las ecuaciones en derivadas parciales sobre curvas apoyadas en la
superficie, aprovechando que si sabemos integrar ecuaciones diferenciales ordinarias. Nos
movemos por el “suelo” (figura 3.5 en la pégina anterior) hallando diversas soluciones
(2%), curvas de la variedad N que se busca, por lo cual el punto final z* debe ser variable.
Pero como es independiente de la curva (como vamos a ver), escojo una recta.
Las condiciones de independencia del camino (integrabilidad) son que existan 1-formas
wy tales que
do® = wi A 6P (3.13)

Esto es un resultado local. Para un resultado global habra que imponer alguna condiciéon
adicional. Es decir, localmente podemos construir la subvariedad, a menos que anadamos
algin tipo de condicion topoldgica.

Frobenius (teorema) Sea M una variedad diferenciable de clase C* y {91 . ..9”} 1-
formas diferenciables de clase C* linealmente independientes en un entorno U de
un punto P € M y tal que se cumple que existen r x r 1-formas diferenciales C*°
wy cona=1...r,b =1...r tales que df* = wj A d6®. Entonces existen r X r
funciones f;' y r funciones g® tales que se verifica que 6% = fg‘dgb en U.
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Queriamos resolver 6% = 0 es decir, 6% = f(fdgb = 0. pero recordemos que

0=0" = fldg' +...+ fldg"

0=0" = fldg*+...+ frdg"

para que esto se anule habiendo independencia lineal (es decir, un determinante det [ '] #

0 en U ) necesariamente debe ser: dg! = ... = dg” = 0, lo que a su vez implica que
gt [xl . .a:m] = ctep
g [xl .. xm] = cte,

de donde (localmente, por el teorema de la funcién implicita)

2t =t [xrﬂ ... xm]

= h" [a:”l, e :L‘m]
para obtener las ¢* hay que despejar de las siguientes ecuaciones:
2% = h*[C*, xf), 2]

las C'?,

C* = g* [z, 2", zf)]

Cuando nos den un sistema de 1-formas del tipo del teorema debemos comprobar la in-
dependencia lineal en torno al punto y ver si satisface o no la condicién de integrabilidad,
y después o bien integrar a mano (entonces no seria necesaria la condicién de integrabi-
lidad) o pasar a un sistema de ecuaciones ordinarias por el procedimiento explicado.

Ejemplo Decidir si es completamente integrable o no el sistema

(I-uy)de+(1—uz)dy+ (u—v)du =
(vy—1)de+ (v —1)dy+ (u—v)dv =

Integrar hasta donde sea posible.

Tendriamos que comprobar si es integrable: se hace con la condicién 3.13. Una vez com-
probada la integrabilidad, el punto final serd independiente de la curva escogida. Asi que
podemos intentar despejar, por ejemplo, dx,dy en término de u,v. Ponemos que z,y de-
penden de ¢ y una curva de (ug,vg) a (u1,v1), etc . Tendriamos x,y en funcién de u,v: la
subvariedad integrada.
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3.9. Formulacién simpléctica de la mecanica hamiltoniana

Vamos a estudiar una formulacién geométrica de la mecanica hamiltoniana. Para ello
se dota de una estructura simpléctica al espacio de fases: una 2-forma diferencial cerrada
sobre él. Se dice entonces que el espacio de fases posee estructura de variedad simpléctica.

forma simpléctica sea M una variedad diferenciable C*°. Se dice que una 2-forma dife-
rencial C* () es simpléctica si se cumple que

1. es cerrada (dQ2 =0)

2. es no degenerada (Vx # 0,3y : Q [x,y] # 0) con campos vectoriales &, 1. Es de-
cir, tiene inversa.

No podemos utilizar cualquier variedad para definir formas con estas propiedades;
son pues bastante exigentes.

Construimos el fibrado cotangente de una variedad de dimensién m asociando a cada
punto de ésta su espacio cotangente. Pasamos a un espacio de tamano 2m. Sobre el
espacio cotangente podemos definir de manera natural una estructura simpléctica.
Supongamos una variedad S y sobre ella unas coordenadas {ql e qm}. En el fibrado
cotangente de S, que llamaremos M (dimensién 2m) podemos dar unas coordenadas

{ql...qm,pl...pm}

En la analogia del sistema mecéanico el espacio de configuracion es S, el de los grados de
libertad ¢*. El cotangente es el de los momentos generalizados, p’. El fibrado cotangente,
M, es lo que conocemos como “espacio de las fases”. La forma simpléctica sobre M se
construye asi:

Q=d¢' Ndp' +dg® Ndp? + ...+ dg™ Adp™

Esta forma es obviamente cerrada, d€) = 0. Adema4s es no degenerada, ya que si tenemos
un campo & # 0 sobre M

b0 m & 10 n 0

q_ - P _— P _ -
R +¢ SR

entonces alguna es distinta de cero, por ejemplo, £9* # 0. Andlogamente se puede encon-
trar n = npl 8%1. Operando, 2 [£,n] # 0. Se dice que Q dota de una estructura simpléctica
a la variedad.

Esta estructura simpléctica nos permite asociar a cada campo vectorial v una 1-forma
w y a cada 1-forma w un campo vectorial v:

Q

vV < W
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Se hace asi: i,{2 = w. En componentes:

Q = Qijda:iAdxj

_ i 9
v.=0 ozt
w = wkdmk
iVQ = Qijvi

La no degeneracién permite viajar en sentido inverso:

. _ Z y

vt = (Q 1) / wj

Consideremos el caso particular de una forma diferencial w = —dH, igual a la diferencial
de una funcién H (signo por conveniencia) sobre el fibrado cotangente. A esta 1-forma le
podemos asociar un v mediante la forma simpléctica. En el caso de un sistema dindmico'’
H = H [p,q:

W= —dH
v define un flujo sobre el espacio cotangente, un flujo cuyas curvas integrales seran las
trayectorias sobre el espacio de fases del sistema dinamico:

H = H [ql...qm,pl...pm}
OH OH OH OH
dH = ——d¢'+ ...+ =—d¢"+...+ —dp' +...+ —dp™
6q1Q+ +aqmq—|— +8p1p+ —i—apmp
las coordenadas de v son
8 m a 1 8 m 8
_ . Y q pt Y D
V=2 (9q1 +...v o™ +v 8p1 + v ap
y finalmente:
W = vqldp1+...+vqmdpmfvpldq1 — =P dg™
oH oH
=— ——d¢'+...— =—dp"
o™ T T gpm
con lo que, identificando coeficientes:
L _87H
op!
P — _8£
op™
- 87[—[
oq!
P oOH
g™

10Prescindimos de tratar hamiltonianos dependientes del tiempo por simplicidad.
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i, Cudl es el flujo de este campo vectorial?, ;cudles sus curvas integrales?,

d¢' _ _O0H
. opt
dg" _ OH
dat op™
' _ oH
dt  0q!
dpm  OH
dt  ogm

las curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Hamilton. Al estar la mecdnica hamil-
toniana en términos de ecuaciones de primer orden se pueden estudiar las ecuaciones
como curvas integrales de un campo vectorial. Se puede comprobar que el hamiltoniano
tiene que quedar invariante bajo este flujo, en la evolucién del sistema mecénico:

v[H| =0

a partir de dH [v] = 0. Se puede deducir también el teorema de Liouville: Q queda

invariante bajo la derivada de Lie en la direccion de v. Y el volumen del espacio de fases
es Q™.

Liouville (teorema) El elemento de volumen del espacio de fases queda invariante ba-
jo la evolucion del sistema mecdnico. El elemento de volumen es una 2m-forma
diferencial Q A - - (mwveces) -+ A Q.

LyQA-AQ =0

Es una igualdad que puede probarse aplicando las propiedades de la derivada de
Lie y la derivada exterior y sabiendo que 2 es cerrada: £, = d[i,Q] + i,dQ) =
—d [dH]. Reformulamos asi el teorema de Liouvile: v[H| = 0. H es invariante bajo
la evolucién del sistema mecénico (v): v[H| = dH [v] = — (i,Q) [v] = =Q[v,v] =0
ya que {2 es antisimétrica.

Sean f, g dos funciones y {f, g} su corchete de Poisson. Asociamos a una funcién f una
1-forma diferencial df

f—df —i,,Q=—df = vylgl={f9}=0
g—dg —i,,=—dg = vg[f]={f9}=0

Se cumple que Q[vy,vy] = {f,g}. El paréntesis de Poisson indica cémo varfa g a lo
largo del flujo de f, vy. Esta reformulacién permite aplicarlo a sistemas més generales.
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3 Formas diferenciales

3.10. Por hacer

1. Considerar una notacién que, como en el capitulo de tensores, distinga entre el objeto y
sus coordenadas. Asf se podra indicar el grado de una forma (w?® es una 3-forma) abrevia-
damente sin que parezca una componente. Por ejemplo: letras griegas w en negrita o con
tilde, @.

2. Desplazar la parte del contenido mas informal de la seccién 3.1 a la introduccién.

3. Introducir la relacién entre I . .. I3 en la seccién 3.1 y las integrales de linea (circulaciones),
superficie (flujos) y volumen.

4. Insertar en la subseccién 3.2.1 citas a la seccién de simetrizacién del capitulo 2 y a las
bases duales explicadas en el capitulo 1.

5. Citar en la seccién 3.6 el capitulo 1 para una discusién sobre el dominio de F.

6. Reformar la exposicién de la seccién 3.8; mucho cuidado al estudiarla en su forma actual,
es confusa.

7. Insertar la figura 3.5.
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4 Geometria riemanniana o
pseudo—-riemanniana

La geometria riemanniana se dedica a estudiar la estructura de la que dota un campo
tensorial, denominado métrica a una variedad.

La métrica g es un campo tensorial totalmente simétrico, (0,2) y C* tal que la sig-
natura! de la forma cuadratica g[u,v] permanece constante en todos los puntos de la
variedad. En el caso de que la forma sea definida positiva o negativa se dice que es
riemanniana o propiamente riemanniana. En caso de que no sea definida, se la llama
pseudo-riemanniana (semi-riemanniana entre los matematicos). Cuando la diagonal sé-
lo tiene un signo distinto a los demads, se dice que la métrica es lorentziana. Ademas, g
debe ser no degenerada (es decir Yu # 0,3v : g[u,v] # 0). En consecuencia det [g] # 0 y
existe un inverso, (gil)” , que abreviaremos por ¢%.

La expresion en coordenadas de la métrica es:

g = g;;dr’ @s da’

g es simétrica: g;; = gj;. Haciendo uso de la notacién para el producto tensorial simétrico,
deidx? = 1 (do' @ do? 4+ da? @ dx?) llegamos a la forma més habitual de escribir su
3 g

desarrollo en componentes o

g = gijdz'da’
Ejemplo (dimensién 2)

g = Yradr @dr + goydr @ dy + gyady @ dx + gyydy & dy
= Gpadx @ dz + ggy (dz ® dy + dy @ dz) + gyydy @ dy

9oz d® + 295y dxdy + gyydy®
= ds?

El que la métrica sea definida positiva nos permite definir la norma y el angulo sobre el
espacio tangente a la variedad en un punto.

la norma de v se define como
V]| = Vglv,V]
pero si la métrica no es propiamente riemanniana podemos definir una “magnitud”
similar a la norma:
[IvI[ = V/lg [v, v

! Al diagonalizar en cada punto la expresién matricial del tensor y en cada punto de la diagonal encontra-
remos un +1 o un —1.. La lista de todos estos valores es la signatura del tensor.
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4 Geometria riemanniana o pseudo-riemanniana

el angulo entre vectores tangentes es

cos [v,w] = glv.w
[V Iwl]

Por otro lado, la métrica es el iinico objeto que permite establecer correspondencias entre
tensores subiendo y bajando indices.

. i
Ti]k; = gimTk J

Se puede mantener el mismo simbolo para denotarlos, aunque son formalmente tensores
distintos: actian sobre distintos espacios, pero sus componentes contienen la misma
informacién. En la préactica la ubicacién de los subindices sirve para distinguirlos.

0

ox?
espacio cotangente, w; = g;;v° con lo cual w = w;dz?, También podemos pasar del espacio

Ejemplo A un vector del espacio tangente v = v? podemos asociarle mediante g uno del

cotangente al espacio tangente, utilizando v’ = g% wj.

4.1. Conexion afin o lineal

Una métrica permite mucho mas que estos calculos algebraicos; nos permite, por ejem-
plo, dar una definicién de transporte paralelo (derivada covariante). Es una manera de
trasladar un vector de un punto de la variedad a otro a lo largo de una curva, mante-
niendo constante el angulo vector—curva. Esto permite comparar vectores, mediante el
proceso de trasladar el punto de aplicacion de uno de ambos sobre el del otro a través
de la curva.

Hasta aqui no hemos podido definir una nocién de paralelismo entre vectores definidos
en puntos distintos para una variedad diferenciable. La conexién afin es una regla gracias
a la cual podremos definir alguna nocién de paralelismo.

A este motivo para definir una derivada covariante (permitir el transporte paralelo)
se anade la necesidad de encontrar una analogia a la derivada parcial de un tensor cuyo
resultado también sea un tensor.

La métrica no aporta la tinica manera de definir una derivada covariante, una conexion.
Hay modos no métricos de definir una conexién. Pero hay una sola conexién compatible
con la métrica (que mantenga normas y angulos).

La derivada parcial de una funcién (tensor (0,0)) es un tensor Supongamos f €
F° [M].
of
Vif = ==

ar = Vi f si se transforma como un tensor:

of ok of  oa*

oxk'  OxF oxF OV

Q!
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4.1 Conexion afin o lineal

A partir de una funcién (tensor del tipo (0,0)) f € F°° [M] se obtiene un objeto (0, 1)
mediante V.

Pero la derivada parcial de un tensor (1,0) no es un tensor Consideremos ahora
un campo vectorial contravariante, v. Denotemos por T} = % las parciales de sus
componentes. Veamos que no son las componentes de un tensor (1,1):

!

pr _ o' _ 9 0 [axi’ ]

- = -y
J oxd  Oxd' Oxi | Oxt

oI 9x' vt n % 024"
027 Ozt 09 | Oxd OrIOT

7

el segundo término causa que esto no sea un tensor bajo transformaciones de coordenadas

arbitrarias. Notese que si el jacobiano de la transformacion, -2 B3 O 8 - fuese nulo, el resultado
si serfa un tensor (porque se transformaria como dictan las leyes tensoriales).

.debemos modificar adecuadamente la derivada compensando los términos que
impiden que el resultado de la operacién sea un tensor, del siguiente modo:

(Vv)é =V, = vfj =3 + F};jvk (4.1)
donde F}; ; son m? funciones C*. Nétese que seguimos el convenio de contraer en I' con
el indice de dentro, k, mientras que la direccién de la derivada queda marcada por el
indice exterior, j. Para que esta definicién cobre sentido ha de ser valida en cualquier
sistema de coordenadas. jPuedo encontrar una transformacion para esos I' tal que vfj
sea efectivamente un tensor?.

-/

it 82}1 i k'
Vj/U = 8 77 + F /j /U
027 0 |0a i s 0xF iy
T 929 029 | Oxt L

oz dz¥ v n ozl 9%a’ iy
7./ - . B 7/ 3 3 /l] Y4 7’(_}
Oxd Oxt Oxd ~ OxI" Oz Ozt K3 9k

despejando de 4.1:

o't , _—
@ = v]’UZ — FZU’U
y sustituyendo
L, 029 oxt _ . 99 92 . ord 922t
V‘/Z V‘Z—i., APZ FZ// k 74/%7{ 42
7V = 507 B ViV T 5a7 et Lh? Tk ok V't 507 Gaigat? (4.2)
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Para que efectivamente se transforme como un tensor todos los términos de 4.2 menos
el primero deben ser nulos:

! - -/ . .y
g 028 027 92V, . oxd 9%z o
OxI" Oxd Dk

1t v — - - )
" dak Oxd Ozt M
K J Al i a2
i Ox 0x) Ox i ox) 0w k 0
Y - B B . - 7 T~ -~ 1 /U =
Ki"oxk  9xd Oxi* T 92" 92 Oxk

(nétese que para sacar el factor comin v* hemos cambiado en el cuarto término de 4.2

el indice mudo i por k). Como esto tiene que valer para todo v*, el paréntesis debe
k
T

0.
o™’

anularse. Multiplicando la expresion final por la y teniendo en cuenta que

ozk ox¥ ok

- - 6k//
Ox™ dzk  Qam m
se obtiene - . )
0T s oxF 927 9" _, oxk 97 9%t
ORI g 9’ §at KT §am 9ad’ wd Dack
y por tanto
. ozt 9z 9xd ok 9 9%a” (4.3)
™I Qat 9am' Oxd’ K 9am' 9d” O Ot '

es la regla de transformacién de las m? funciones I' que proporciona la conexién en el
sentido clédsico. Las componentes de la conexién no forman un tensor, como se deriva de
la féormula. Por ejemplo, podremos tener coordenadas en las que se anulen todas las com-
ponentes y coordenadas donde no (algo imposible en los tensores, debido a su definicién
intrinseca: nulo en un sistema de coordenadas, nulo en todos). Si se transforman como
un tensor en los casos en los que el cambio de coordenadas tenga jacobiano constante:

92z
OxI Ok
Observacion acerca de la férmula 4.3: su primer término se corresponde con la trans-

formacion que seguiria un tensor, mientras que el segundo hace alusién al cambio de
coordenadas (jacobiano).

= cte

Derivada covariante de una 1-forma Sea o = a;dz’. Queremos buscar la expresién
Via;. Imponemos para ello que la derivada covariante conmute con la contraccién. Al

hacerlo podemos tomar v = vk% y en consecuencia podemos utilizar o [v] = agv* =
aivi: ]
; 8012' P ot
Vi o0t = v+ o —r
[ov’] dzk " Oxk

donde hemos utilizado que derivada y contraccion conmutan.
Vi [awi] = (Vi) v' 4 oy (Vkvi)

. vt .
= (Vi) v' + o <x + ankvm>
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4.1 Conexion afin o lineal

igualando las dos expresiones para Vy, [aivi]

i (‘)a,- i 8Ui
Vi [aiv] = 8a:kv —i—aiw

. o' .
= (Vi) v' +a (E);}k + Fﬁnkvm>

El hecho de que la derivada covariante y la contraccién conmuten implica que
Vi [aivi] = (Vi) o'+ a; Vo (4.4)

Para hallar la derivada covariante de una 1-forma operamos,

O 4
0 = (Vkai)v’—aa]zvl+ail“;1kvm
x
o
= (Via;)v' — aa]z v+ 1 aiu™
x

cambiamos ¢ por m para sacar factor comun de v

P :
0 = (Viay)v™ — %vm + I o u™
O ;
- (V"’O‘m ook Fz”’”“) "

como la expresién debe ser vélida para cualquier v el paréntesis debe anularse:

o .
Vo, — 780;73 + F:nk.ai =0

La derivada covariante de una 1-forma diferencial « es, finalmente,

ooy,

Vkam =
donde el subindice k de I' es derivacién respecto a k (recordemos que el indice de la
derivada va detras siempre).

A partir de la definicién de derivada covariante para campos contravariantes e im-
poniendo la conmutacién de la derivada y la contraccion hemos calculado la derivada
covariante de campos covariantes (entre ellos, las formas diferenciales).

Derivada covariante de un campo tensorial (1,1) El siguiente paso es intentar definir
una derivada covariante para campos tensoriales arbitrarios. Lo veremos con un campo
tensorial (1,1) y luego se generalizara.

Tenemos que imponer una regla de Leibniz para extender la derivada covariante a
cualquier campo tensorial:

VIS®T|=VS®T+S®VT (4.6)
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La derivada covariante de una 1-forma (tensor (0,1)), Vi, = (Va),,, es un tensor
de tipo (0,2). Al hacer la derivada covariante de un tensor (r,s) se obtiene un tensor
(r,s+1). Ademds de la regla de Leibniz, debe observarse la linealidad de la operacién:

Vv [51 + SQ] =VS; + VS, (47)

Un campo tensorial (1,1) se puede escribir como combinacién lineal de un campo vecto-
rial contravariante (tensor (1,0)) y de una forma diferencial (tensor (0,1)), expresdndolo
asi: T’ =v'aqj o T =v®a, donde v = vl 821, o= ajdacj. Asi las cosas, y asumiendo 4.6
y 4. 7

ViTj = Vi[v'ay]

= vivkaj + Ozjvkvi
% da; m 8 ' 2 ™

aplicando 4.1 y 4.5. Por lo tanto:

< o’ ;00 -
VkT; = Waj + v o ]]C + Fink” aj — F;’,ﬁ;vzam
= 3k [v'a;] + T o™y — F?}cviam
0

= o5 T+ T T — TR,

En suma, se obtiene el tensor (1,2) siguiente

0
(VT)J/,c VkTZ 8—T’ 4T me Ly — LG LT (4.8)
tendremos tantos términos con I' como indices haya en el tensor a derivar. En concreto,
por cada indice covariante del tensor aparece un término negativo y por cada indice
contravariante uno positivo.

Aplicando a un tensor de tipo (r,s), T la derivada covariante se obtiene un tensor

s
(r,s+1). Para ello empleamos 4.6, 4.7 y 4.4:

0 . .
01 .lp 01 .0y 77%2 Zo" zr ll K7 im 010y m 1] ...0p
\ le Js T Ok TJl ]s+F J1 -Js F ]1 -Js F]lkTJQ Js Fjskj_.‘il-~~js—lm

En los términos debidos a los indices contravariantes, aparece un indice mudo que va
sustituyendo a 41,42 ...%,.. En los términos debidos a los indices contravariantes ocurre
analogamente, sustituyendo a los j; ... js. Este indice se ha subrayado para resaltar su
presencia. Otras notaciones posibles son
1.y i1.. 8.0y
(VT)h Jsk le Jsk - vaJl -Js

;,Conmutan las derivadas covariantes?. Vamos a ver qué pasa.
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4.2 Torsion y curvatura

4.2. Torsién y curvatura

4.2.1. Tensor de torsién
Nos preguntamos ahora cuél es el resultado de V,; V. f — ViV, f = (V;Vi — Vi Vi) [f].
ViVif = Vi[Vif]

8
T af
T Qxidzk Fi G
o f m Of
de donde, suponiendo que f € C* y por tanto % = %’
m_pmy OF
(ViVi = Vi Vi) [f] = (T — T7) Oz

Se aprecia que en general la derivada covariante de una funcién no conmuta, pues
el paréntesis no se anula. Para que asi ocurra, I' tiene que ser simétrico en los indices
covariantes:

it =Tk =0
AT (T} =TI —I'7) se le denomina tensor de torsiony alos I, coeficientes de conexion.
Cuando T es nulo, decimos que la conexién es nula o simétrica. Verificaremos que T es
un tensor, solo hay que hacer los cambios de coordenadas oportunos. En general:

m Of
ik 3 m
Veamos cémo funciona el conmutador con campos vectoriales contravariantes. Basta
con calcular uno de los dos términos de V;Viv™ — Vi V0™ = (V;Vy — Vi V;) [v™]; ya
sabemos que el otro sera igual pero con el signo cambiado y los indices & e 7 permutados:

(ViVi = Vi Vi) [f] =

Vi [ Vo™ = aii [Vio™] + IVl — TL V™
- 8(; [gvk Lrjv” ] + I <gvi +Fl T) - F%ivlvm
= aii aZk aa o’ T g”: +Fh§ TR — TV
= izza;rjk ( I+ Fﬁﬂk) "+ I gv: + Iy g ,i It Vo™

Estamos derivando un tensor (1,1), Viv™. Por lo tanto tenemos un término debido al
indice contravariante (con signo +) y otro debido al indice covariante (con signo —).
Este dltimo no lo hemos desarrollado por conveniencia; nos permitird progresar hacia
el tensor de torsién. Notese cémo en el primer término de la segunda ecuacién Flkv
se transforma en I}, v", siguiendo las normas estudiadas. El paso a la tltima ecuacién
consiste sunplemente en sacar factor comun de v".
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propiedad T es antisimétrico en sus indices covariantes: T} = —T}".

4.2.2. Tensor de curvatura

Ahora podemos escribir el conmutador:

m azvm 9 m m r m ov” m 8vl m
(ViVi = ViVi) [0 = <W + (Wrrk + i Ff»k) VA Ty thig s — i Viv >
9*m 0 . 1m r o OV m OV m
N <8xk8xi * <8xk Lri + Flkrii) v F”W + Flk% — TV )

0 0
= <axim“ = ol AT~ rg;;rlm) v+ (rﬁk - rﬁm.) V™

los nicos términos que no se contrarrestan son los que van multiplicando a v" y los dos
finales. El ultimo paréntesis de la 1ltima expresién es el conocido tensor de torsion, Ték.
El primer paréntesis se denomina tensor de curvatura (denotado R) y su expresién en
componentes es:

m _— m m ml ml

ik = Lpps — DUrie + 05 Dy — DLy

Se puede demostrar sin mas que operar que este objeto es en efecto un tensor. También
se puede demostrar que

propiedad R es antisimétrico en sus tltimos indices covariantes: R = —RJ},

Con todo esto la expresiéon del conmutador de un campo vectorial contravariante queda
compacta, en lo que se conoce como identidades de Ricci:

(VNk — Vkvi) ['Um} = ,’Z}kvr + Tékvlvm

podemos proceder andlogamente para un vector covariante o tensores de orden superior:
(1,1), (2,2),... La conclusién general es que la derivada covariante de estos objetos
no conmuta. Ahora, si se consideran conexiones con Tik = 0 (simétricas) entonces el
conmutador sélo es funcién de la curvatura, como ocurre en la teoria de la relatividad.

4.2.3. Ildentidades de Bianchi
Torsion nula

Supongamos la torsiéon T nula, y por lo tanto I} = I'J}. La primera identidad de
Bianchi se sigue inmediatamente:

Rl + Ry + Rij, =0 (4.9)

La sequnda identidad de Bianchi (més importante) es
Ri'lm;k + R;'mk;l + Ré'kl;m =0 (410)

J
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4.3 Derivada covariante a lo largo de una curva

Cuando la torsién nula, existe y podemos elegir un sistema de coordenadas tal que sea
posible anular todos los coeficientes de la conexién en un punto P, es decir, I'}} [P] = 0.
Pero atencién, la derivada en ese punto sz .m [P] # 0 no tiene por qué anularse asf como

/ m
I’} en cualquier otro punto P’, I'T} [P'] # 0.

Las identidades de Bianchi son relaciones tensoriales, de manera que basta con en-
contrar un sistema de coordenadas en donde se cumplan 4.9 y 4.10. Escogemos pues
un sistema de coordenadas que anule los coeficientes de conexién I' en un determinado
punto P. Entonces:

gkl = L jLk gkl
donde el tridngulo indica que sé6lo es cierto en un determinado sistema de coordenadas.
De aqui,

R+ Ry + Ry =10 — Uiy + 00— Ty + T — 15, =0

se verifica para todo sistema de coordenadas.

Torsion no nula

Desarrollando la primera identidad (4.9)

Riy + Riy; + Riy = Vi Tjy + VT + VT + THT, + T T, + T

y haciendo lo propio con la segunda (4.10)

ViR + ViRE, + ViR, + T5RE, + TyRE + T) R, =0

15J

4.3. Derivada covariante a lo largo de una curva

Vamos a ver como la derivada covariante permite definir el transporte paralelo. De ahi
pasaremos a las geodésicas y, por tltimo, a una interpretacion geométrica de la torsion
y la curvatura.

Sea T de componentes T;ll J“ Podemos definir la derivada covariante de T, V;CT]ZI1 J“
Si ademads tenemos un campo vectorial v = vk£ podemos construir la derivada cova-
riante del campo tensorial T a lo largo del campo vectorial v asi’:

@10 — k 21 .. A
VT31 Js _UVTJl Js

. . 810 110 k‘
un par de notaciones alternativas son (V,T);1 "y Tl 0"

Por ejemplo, la derivada covariante del vector w en la direccién del campo tensorial v
es

(Vow)" = o*Viu
ow' i m
= v <8 k + 17, )
kgwk + T ™

2La notacién Vj representaba en realidad Ve, , un caso particularmente simple de derivada a lo largo de
un campo vectorial.
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v* aparece sin derivar: sélo necesitamos evaluarla en el punto en el que calculamos la

derivada. En cambio % necesitamos evaluarlo en un entorno de P.

vector tangente Sea una curva 7 que en cierto sistema de coordenadas viene dada por
v ={a'[t] : t € R}. Su vector tangente es

da* 0

dt ozt

i =
dz’

con componentes ¥* = <3~ en el sistema de coordenadas elegido.

la derivada covariante de v a lo largo de v se construye derivando w en la direccién
del vector tangente, ~

(V:YW)i = ’ykvk’wZ

dixk @+Fi w™
dt \ OxF mhk

Ow' dzF ) dz*

En suma: ,
o dwt .

Viw)' = — + 10 w™——

Para definir las derivadas de campos tensoriales de orden mayor, se procede ané-

logamente.

(4.11)

el transporte paralelo de un campo vectorial w a lo largo de una curva -y es una regla
segun la cual se puede llevar un vector asociado a un punto de la variedad a otro
punto a lo largo de una curva. Se necesita exigir que la derivada covariante del
campo vectorial a lo largo de « (en la direccién de ¥) se anule:
dw? » da®

Esto es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para v*. Si conocemos el
vector inicial en un punto de la curva, w’ [0] = ¢ entonces es un problema de valor
inicial.
curva geodésica es aquella curva que transporta paralelamente su propio vector tan-
gente, en consecuencia cumpliendo (V5%)" = 0. En 4.12 basta con sustituir w’ por
v = ddit. Ma3s precisamente, siendo ¢ el pardmetro de la curva:
d dz* - da™ dzF

A = e 2T
Vi)' =g T ar @ =
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4.4 Interpretacion geométrica de la torsion

que es un sistema de ecuaciones diferenciales en general no lineales para " [t]. Dada
la condicién inicial

0] = ¢
da’ i
a0 =

disponemos de una solucién dnica: una sola geodésica.

4.4. Interpretacion geométrica de la torsion

4.4.1. Ecuacion de las geodésicas

La ecuacién de una curva geodésica «y viene dada por (Vﬂﬁ)i = 0. Un caso trivial
es una linea recta: al transportar paralelamente su vector tangente, éste se mantiene
tangente a la recta.

Sea la curva C* « dada por 7 : {z#[t] : t € R}. La ecuacién de la geodésica en coor-
denadas es:

d2zH p dzt dz?
de? vA de  dt
con zM[0] = !
dz#
y at [0] = o*

Notese que solo la parte simétrica de la conexién contribuye a la ecuacion de la geodésica.

4.4.2. Interpretacion de la torsion de las geodésicas
La figura 4.1 ilustra la discusiéon que sigue.
1. Sea M una variedad diferenciable y P un punto perteneciente a ella.

2. Supongamos una geodésica g; que pasa por P y un vector u tangente a la curva
en P.

3. Toémese una hipersuperficie Rp subespacio vectorial de Tp (por lo tanto de dimen-
sién m — 1), con Rp perpendicular a u.

4. Definimos un vector x tangente a esa hipersuperficie en P.

5. Transportamos paralelamente u sobre la geodésica que tiene a y por vector tan-

gente, con la conexién simétrica, I'¥'
’ » T (s)Av

re, =

1
sA\v 5 (Fﬁy + Fg)\)

hasta P.
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Figura 4.1: Dos geodésicas paralelas g1 y g2 y un vector y (transportado paralelamente a lo largo
de g1) que las conecta en la hipersuperficie Rp.

6. En el punto P de llegada tenemos un u’ (u transportado) paralelamente que uti-
lizamos como vector tangente para construir una nueva geodésica gs. Esta nueva
geodésica serd aproximadamente paralela a la primera (g1). El procedimiento pue-
de repetirse y asi llenar M de geodésicas formando una congruencia (un conjunto
de curvas que llenan M).

7. Transportamos paralelamente y por la geodésica gi, resultando x’; el experimento
consiste en ver si llegando a P’ el vector ' sigue uniendo ambas geodésicas. Es
decir, comprobar si P’ estd sobre g o no. x’ sélo seguird uniendo geodésicas si
T=0.

En suma:

1. Si T # 0 entonces P’ estd fuera de go: una curva se retuerce (torsiona) respecto a
otra.

2. Si T =0 las geodésicas se mantienen paralelas.

4.5. Interpretacion geométrica de la curvatura

En funcién del transporte paralelo Sean v,w dos campos vectoriales.

I
YT o
Y
Y

Si [v,w] = 0 podemos construir un paralelogramo (conectando P con P por dos caminos
diferentes) con las curvas integrales de v y w (figura 4.2).
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4.6 Conexion Levi—Civita

)
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Figura 4.2: El hecho de que el conmutador de v y w sea nulo permite construir un paralelogramo
cerrado con sus curvas integrales.

Figura 4.3: El transporte de un vector por dos caminos diferentes da vectores diferentes.

Sea el vector z* en P. Lo transportamos paralelamente hasta P por un camino y otro;
el resultado en P es dos vectores distintos (figura 4.3). Se verifica que
sz = (p)) R;klxjvkwl

El tensor de curvatura cuantifica la diferencia entre los dos vectores transportados pa-
ralelamente por los dos caminos.

Interpretacion en funcién de las geodésicas El grado de separacion de las geodésicas
es proporcional a la curvatura.

4.6. Conexion Levi—Civita

Buscamos una conexion tal que el producto escalar de dos vectores definido por la
métrica, gijviwj se mantenga constante si transportamos los vectores paralelamente
Vwi = 0, V;ij = 0 a lo largo de una curva ~ (con el transporte paralelo dado por
la conexidn, figura 4.4). Esto supone que normas y angulos quedan conservados tras un
transporte por esta conexion, que recibe el nombre de conexién de Levi—Civita.
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Figura 4.4: Transporte paralelo de dos vectores a lo largo de una curva.

Imponiendo que el producto escalar sea constante a lo largo de la curva +:
0=V [giv'w’] = (V4g9i) v'w’ + gij (V4v') w? + gijo° (Vaw’)

(los dos ltimos términos se anulan porque las respectivas derivadas covariantes son cero:
transporte paralelo). Como esto ha de verificarse Vv, w:

Vﬁgij =0 (4'13)

es decir, estamos buscando conexiones que mantengan constante el producto escalar a
lo largo de 7.

En general la derivada covariante de g en cualquier direccién es nula. Esto no basta
para definir la conexién de Levi—Civita: hay que imponer ademas que la torsién sea nula
(es simétrica).

Vigi; = 0 (4.14)
T =0 (4.15)

Teorema En una variedad riemanniana o pseudoriemanniana existe una tnica conexién
que satisface 4.14 y 4.15. 4.14 implica que se conservan los productos escalares por
transporte paralelo y 4.15 que T;k = 0 y por tanto que F;-k = F}Cj.

Vamos a buscar esa conexién unica:
Vigij = 9ijk — Uiggms — Uik gim (4.16)

v haciendo permutaciones ciclicas para intentar obtener los simbolos I':

Vigik = Gjki — Ujigmk — Iigim (4.17)
Vigki = 9kij — Ukjgmi — Ui} Gkm (4.18)

Tomamos una combinacién lineal: 4.16 + 4.17 —4.18= 0 :
Gijk + Giki — Gkij — Lingmj — Uikgim — U3 9mk — Uiigim + Ui gmi + 1) Gem

donde se han usado las propiedades de simetria de los ' y de la g, gk = gkm v I‘;r{ =T ?}
Llegamos a

Gijk + ik — Grij — 2L55gms; =0

114 Variedades, tensores y fisica - 1.1.0




4.7 Interpretacién métrica de la curvatura

Figura 4.5: Congruencia de geodésicas atravesando Rp.

por lo que

1
Ligms = 3 (Gij e + Gjk,i — Grij)

simbolos de Christoffel de primera especie, I'jp; = % (Gijk + Gjk,i — Grij)-
Multiplicando por g~! la expresién anterior y teniendo en cuenta que gmjgj’" =4,
obtenemos

Lor, = ¢ (Tjri)
finalmente
Ui = 9" Tji

es la conexién tnica que satisface 1) que se mantenga el producto escalar y 2) que T = 0.
Es la conexién de Lévi—-Civita.

4.7. Interpretacion métrica de la curvatura

Sea u un campo vectorial sobre una hipersuperficie Rp. En todos los puntos de la
superficie construimos las curvas geodésicas g; cuyo vector tangente es u (son las tra-
yectorias de las particulas libres que se dejan evolucionar a lo largo del campo). Si
construimos un vector n que une dos geodésicas sobre Rp (figura 4.5)y calculamos su
derivada covariante dos veces tenemos:

V.Vun = Ru,u,n]

en otras palabras
d2n?
ds?

la separacién de las geodésicas viene dada por la curvatura.

= R;»klujnkul
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4.8. Por hacer

Este capitulo necesita una revision profunda; las expresiones matematicas han sido
revisadas pero no asi la exposicién y su sentido global.

1. Eliminar redundancias y editar exposicién de la derivada de una 1-forma.

2. Pasar de notacién con simbolos griegos (del capitulo de formas) a la notacién recta del
resto del documento para los covectores. a — a.

3.  Ampliar el tratamiento de la conexién de Levi—Civita.
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Historia

0.0.1 - 28 de febrero de 2001

Primera versién del documento, con la estructura del curso de geometria dife-
rencial avanzada impartido por Luis Manuel Romero en la facultad de Fisica
de la UCM entre febrero y junio de 2001.

Agradecemos a Teresa Marroddan Undagoitia la realizacién de las figuras del
capitulo de variedades.

1.0.0 - 13 de mayo de 2002

Correccion de erratas —ATC, MBG.

Gran homogeneizacién notacional en todo el documento —ATC, MBG.
Nuevas figuras —ATC, MBG.

Pequenas reestructuraciones en algunos apartados —ATC, MBG.

Eliminadas lista de figuras y de tablas -ATC.

Numerosas correcciones de presentacion (pies de las figuras, ejemplos) —ATC.
Insercién de secciones Por Hacer al final de los capitulos —ATC, MBG.

Eliminacién de redundancias, sobre todo en los cap. de variedades y tensores
—-ATC, MBG.

Reestructurado el ejemplo de la banda de Mobius (en el capitulo de varieda-
des) —~ATC.

Cambios en la seccién sobre la derivada de Lie —~ATC, MBG.

1.1.0 - 15 de abril de 2004

Cambio de licencia a la Attribution Share-Alike Non-Commercial de Creative
Commons.

Incorporacion de la versién 2.0 del manifiesto y de la descripcién del proyecto
LibrosAbiertos.

Las siguientes tareas merecen atencion, a juicio de los editores y autores:

= Mejorar las figuras.

= Escribir parrafos introductorios en los capitulos y en los apartados de primer nivel.
En ellos deberia hablarse de la importancia de lo que se va a explicar seguidamente,
de cudl es su papel en la disciplina y su rango de aplicabilidad en las Matematicas
y la Fisica.
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= En general en cada apartado podriamos intentar seguir un esquema de introduc-
cion informal apelando a nociones intuitivas, seguida de una explicacién formal
(definiciones, teoremas, pruebas) y por tltimo ejemplos y aplicaciones, todo ello
sin ser demasiado rigidos.

= Completar el uso de la notacién funcional.

= Encontrar el lugar y el momento oportunos para introducir referencias a la fisica.
En particular, hablar acerca de la diferencia entre espacio producto y fibrado en
relacion con el espacio de fases de la mecdnica.

= Anadir un apéndice con ejercicios resueltos.
» Factorizar los términos comunes en el indice alfabético.

= Comentar la bibliografia.
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Creative Commons Deed

Attribution-NonCommercial-ShareAlike 1.0: Key License Terms

Attribution. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work. In
return, licensees must give the original author credit.

Noncommercial. The licensor permits others to copy, distribute, display, and perform the work.
In return, licensees may not use the work for commercial purposes — unless they get the
licensor’s permission.

Share Alike. The licensor permits others to distribute derivative works only under a license
identical to the one that governs the licensor’s work.

Whoever has associated this Commons Deed with their copyrighted work licenses his or her
work to you on the terms of the Creative Commons License found here: Legal Code (the full
license)

This is not a license. It is simply a handy reference for understanding the Legal Code (the
full license) - it is a human-readable expression of some of its key terms. Think of it as the
user-friendly interface to the Legal Code beneath. This Deed itself has no legal value, and its
contents do not appear in the actual license.

Creative Commons is not a law firm and does not provide legal services. Distributing of,
displaying of, or linking to this Commons Deed does not create an attorney-client relationship.

Learn how to distribute your work using this license
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Manifiesto de Alqua

Origen y metas del proyecto

En 1999 fundamos el proyecto Alqua con el objetivo de promover la creacién de un
fondo de documentos libres de caracter cientifico que permita a cualquiera aprender con
libertad.

Al constatar la duplicacién de esfuerzos en la preparaciéon de materiales didacticos
para la fisica y con el deseo de compartir nuestros conocimientos, nos inspiramos en
los principios de libertad que rigen el movimiento del software libre para establecer
aquéllos de Alqua. Primero pensamos que lo que escribiésemos deberia poder disfrutarse
sin merma de libertad por las personas interesadas, y mas tarde decidimos organizar
nuestros esfuerzos para ayudar a otras personas que compartian nuestra vision a difundir
sus saberes mediante un esfuerzo cooperativo.

Para hacer efectivos dichos principios decidimos que los documentos publicados deben
ser libres en un sentido amplio: pueden reproducirse y distribuirse (gratuitamente o no,
es irrelevante) pero también pueden modificarse y usarse como base para otros trabajos.
A fin de evitar que estas libertades del lector-autor se restrinjan posteriormente, los
documentos contienen una licencia que explica los derechos que posee y estipula que
nadie que distribuya el documento, modificado o no, puede hacerlo de modo no libre.

Las ventajas de los documentos libres

Actualmente es ilegal compartir o modificar la mayoria del conocimiento cientifico
en fuentes impresas, que suelen ser inaccesibles para la mayoria de los estudiantes y
bibliotecas del mundo en virtud de su precio y se actualizan con poca frecuencia debido
a su sistema de distribucién tradicional.

En este contexto los documentos libres presentan ciertas ventajas.

Por una parte, en algunas disciplinas los documentos libres permiten facilitar el esta-
blecimiento de un sistema de mérito reduciendo las barreras de precio y disponibilidad.
El modelo de desarrollo libre para la ciencia se apoya sobre las libertades de distribucién
y modificacién. Estas se ven favorecidas por el medio digital, asi como por la concepcion
del conocimiento como un patrimonio comunitario. Todo lo anterior permite reducir el
coste del documento a una cantidad marginal y anima a que lo mejor se combine con lo
mejor para producir un resultado excelente a la vez que actualizado.

Por otra parte, en casos donde la evaluacion del mérito es mas subjetiva, los documen-
tos libres pueden aportar una base sobre la que elaborar con un menor esfuerzo diferentes
perspectivas doctrinales o estéticas, mutaciones, iteraciones y apuestas que incentivan la
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creacién como un aspecto mas del disfrute de la obra.

En suma, los documentos libres fomentan un acceso a la cultura mas justo y com-
pleto. Para algunos dominios del conocimiento cientifico el proceso de desarrollo libre
facilita la recombinacion, lo que permite la produccion de obras muy sofisticadas y com-
pletas mientras que en otros ambitos facilita la difusion de perspectivas plurales y la
experimentacién creativa.

Una nueva dinamica de creacidon y aprendizaje

Algunas personas que hemos conocido estan interesadas por este modelo de colabo-
racion, pero se preguntan qué clase de control tienen sobre sus documentos libres. La
respuesta es sencilla: la licencia esta disenada de modo que a cada cual se le atribuya
aquello de lo que es responsable y nada mas. Para ello, se incluye en el documento una
seccion en la que se explica quién hizo qué y cuando lo hizo.

Uno de los efectos més interesantes de introducir los documentos libres en el aula es
que difuminan la frontera entre quien aprende y quien ensenia. Los documentos libres son
un puente para establecer contacto con una comunidad de interés mucho maés vasta que la
del centro educativo, permitiendo el aprendizaje continuo y fomentando una experiencia
plural y transformadora: el criterio para participar en un documento es, solamente,
hacerlo bien.

Un autor puede pensar que distribuir su documento bajo un copyright que restringe
la libertad de copia es mds rentable que otorgar mayores libertades. Esto no es necesa-
riamente asi, por varias razones.

En primer lugar, libre no quiere decir gratuito. Una editorial puede publicar un do-
cumento libre obteniendo beneficio de ello. De hecho, es una buena idea hacerlo dado lo
agradable que resulta manejar un libro bien encuadernado. También los autores pueden
aceptar una compensacion de los lectores por su trabajo en un determinado documento.

En segundo lugar, la mayor parte de los autores son primeramente lectores. Cabe espe-
rar, pues, que para la mayoria el enorme ahorro derivado del acceso a muchos documentos
libres supere holgadamente el beneficio econémico obtenido de unos pocos documentos
no libres. La experiencia del software libre lo avala.

Finalmente, no se puede poner precio al beneficio social derivado de la existencia de
documentos libres. Gracias a los derechos que uno posee sobre un documento libre puede
adaptarlo para un curso académico eliminando lo que no es pertinente o es demasiado
avanzado y complementando el tema con nuevas aportaciones, desde ejercicios o diagra-
mas hasta apartados enteros.

Pensamos que las universidades u otras instituciones educativas podrian cumplir mejor
su funcién social poniendo a disposicién de la sociedad que las financia, en condiciones
de libertad, su patrimonio mas importante: el conocimiento.

El modelo de cooperacién que proponemos (que anima al trabajo en equipo aunque no
lo impone) permite abrir todas estas perspectivas y algunas méas. Alqua intenta ofrecer
los medios para esta tarea y relacionar, a través de los documentos libres, a los que tienen
saberes que comunicar y a los que sienten curiosidad por dichos saberes.
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Conclusion

Alqua tiene una tarea muy ilusionante y tan ambiciosa que sélo es factible en comu-
nidad. Por ello, pedimos a las personas que forman parte de instituciones o empresas
que colaboren con Alqua para que éstas apoyen econdémicamente el proyecto o patroci-
nen ediciones impresas y donaciones a las bibliotecas publicas. Ciertamente, los medios
materiales son necesarios, pero inttiles si, a nivel particular, no contamos con tu parti-
cipacién como individuo, aprendiendo y enseniando, para que los documentos libres en
marcha y otros nuevos alcancen los altos niveles de calidad a los que aspiramos.

Te invitamos a construir un patrimonio cientifico que nos pertenezca a todos.

Versién 2.0, marzo de 2003
http://alqua.org/manifiesto Copyright (C) Alvaro Tejero Cantero y Pablo Ruiz Muz-

quiz, 2003. This work is licensed under the Creative Commons Attribution-NoDerivs
License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford,
California 94305, USA.
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El proyecto libros abiertos de Alqua

El texto que sigue es una explicacién de qué es y cémo se utiliza un libro abierto
y contiene algunas recomendaciones sobre céomo crear un libro abierto a partir de un
documento de Alqua. Si estas leyendo estas paginas como anexo a otro documento, éste
es casi con seguridad un documento libre de Alqua; libre en el sentido descrito en el
manifiesto de Alqua y las directrices para documentos libres de Alqua . Si has obtenido
dicho documento en un centro piblico, como una biblioteca, entonces es ademas un libro
abierto de Alqua.

Qué son los libros abiertos

Los libros abiertos son ediciones impresas de los documentos libres de Alqua que
se pueden obtener en las bibliotecas u otros centros publicos. La particularidad de los
libros abiertos no reside en qué contienen (el contenido es el mismo que el de los libros
descargados de la red) sino en cdmo pueden utilizarse.

Al igual que los usuarios de Alqua a través de la red forman una comunidad de
interés que aprende colectivamente leyendo los documentos, discutiendo sobre ellos y
modificindolos para adaptarlos a propoésitos muy variados, los lectores de una bibliote-
ca constituyen también una comunidad. El ciclo de vida de un documento libre es de
constante realimentacién: las nuevas versiones son leidas, corregidas o quizéd bifurcadas,
lo que conduce a la publicacién de nuevas versiones listas a su vez para un nuevo ciclo
del proceso. jPor qué no abrir esa dindmica a la participacién de comunidades que no se
articulan en torno a la red?. No todos disponen del tiempo o los medios para participar
efectivamente en el proceso de mejora de los documentos a través de la red, que es la
aportacién diferencial mas importante de los libros libres respecto a los no libres. Por ello
queremos poner a disposicion de las bibliotecas libros abiertos que faciliten lo siguiente:

= El acceso de personas sin recursos informéticos al conocimiento que su estudio
proporciona.

= La posibilidad de contribuir a la mejora de dichos documentos por parte de la
amplisima comunidad de lectores de las bibliotecas, sin otro medio que un lapiz o
una pluma.

= La formacién de grupos de interés locales: compartir a través de un documento

libre puede compartir su proceso de aprendizaje con personas interesadas por temas
afines.
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= La constitucién, hasta en los centros que cuentan con una financiacién més débil, de
un fondo de documentos libres que cubra areas del conocimiento que su presupuesto
no permite afrontar.

i Como puedo contribuir a los libros abiertos?

Sélo tienes que utilizarlos como si fuesen tuyos, pero recordando que compartes tu
experiencia de aprendizaje con otras personas.

Por ejemplo, contrariamente a lo que harias con cualquier otro libro de la biblioteca
puedes escribir en los margenes de los libros abiertos tus propios comentarios: correc-
ciones, aclaraciones, bibliografia relacionada... Intenta hacerlo ordenadamente, de modo
que no interrumpa la lectura.

Si quieres compartir algin razonamiento mas largo, puedes utilizar tus propias hojas
e incorporarlas al final del documento, poniendo una nota donde corresponda. En este
caso, no olvides firmar tu contribucién con un nombre o seudénimo y, opcionalmente,
una direccion de correo electrénico u otra forma de contacto.

Cualquiera que pueda participar a través de la red puede incorporar tus contribucio-
nes a la versién que se distribuye en linea, con la ayuda de la comunidad de Alqua.
De esta manera abrimos el mecanismo de colaboracion a los lectores que no estan acos-
tumbrados al ordenador o prefieren no usarlo. La firma permite atribuir la autoria en
el caso de que los cambios se incorporen y establecer contacto al respecto. Damos por
hecho que al escribir tus aportaciones en un libro abierto estas de acuerdo con que sean
libremente utilizadas (en el sentido descrito en las directrices para documentos libres ya
mencionadas) y por lo tanto incorporadas a las sucesivas versiones digitales.

Los libros abiertos pueden ser editados de modo que se puedan separar sus hojas porque
no hay inconveniente en que éstas sean fotocopiadas: no tenemos que usar la encuader-
nacién como un modo de evitar la reproduccion, puesto que no sélo no la prohibimos
sino que animamos a ella. Por tanto, una vez que obtengas un ejemplar en préstamo
puedes llevar contigo sélo la parte que estés utilizando.

Como lector, tu ayuda es necesaria no sélo para mejorar los documentos, sino para
que existan: hace falta imprimir, encuadernar y donar a una biblioteca un documento
libre de Alqua para que se convierta en un libro abierto.

Quienes tengan acceso a una impresora pueden ayudar a que los libros abiertos per-
duren en la biblioteca sustituyendo las partes deterioradas por el uso y actualizando
peridédicamente el documento impreso. Para facilitar la tarea a continuacién propone-
mos un sistema de encuadernacién modular.

i Como puedo publicar un libro abierto?

Los pasos para publicar un libro abierto son los siguientes:

1. Imprimir la versién mas actualizada del documento tal cual se distribuye en la
pagina web de Alqua, http://alqua.org
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2. Conseguir una encuadernacién modular — sugerimos un archivador de anillas con
una ventana o de portada transparente. Ello permite llevar consigo sélo la parte
del libro que se estd usando y anadir hojas con nuevas contribuciones.

3. Encuadernar el libro y situar el titulo, el autor y la clasificacién decimal universal
en su lomo y tapas.

4. Sipuedes, adjuntar al archivador una copia del CD-ROM de documentos libres de
Alqua .

5. Donarlo a la biblioteca y comunicar a Alqua la edicién, escribiendo a librosabier-
tos@alqua.org .

Se trata de un proceso sencillo al alcance tanto de particulares como de bibliotecas y
otras instituciones, con un coste marginal que no se vera significativamente incrementado
por la conservacién y actualizacién puesto que se puede mantener la encuadernacién y
sustituir solamente las paginas impresas.

En conclusion

El proyecto libros abiertos, consecuencia de los principios establecidos en el manifiesto
de Alqua , persigue dotar a las bibliotecas de un fondo amplio y asequible de documentos
libres y a la vez facilitar la participaciéon de los usuarios en el proceso creativo del que
son fruto.

Tu ayuda es esencial para que el proyecto alcance estos objetivos.

(C) Alvaro Tejero Cantero, 2003. This work is licensed under the Creative Commons
Attribution-NoDerivs License. To view a copy of this license, visit http://creativecommons.org/licenses/by-
nd/1.0/ or send a letter to Creative Commons, 559 Nathan Abbott Way, Stanford, Ca-
lifornia 94305, USA.
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Alvaro Tejero Cantero y Marta Balbds Gambra

descripcion

Curso avanzado de geometria diferencial, con una
introduccién a las variedades diferenciables, los
campos tensoriales y la geometria riemanniana,
orientado a familiarizar al lector con los métodos
geométricos de la moderna fisica matemédtica. Con-
tiene numerosos ejemplos y figuras.

requisitos
» Algebra y célculo de primero de carrera.

= Conveniente geometria diferencial de curvas
y superficies.
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Aprende en comunidad - http://alqua.org <

otros documentos libres

Variedades, tensores y fisica - ()ptica electromagnética - Ecuaciones
diferenciales ordinarias - Introduccién a la fisica cuantica, segunda
parte - Redes y sistemas - Sistemas Operativos - Geometria simplécti-
ca - Fisica del ldser - Analisis funcional - Geografia general de Espana
(en preparacién).

http://alqua.org/libredoc/

alqua,madeincommunity


http://alqua.org/libredoc/VTF
http://alqua.org/libredoc/

	Portada
	Copyleft
	Índice general
	Variedades diferenciables
	Hacia la definición de variedad
	Introducción
	Conceptos previos
	Definición de variedad

	Variedades importantes
	El espacio habitual: Rm 
	Las subvariedades abiertas
	La esfera: S2
	Variedades diferenciales definidas por ecuaciones
	Método cortar y pegar: la banda de Möbius
	Variedades con frontera

	Generalización del cálculo de Rm 
	Aplicaciones diferenciables
	Equivalencia de variedades diferenciales
	Subvariedades diferenciables
	Curvas sobre la variedad

	Vectores tangentes
	Definición 
	Espacio de los vectores tangentes
	Vectores como clases de equivalencia de curvas

	Diferencial de una función
	Vectores cotangentes y espacio cotangente
	Cambio de coordenadas de vectores covariantes

	Fibrados
	Por hacer

	Campos tensoriales y derivada de Lie
	Introducción
	Construcción de tensores
	Tensores tangentes a la variedad en un punto
	Tensores covariantes 
	Tensores (r,s)

	Operaciones con tensores
	Suma de tensores
	Contracción
	Producto tensorialEn la formulación clásica se le ha llamado producto exterior, pero esta denominación puede conducir a confusión. 
	Producto interior

	Definición invariante de tensores tangentes a M en un punto P 
	Covectores como aplicaciones lineales
	Vectores contravariantes como aplicaciones lineales
	Tensores (0,2) como aplicaciones multilineales
	Conexión entre la interpretación intrínseca y la clásica

	Campos tensoriales
	Introducción
	Campos vectoriales 
	Campos tensoriales

	Propiedades de simetría
	Simetría y antisimetría en los índices
	Tensores contravariante y covariantemente simétricos
	Tensores totalmente simétricos, totalmente contravariantes
	Tensores totalmente antisimétricos, totalmente covariantes
	Campos tensoriales y simetría

	Campos vectoriales, curvas integrales y flujos
	Curvas integrales
	Flujo de un campo vectorial

	Derivada de Lie
	Derivada de Lie de un campo (1,0)
	Derivada de Lie de un campo (1,1)
	Isometrías

	Definición axiomática de la derivada de Lie
	Por hacer

	Formas diferenciales
	Concepto de forma diferencial
	Producto exterior
	Definición
	Propiedades
	Base de formas

	Derivada exterior
	Definición clásica
	Propiedades (definición axiomática)
	Definición intrínseca

	Producto interior
	Derivada de Lie a lo largo de un campo vectorial
	Aplicaciones diferenciables entre variedades y formas diferenciales
	Resultados de la teoría de formas
	Lema de Poincaré

	Teorema de Fröbenius
	Formulación simpléctica de la mecánica hamiltoniana
	Por hacer

	Geometría riemanniana o pseudo--riemanniana
	Conexión afín o lineal
	Torsión y curvatura
	Tensor de torsión
	Tensor de curvatura
	Identidades de Bianchi

	Derivada covariante a lo largo de una curva
	Interpretación geométrica de la torsión
	Ecuación de las geodésicas
	Interpretación de la torsión de las geodésicas

	Interpretación geométrica de la curvatura 
	Conexión Levi--Cività
	Interpretación métrica de la curvatura
	Por hacer

	Bibliografía
	Índice alfabético
	Historia
	Creative Commons Deed 
	Manifiesto de Alqua
	El proyecto libros abiertos de Alqua
	Otros documentos libres

